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CORRECTION DU DEVOIR EN TEMPS LIBRE

L’objet des deux exercices du devoir est ’étude de processus dits autorégressifs. Ces suites
chronologiques ont de trés nombreuses applications en démographie, biologie, climatologie, écono-
métrie, finance etc..

Exercice 1 Processus auto-regressif - cas stable
On consideére la suite de variables aléatoires réelles (X,,) définie par Xy = 0 et pour n >0 :

Xn+1 = eXn + En+1,

ol # est un paramétre inconnu tel que 0 < |f| < 1 et ou (g,) est une suite de variables aléa-
toires réelles indépendantes et de méme loi A(0,1). On dit que la suite (X,,) est un processus
autorégressif d’ordre 1.
1. Montrer par récurrence que X, = Y p_; 0" Fey.
Solution : On a bien X; = £1. Sil'on suppose que pour un entier n donné X, = ") ; ke,
alors par définition X, 11 = 60X, +epy1 =Y p_y O tl=ke, + ey = ZZI% gntl=ke, d’ou
le résultat.

2. En déduire que, lorsque n tend vers l'infini :
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Solution : D’aprés la question précédente, et par indépendance des variables (g;), les va-
riables X, sont gaussiennes, précisément X, ~ N (0, Zz;é 62%). Autrement dit, la fonction
caractéristique de X, s’écrit :
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Pour tout ¢ € R, on a alors
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Jm dx, () =exp | =5 x> 0% | =exp (_2X 1_92)

k=0

On reconnait la fonction caractéristique d’une variable gaussienne centrée de variance ﬁ,
d’ott le résultat.

On cherche & présent & deviner le paramétre inconnu 6 & partir des observations. Plus
précisément, on cherche & exhiber un estimateur consistant de 0, c’est-a-dire une fonction
mesurable 6,, = @\(X 1,-..,Xp) des données jusqu’au temps n, dont Iexpression ne dépend
pas de 0, et qui converge presque stirement vers 6 lorsque n tend vers 'infini. On considére
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ainsi la suite



3. On pose M,, := >}, Xj_16k. Vérifier que (M) est une martingale de carré intégrable,
calculer son compensateur prévisible (M),, et montrer que 1’on a la relation :

Solution : Les variables X} et e, sont gaussiennes, elles admettent donc des moments de
tout ordre. Par suite, les produits X;_1€; sont de carré intégrable, ainsi que les sommes
partielles M,,. Par définition, le compensateur (M),, de M, vérifie
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Par conséquent, en utilisant le fait que X; = 0.Xy_1 + €, on a bien :
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4. Montrer en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

n 2 n
wiso ZIH\" k2 e YOX7< (1_1w|) kzsg.
=1

k=1

Solution : On rappelle que X, = > ¢ _; 0" Fep =>7_, |«9\7le]v X \GIRT%&C. D’apres I'inégalité
de Cauchy-Schwarz, on a donc

X2 < (iwn’f) x (iw\“ei) =) wa ¢
k=1 k=1

Il sommant, et en inversant les deux sommes, on en déduit
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5. En déduire que presque sirement (M), = O(n) et M,, = o(n) lorsque n tend vers 'infini.
Solution : Les variables 5% étant intégrables, indépendantes et identiquemement distribuées,
d’aprés la loi forte des grands nombres n~! py Ei tend presque stirement vers 1 lorsque
n tend vers l'infini, et d’aprés la derniére inégalité, on a (M), = O(n). On sait que la
martingale M,, converge si et seulement si le compensateur (M),, converge. Si c’est le cas,
on a naturellement M,, = O(1) = o(n). Si le crochet (M),, diverge, la loi des grands nombres
pour les martingales de carré intégrable assure que M, /(M), tend vers zéro, et 'on a
également M,, = o((M),) = o(O(n)) = o(n).




6. En remarquant que (1 — 6%)(M), 11 = —60?X2 + 20M,, + > }_, €2, montrer que

(M), 1
nEI—EOO n  1—6%

et en déduire que :9\” est bien un estimateur consistant de 6.

Solution : D’aprés la relation (1 — 62)(M),11 = —6%X2 +20M,, + > _, €2 et la question
précédente, il suffit de montrer que X?2/n tend presque stirement vers zéro lorsque n tend
vers l'infini. Fixons n > 0, on a alors d’aprés I'inégalité de Chebychev
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Le terme de droite est le terme général d’une série convergente. D’aprés le lemme de Borel-
Cantelli, avec probabilité un, 1’événement {X2/n > n} se produit un nombre fini de fois,
i.e avec probabilité un, & partir d’un certain rang, on a X2/n < n. Ceci étant vrai pour
tout rationnel 7, on conclut que presque siirement, la suite X?2/n tend vers zéro lorsque n
tend vers I'infini. On a donc montré que le compensateur (M),, tend presque srement vers
I'infini avec n; d’aprés la loi des grands nombres pour les martingales de carré intégrable,
on peut alors conclure que My /{M),, tend vers zéro presque stirement, en par conséquent
0,, est bien un estimateur consistant de 6.

Exercice 2 Processus auto-regressif - cas explosif
On considére maintenant un processus autorégressif a coefficients aléatoires, i.e. une suite (X,)
telle que Xg =0 et pour n >0

Xn+1 = 9n+1Xn + Ent1,

N

ol
— la suite (0,,) est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
avec E[f,] = 0 inconnu et E[#?] = 72 > 0
— la suite (e,) est une suite de variables indépendantes et identiquement distribuées avec
Ele,] = 0 et E[e2] =1,
— les suites (6,,) et (ep,) sont indépendantes.

On note F,, = o(X1, Xa,...,X,) la filtration naturelle associée au modéle et on se place dans
le cas dit explosif ot 72 > 1.

1. Montrer que pour tout n > 1, on a E[f,16,41] =0,

E[Xn+1|fn] =0X,, E[Xg+1|~7:n] = Tng + L



Solution : Les variables 6, est €, sont de carré intégrable, donc d’aprés 'inégalité de Cauchy-
Schwarz 0,,41€,+1 est intégrable. Par indépendance, on a alors E[f,,+16,+1] = E[0p+1]E[en41]
et comme &,,41 est centrée E[f,116,41] = 0. Ensuite, comme X, est F,,—mesurable, on a

E[Xpt1|Fn] = Ellnt1Xn + ent1|Fn] = Xn X Elfni1|Fn] + Elent1|Fol

=X, x0+0,
E[X21Fa] =Elfr 1 X5 +eniy + 2Xn0nr18n41]Fn]

= X2 X IO, B+ B2 ) + 2X0E 1201
= X3 x E[07 1] + E[e} 1] + 2X,E[0n416n+41]

=X2x7124+1+0.

2. Pour n > 1, on pose Y;, = X2 /72". Montrer que la suite (Y;,) est une sous-martingale bornée
dans L.
Solution : La suite Y,, est clairement adaptée a la filtration F,,. D’aprés la derniére formule,
les variables X2 sont intégrables (récurrence immédiate), et 1'on a
X2 1 _ X2
E[Yn11]Fn] = g E[X7 1| Fal = “on T o > “on = Yo,
autrement dit, la suite (Y},) est une sous-martingale. Par ailleurs le calcul précédent montre
_+—2n
que E[Y,41] = E[Y,] + 772" donc E[|Y,|] = E[Y,] = S35, 72 = T > < 1o etla
suite (Yy,) est bornée dans LL!.
3. En déduire que (Y;,) converge presque stirement vers une variable aléatoire Y, puis en utili-
sant le lemme de Cesaro que

1 — 9 72
o35t = ()Y v

k=1

Solution : D’aprés le cours, on sait que la suite Y;, converge alors presque stirement, lorsque
n tend vers l'infini, vers une variable aléatoire Y. D’aprés le lemme de Ceséro, en posant
b = 2% qui est une suite strictement croissante, il vient :

n

1 _

lim —— ) (7% — )y, =Y,
n—4o0 74N P

c’est-a-dire :

(1-772)x lim ZXk =Y, d’ou le résultat

n—-+oo 7'

Dans toute la suite, nous supposerons que la variable limite Y est strictement positive
presque strement. Comme dans l’exercice précédent, on souhaite donner un estimateur
consistant du paramétre inconnu 6. On introduit les suites :

"X Xp o X3,
C, = —_— , M, :=C,—60D,.
; 1+ X2, Z 1+ X2

On pose alors 67,1 := C, /D, de sorte que Gn —0=M,/D,.



4. Montrer que la suite (M,,) est une martingale et que lorsque n tend vers U'infini (M),, = O(n).
Solution : La suite M, est clairement adaptée & filtration F,. Par ailleurs, en majorant
brutalement, on a |D,| < n et [Cy] < >}, |Xgl|, donc M, est intégrable (et de carré
intégrable) pour tout n > 0. Par ailleurs, on a

E[Mni1|Fn] = E[Cha|Fn] — OE[Dyia | Fo]

X 2
= E | Zntl — 6D, — 0E "\ Fp
= CurE | TR 1 7 e
Gy — 0D+~ (X | Fa] — 6 X
— Ln n 1+X% n+1|Y ' n 1+X721

=M, car E[X,11|F,] = 0X,.

La suite (M,,) est donc bien une martingale de carré intégrable. Le calcul du compensateur
donne :

(M)n = 35 E[(Myy — My—1)?|Fip1]

2
X
= Z (1 +l;(1 ) (X = 0X5-1)*|Fi—1
E [(X? — 20X Xp1 + 0°X7_1) [ Fi]
(E [X7|Fre1] — 20 X5 E [Xp| Froa] + 0°X7_))

(T2X7_ +1-20°X7 , +0°X7_,)

5. Montrer que lorsque n tend vers I'infini, n='D,, tend presque stirement vers 1 et en déduire
que
lim Hn =0 p.s..

n—-+00
Solution : La suite (Y},) converge presque siirement lorsque n tend vers U'infini vers Y > 0
(par hypothése). La suite (X,,) tend donc presque stirement vers l'infini avec n et par suite,
D,,/n tend vers 1 presque strement (lemme de Cesaro). Dés lors en écrivant le rapport
M,,/D,, comme M, /D, = M, /n x n/D,, et en utilisant la loi des grands nombre pour les
martingales de carré intégrable, on conclut que presque strement M, /D,, tend vers zéro
lorsque n tend vers l'infini, i.e. 0,, est un estimateur consistant de 6



