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DEUXIEME PARTIEL

Exercice 1 : Chaine de Markov et temps d’atteinte

On considére un processus a valeurs dans 'ensemble {1,2,3,4,5}, qui évolue de la fagon
suivante : il part de 1; & chaque étape, il ne peut sauter que vers un entier strictement supérieur
(sauf §'il a déja atteint 5 ou il stationne) ; les successeurs sont choisis avec équiprobabilité.
1. Modélisez ce processus par une chaine de Markov en précisant sa matrice de transition.
2. Calculer le nombre moyen de sauts nécessaires pour atteindre ’état 5.

3. On généralise le modéle en considérant le processus analogue a valeurs dans {1,2,...,n}.
Pour 1 < k <n—1, on note b; le nombre moyen de sauts nécessaires pour aller de n — k
a n. Montrer que 'on a la relation de récurrence :

1
bk:l—i-%(bl—i-...—i-bk,l).

4. (Question facultative) En déduire que by = Zle 1/i.

Exercice 2 : Arithmétique aléatoire

On jette un dé a 6 faces n fois de suite. On note X; € {1,2,3,4,5,6} le résultat du i—éme
lancer, et (Sp)n>0 et (Pp)n>0 la somme et le produit des résultats :

n n
Sp:=0, S :ZXZ" et Pp:=1, P, ::HXZ-, pour n > 1.
i=1 i=1
1. Montrer que S, et P, sont des chaines de Markov. Sont-elles récurrentes ?

2. On considére la chaine (Up,)n>0 définie par Uy := 5 x S mod 10. Quelles sont les valeurs
possibles de U, ? Sa matrice de transition P ? Calculer P? et en déduire P" pour n > 1.

On introduit les nouvelles variables Y et Zp, les restes de la division euclidienne de Sy, par 13
et P, par 3, cepour k=1,...,n:
Y, = S; mod 136{0,1,...,12}, Z, = Py mod3€{0,1,2}.

Quel est la matrice de transition de la chaine (Z,),>0 7 Classifier ses états.
Déterminer la limite P(Z,, = 1) lorsque n tend vers I'infini.

Montrer que la chaine (Y},)n>0 est irréductible.
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On note D,g la durée du k—iéme séjour en zéro' de la chaine (Yo)n>0. Quelle est la loi
de Dg ?

!Formellement, si on pose T1 = 0 et Uy = inf{n > 0, Y, # 0}, puis Thy1 = inf{n > Uy, Y, = 0},
U1 = inf{n > Ty11, Y, # 0}, on a DY = Uy, — Ty.



