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Fiche de TD n°6 : Chaine de Markov : propriétés de Markov.

Etude de p,,. Soit (X, ),en une chaine de Markov homogene d’espace d’état E et de matrice de
transition P. Soient deux états distincts x et y tels que pyy, = P.(T}, < 00) > 0.

la] Montrer que p,, > 0 ssi il existe n > 1 tel que P™(x,y) > 0.

[b] Soit ng le plus petit entier supérieur ou égal a 1 tel que P™(z,y) > 0, et soient x1,..., T,,_1 des états
tels que P(x,z1)P(x1,23)...P(xp,—1,y) > 0. Montrer que les états x, x1, ..., X,,, 1, y sont distincts.

[c] Lorsque E est fini, avec d éléments, montrer que ng < d — 1 et que P,(T, < d—1) > 0.

Exemple d’application de la propriété de Markov faible. Soit (X, ),en une chaine de Markov
homogene d’espace d’état F et de matrice de transition P. Montrer les relations suivantes :
[a] P"(x,y) = > 5 Pa(Ty = m)P"™™(y, y) pour n > 1.
[b] Si a est un état absorbant, P, (X, = a) = P,(T, <n) pour n > 1.
] Po(Ty =n+1)=>_, Plz,2)P.(I, =n) pour n > 1.
]

[d] poy = P(z,y) + Zz;ﬁy (@, 2)pay-

Propriété de Markov simple Soit (X,,),>0 une chaine de Markov sur un espace dénombrable S,
de fonction de transition @), issue de x sous P,. Soit F' un sous-ensemble non vide de S. On pose Tp =
Tp(Xo, X1,...) =inf{n >0: X, € F}.

[a] Montrer que pour toute fonction h positive bornée définie sur F', la fonction g définie par
est solution du probleme suivant :

g(z) = Qg(z),Vz € F*
g(x) = h(z),Yx € F.
On va montrer que g est la solution positive minimale de ce probleme.

[b] Soit f une autre solution positive de ce probleme. Montrer que pour tout n > 0

f(@) = Eo(f (Xnnzy))-

[c] En déduire que f > g.

Marche aléatoire symétrique Soit (&,),>1 une suite de v.a. i.i.d. de loi %(5_1 + 01). On pose, pour
tout n, S, = > _; &.
[a] Montrer, pour a € N, que T, = T,(Sp, S1, ...) = inf{n € N|S,, = a} est fini p.s. (on pourra considérer
a — Sn/\Ta)-

[b] Montrer que (7,11 — T})sen est une suite de v.a. i.i.d.



