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Exercice 1 : face a face au casino

L’équation (1) s’écrit encore, pour toute fonction borélienne bornée f : [0,1] — Retn € N :

B (i) = X%uf (50 ) + (1= x07 (). )

1. Si on pose f(z) =z dans (2), on obtient :

1+ Xy X,

2. Par définition, X,, € [0, 1] presque siirement pour tout n, donc (X,,) est une martingale
bornée dans L2 et, par le théoréme de convergence des martingales, X,, converge p.s.
et dans L2 vers une variable Z € [0, 1].

3. Sion pose f(r) = 22 dans (2) et on prend I'espérance, on obtient

1+ X,)?
4

X21  E[X. +3X7)

1-X
+( n) X 1

E[X;1] =E | X, x

Quand n tend vers l'infini, par convergence dominée on trouve :

E[Z + 327]

Blz%) = =2

, i.e. E[Z%] =E[Z] = E[Xo] = p.

4. Pour une telle variable W, ona W(1—-W) > 0 et E(W(1—W)) = 0, on en déduit que
W(1—W) = 0 presque siirement et donc W € {0, 1} presque stirement, i.e. W est une
variable de Bernoulli de paramétre E[Z]. Or on a vu que E(Z?) = E(Z), c’est-a-dire
E(Z(1 - Z)) = 0. Puisque Z € [0, 1] comme limite de X,, € [0, 1], on conclut que Z
est une variable de Bernoulli de paramétre E(Z) = p.

I1 faut remarquer que 'hypothése W € [0, 1] est importante : si Y est une variable
exponentielle de paramétre 1 ou une variable de Poisson de paramétre A > 0, alors
E(Y(1—-Y)) =0 mais Y n’est pas de Bernoulli!



5. D’aprés I’équation (2) , on a :

1+ X,

P <Xn+1 —

X,
fn) = Xna P <Xn+1 = Tn

fn) =1-X,,
et la loi conditionnelle de X,,41 sachant F,, est donnée par

]P)(Xn_H € dt|fn) = X, 01+x, (dt) + (1 — Xn)éﬁ (dt)
2 2
On en déduit que la loi conditionnelle de Y;, sachant F,, est la loi d’une variable de
Bernoulli de paramétre X,,. Donc

P(Yn = 0) = E(P(Y, = 0[F,)) =E(1 - X,) =1 —p,

P(Yn =1) = E([P(Y, = 1|7,)) = E(Xy) = p,
et Y,, est une variable de Bernoulli de paramétre p.

6. Puisque X, tend vers Z presque stirement, Y,, = 2X,,11—X,, converge vers 22 —7 = Z
presque stirement. Or, Y;, prend seulement les valeurs 0 et 1 p.s.. Donc p.s. il existe
un ng € N aléatoire tel que Y,, = Z pour n > ng. Donc liminf, G,, = {Z = 1} et
liminf,, H,, = {Z = 0}. On peut voir que les variables (Y},) ne sont pas indépendantes
de plusieurs facons. Par exemple, si ¢’était le cas, puisque P(Y,, =1) =) p = +o0,
alors par le deuxiéme lemme de Borel-Cantelli on aurait P(limsup,{Y,, = 1}) = 1;
mais Y, converge p.s. et donc lim,, Y,, = 1 presque slirement ce qui contredit le résultat
du point 4. On peut aussi remarquer que la limite Z n’est pas une variable constante
p.s. (loi du zéro-un). On peut aussi calculer explicitement :

1
P(Yo = LYi = 1) = B(Yy = DB(Yi = 1Yo = 1) =p x — ©

qui est différent de P(Yy = 1)P(Y; = 1) = p?.

7. La variable Y, est presque stirement l'indicatrice de ’événement “le joueur gagne la
(n + 1)—iéme partie”. A chaque partie le joueur a une probabilité p de gagner et
1 — p de perdre. Presque stirement, aprés un certain nombre de parties, la situation
se stabilisera : soit le joueur gagnera toutes les parties successives, soit il les perdra
toutes. Si le jeu continue indéfiniment, a la limite le joueur gagnera le capital entier
ou il perdra tout ; le premier évéenement a probabilité p et le second 1 — p.



Probléme :

1. Comme dans le cas classique, on s’intéresse au nombre de montées de X_,,..., Xy
entre a et b que I'on note N, ([a, b], X'). On désigne par N([a, b], X) sa limite croissante
lorsque n tend vers l'infini. On a (b — a)E[N,([a,b], X) < E[(X, — a)*] de sorte que
E[N([a,b], X)] < +00. Ceci étant vrai pour tout couple de rationnels (a,b), on a

P U {liminf X,, < a < b <limsup X,,} | =0,
n n
(a,b)eQ?
et donc liminf, X,, = limsup,, X,, presque siirement, autrement dit la suite (X)

converge presque sirement. Comme X,, = E[X(|F,], la famille (X,,) est uniformément
intégrable, et la convergence a lieu également dans L.

2. On identifie & présent la limite X_ o, := lim,,__sc X,,. On a clairement X_ € F_.
Si A € F_o, comme X,, = E[Xo|F,], on a E[X,14] = E[Xo14]. Par ailleurs, lorsque
n tend vers moins l'infini, X,,14 converge vers X_,,14 dans L'. On en déduit que,
pour tout A € F_, E[X_14] = E[X(14], d’on le résultat.

3. Soit Y une variable intégrable. Alors X,, := E[Y|F,] est une martingale rétrograde,
et d’aprés ci-dessus, lorsque n tend vers moins l'infini : X, converge presque stirement
et dans L' vers X_ . ot

X o= ]E[X0|f—00] = E[E[Y|f0] |F—oo] = E[Y|f—oo]

4. Application & la loi forte des grands nombres

a) Pour calculer E[X_,,|F_,,_1] on remarque que par symétrie, si j,k <n+1:
E[fj‘]:—n—l] = E[fk|F—n—l]v de sorte que

1 n+1

Elén+1|Fon-1] = ——= > E[|F-n-1] = ——
n+1 pt n+1

Sn+1
n+1

E[Sn—i—l ’f—n—l] -

Il en découle que

E[X_n|F-n-1] =E[Sns1/n|F_n-1] — E[&ns1/n|F_p—1]
o Sn—i—l Sn—i—l _ Sn-l—l - X
= — = = X_p-1.
n nn+1) n+1

D’aprés les théorémes (1) et (2), la martingale rétrograde X_,, converge presque
stirement et dans L' vers E[X1|F_.].

b) Comme les événements de F_, sont échangeables, la loi du zéro-un de Hewitt-
Savage indique que la tribu F_, est triviale.

¢) La tribu asymptotique étant triviale, la variable E[X|F_] est constante presque
stirement, égale & sa moyenne E[E[X|F_]] = E[X;], d’ou le résultat.



