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L’objet des trois exercices suivants est de démontrer des résultats classiques d’analyse via des
méthodes probabilistes et en particulier grace a la théorie des martingales.

Exercice 1 : Fonctions intégrables et fonctions étagées

Théoréme 1 Soit f une fonction mesurable et intégrable par rapport & la mesure de Lebesque A
sur [0, 1]. Alors, il existe une suite (fn)n>0 de fonctions étagées qui converge presque sirement et
dans LX(]0,1],d\) vers f.

Soient X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1] et pour tout entier naturel n :

k .k k+1
S1 27§X< on .

On pose Y := f(X) et Y, := E[Y|F,] ou F, := (X0, X1,...,X5).

1. Montrer que X,, converge vers X. Quelle signification donner a 2"(X,, — X,,_1)?

Xn

= 27,

2. Montrer que Y,, converge presque siirement et dans L'. Identifier sa limite.
3. Expliciter Y, et conclure.
Exercice 2 : Dérivée de Radon-Nikodym d’une fonction lipschitzienne

Théoréme 2 Soit f une fonction lipschitzienne sur [0,1], i.e. il existe C > 0 telle que
|f(z) = fy)| < Clz—y|, pourtout xz,y e [0,1].

Alors il existe une fonction mesurable bornée g telle que :
£0) ~ @)= [ a:)dz, pour tout a,y € (0,1

Comme précédemment, soient X une variable aléatoire de loi uniforme sur U'intervalle [0, 1], X,
donnée par (1) et F,, := o(Xo, X1,...,Xpn). On pose Z,, :=2" (f(X, +27") — f(X,)) .
1. Montrer que Z,, converge presque stirement et dans L' vers une variable Z.

2. Monter Z4, est o(X)—mesurable et qu’il existe un fonction mesurable bornée g telle que

Xnp+27™
7, = Elg(X)|F] = 2 / o(u)du.

3. En déduire que pour nombre dyadique z, on a bien

et conclure dans le cas général.



Exercice 3 : Inégalité de Hardy-Littlewood

A une fonction f € L'(R?, R), on associe M f sa transformée de Hardy :
1
M) = swp o | |fw)ld,
Q.2 Q] Jg
ol le supremum est pris sur tous les cubes contenant x de la forme

d

Q:H[ai,ai+r[, (a1,...,aq9) €RY >0, (2)
i=1

et on |@| désigne la mesure de Lebesgue de Q.

Théoréme 3 Soit f € L'(R%, R), alors pour tout a > 0, on a

{remtarsmzal| <22 [ sl

(0}

Pour n € Z, on désigne par P, la n—iéme partition dyadique de R associée a n € {0,1}¢ :

d
n = " 7 (k) = — = (k1,... ze.
Py kgdon(k), o CJ(k) 3“”“11;[1 o |+ k= k) €

Soit f € LY(R?, R), on pose pour tout entier naturel n :
) =20 [ i@y, sz e Ol ket
G (k)

1. Montrer que X,] = E[|f| | F,.] ou F,, désigne la tribu engendrée par les éléments de P;] et ou
'espérance est prise sous la mesure de Lebesgue sur R?.

2. De l'inégalité maximale de Doob, en déduire que

{rertam@zall< [ i@l

«

ou 'on a posé

1
M"f(z) =  sup / f(y)dy.
QEUnEZ P’Z |Q| Q
zeQ
3. Montrer que si @ est comme en (2), et si 7 < 1/(3 x 2"), alors il existe n € {0,1}¢ et C € P!
tel que @ C C'. En déduire que

max M"f<Mf<6% max M"f.
ne{0,1}4 ne{0,1}4

et conclure.

4. Question bonus : de I'inégalité de Hardy-Littlewood, déduire le théoréme de différentiation
de Lebesgue, i.e. si f € LY(R?, R), alors presque stirement pour la mesure de Lebesgue sur
R? on a :

1 -
Jim /B F(y)dy = f(z).



