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Suggestions d’exercices sur l'espérances conditionnelle

Exercice 1. Parties entiére et fractionnaire d’une variable exponentielle
Pour x > 0, on note |z| la partie entiére et {z} la partie fractionnaire de x :

lz] eN, |z]|<z<|z]+1, et {z}=2—|z]€][0,1]

Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de parameétre 1, i.e. X admet la densité x — e™*
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R*. On note Y := |X|, et Z := {X} de sorte que

X=Y+2Z

1. En calculant P(Y =k, Z € [s,t]) pour k € N et s,t € [0,1], déterminer la loi du couple
(Y, Z). Les variables Y et Z sont-elles indépendantes ?

2. Déterminer (sans calcul ou presque!) les espérances conditionnelles suivantes :
E(Y(Z), E(Z]Y), E(Y[X), E(Z|X), E(X]Y), E(X|2).

On pourra utiliser les formules :

1 +oo
/ ze Tdr =1—2e 1, / re Tdr = 1.
0 0

Exercice 2. Conditionnement gaussien
Soit {(X,Y, Z) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance

4 1 -1
.= 1 2 0
-1 0 1

1. Calculer E[X3|X?].

2. Quelle est la densité du vecteur (Y, Z)? Sa fonction caractéristique ?
3. Sans calcul, déterminer E[Y|Z] et E[(Y — E[Y|Z])?].

4. Déterminer E[X|(Y, Z)].



Suggestions d’exercices sur les martingales

Exercice 3. La prochaine est rouge

On prend un jeu de 52 cartes, dont on retourne les cartes une & une. Le joueur peut, une et une
seule fois au cours du jeu, dire “la prochaine est rouge” ; il gagne si la carte suivante est rouge,
sinon il perd.

On se demande quelles sont les stratégies de jeu qui optimisent la probabilité de victoire. Pour
n =0,...,51, on note R, le nombre de cartes rouges encore dans le jeu aprés avoir retourné n
cartes. Soit A, 1’événement “la n—iéme carte retournée est rouge”.
1. Calculer P(Ap41|Ry = j), pour j € {2,...,26} et n € {0,...,50}.
2. Calculer P(Ry41 = j|Ry) = P(Rp41|Fn), pour n € {0,...,50} et j € {0,...,26}, ot on a
posé Fp, :=o(Rp,...,Ry).
3. Montrer que, pour n € {0,...,50},

Ry,

E n n) = {in — .
(RusalF) = B — o

4. Montrer que X,, := R,,/(52—n), n =0,...,51, est une martingale par rapport a la filtration
(Fn) et que X, = P(Ap11|Fn).

5. On définit 7 € {0,...,51} le temps ou le joueur dit “la prochaine est rouge” avant de
retourner la (n + 1)—iéme carte. Montrer que 7 est un temps d’arrét et que la probabilité
de victoire est E(X ;). Montrer que, pour toute stratégie, la probabilité p de victoire dans ce
jeu est toujours la méme et calculer p.

Exercice 4. Victoires consécutives dans un jeu de pile ou face

Soit (X, )n>1 une suite de variables indépendantes et identiquement distribuées de loi de Bernoulli
B(p) a valeurs dans {0, 1} avec 0 < p < 1. On désigne par (F,)n>1 la filtration canonique associée.
On note 7 le premier temps d’apparition de la séquence 111, c’est-a-dire 7 = inf{k > 3, Xj_2 =
Xp—1 = X =1} et 7, :== 7 An. On définit alors pour n > 3 :

1 — 1 1
Y, : *3 Z Xp_o=Xp_1=Xp=1 T 51x, ;=x,=1 + -Lx,=1.
— p P

1. Montrer que 7 est un temps d’arrét par rapport a la filtration (F;,)n>1 et qu’il est fini presque
stirement.

2. Montrer que la suite (Y,, — n),>3 est une martingale par rapport a la filtration (F,)n>3.
3. Montrer que E[Y;, ] = E[r,] pour tout n > 3.
4. En déduire que

1 1 1

E[r] =E[Y;] =~ + 5 + .
b p p

5. Généraliser le résultat au temps moyen d’attente de la premiére apparition d’une suite de 1
consécutifs de longueur r.



Exercice 5. Formes quadratiques et martingales

Soient (X;);>0 une suite variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées et (a; ;); jen
une famille infinie de nombres réels, & laquelle on pourra penser comme une “matrice infinie”. On
considére alors la suite

n
Qn =Y ai; XX,
$,j=0

ainsi que la trace A, := Z?:o a; ;. On va montrer le résultat suivant :

Théoréme (Varberg, 1966). On suppose que les variables (X;) sont centrées réduites et admettent
un moment d’ordre 4, i.e.

E[X:] =0, E[X}]=1, et E[X{]< +oo.
Si Zi,jGN a%j < 00, alors la limite limy, oo (Qn — Ay) existe et elle est finie presque sirement.

Il s’agit ici d’utiliser la méthode des martingales.

1. Sans perdre en généralité, on peut supposer la matrice (a; ;) symétrique i.e. a; j = a;; pour
tout 4, j € N. Pourquoi?

2. Montrer que la suite (@ — A,)n>0 est une martingale par rapport a sa filtration naturelle.

3. On décompose @, — A, de la facon suivante : Q, — 4, = 2U, + V,, ou
n n
Uﬁ::: 2{: atj}(pX3, Vh:i:}z:a@d}(g__ly
0<i<j<n i=0

Montrer que les suites U,, et V,, sont bornées dans L2, c¢’est-a-dire :

sup E[U?] < 400, supE[V?] < +oo.
neN neN

4. En déduire que (@, — An)n>0 est elle-méme bornée dans L2 et conclure.



