INTEGRATION ET GEOMETRIE
Texte paru dans la revue de I'IREM de Rennes

Rémi Langevin et Jean-Marie Lioh
d’aprés “Un peu de Géométrie intégrale” de Rémi Langevin
(Images des Mathématiques, 1995, CNRS)

I. Un exemple élémentaire.On suppose les cing étages d’'un immeuble espacés de
trois metres. Quelle distance parcourt I'ascenseur earfaies mouvements suivants :
ler-5eme-Rdc-3eme-ler-4eme ?

En faisant la somme des longueurs des cinq trajets on olfli2#i5+9+6+9)=51
metres. On peut aussi compter le nombre moyen de passags da lzacabine devant
les six niveaux et le multiplier par la hauteur de 'immeufl8 metres). En s’aidant
de la figure, on compte 2 passages devant le rez-de-chalisdégant le ler et le
2eme, 3 devant le 3éme, 2 devant le 4eme, et, 'ascenceursentant pas de dis-
fonctionnnement, aucun passage devant le dernier étagep€renet de retrouver les
18((2+5+5+3+2+0)/6)=51 métres.
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La seconde méthode semble compliquée. Son intérét en Gées®t illustré par
les exemples qui vont suivre.

Il. Les aiguilles de Buffon. Buffon cherche des jeuwontinus(par opposition aux jeux
discrets que sont les dés ou les cartes) et il résoud un pnelde probabilité a l'aide
de la géométrie en démontrant le résultat suivant [Buf].
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Théoreme de Buffon.[Buf] Considérons des aiguilles qui tombent sur un parquet. Si

leur longueur est égale a la largeur des lattes, la probaéiju’une aiguille tombe a
cheval sur deux lattes est @¢rt
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Si le nombrert apparait, c’est qu’il y a un cercle ou un disque caché derter
probleme de Buffon. Supposons que l'aiguille soit le diamdtun jeton représentant
le disque caché. Lancons le jeton sur le parquet. Puisqua¢péur de l'aiguile est

égale a la largeur des lattes, sauf configuration rarisgaten(ne reposant que sur une
latte), le jeton ne rencontre qu’une seule des droites délirrles lattes.
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Le point de vue d’'une fourmi. Tout est relatif : pour une fourmi voltigeuse collée au

jeton, c'est le parquet qui tombe sur le jeton. Ainsi le péobé de Buffon est équivalent
au probléme suivant.

Quelle est la probabilité pour qu’une droite rencontrantdieque de rayon 1 coupe
un diameétre fixé ?

On répond a cette question a l'aide d'un résultat de Géoenéitégrale. Si on
compare avec lI'exemple élémentaire, on remarque que laigamgd’'un segment, ou
plus généralement, celle d’'une courbe inscrite dans cei€ejsept proportionnelle au
nombre moyen de points d’intersection du segment (ou deuebed avec les droites
rencontrant le disque. Prenez une coutbde longueurd dans le disque et divisez
la en deux morceau&; et C, de longueuty etlo : | =11 +12. On noten, n; etny
les nombres moyens de points d’intersection de la coGreedes deux morceau
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et C, avec les droites rencontrant le disque. Alors on-a n; + ny. Les longueurs

et les nombres moyens de points d’intersection avec letedroéncontrant le disque
sont donc des grandeurs “additives” et de plus elles ont imené&omportement par
changement d’echelle (ou homothétie) : c’est pour celallgs'sont proportionnelles.
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On évalue la constante de proportionnalité en la calculans$ din cas facile : celui
ou la courbe est le cercle qui borde le disque. Cette comstmttle quotient entre la
longueur du cercle, 2 et le nombre de points d’intersection du cercle avec lega$ro
rencontrant le disque qui est 2 : elle vaut dan©n vient d’établir la formule suivante.

1ére formule de Cauchy et Crofton.[Cau], [Cro]La longueur d’'une courbe inscrite
dans un disque de raydnestrtfois le nombre moyen de points d’'intersection de cette
courbe avec les droites rencontrant le disque.

Revenons au probleme de Buffon et de la fourmi. En général duoite qui ren-
contre le disque coupe le diametre fixé en un point au plussiAlie probabilité cher-
chée est exactement le nombre moyen de points d’intersedtialiamétre fixé avec
les droites qui rencontrent le disque. Puisque la longuewtiameétre est 2, on déduit
de la 1ere formule de Cauchy et Crofton que la probabilitéatiée vaut bien le 2t
de Buffon.

[ll. Un peu de Géométrie Sphérique.Sur une sphere, les droites sont remplacées
par les grands cercles. Ainsi la longueur d’'une courbe itessuar une sphere de rayon

1 est proportionnelle au nombre moyen de points d’inteisecte cette courbe avec
les grands cercles. La constante de proportionnalité selleatn considérant un cas
facile : celui ou la courbe est un grand cercle. Cette cotstst le quotient entre la
longueur du grand cercle choisig2t le nombre de points d’intersection avec un autre
grand cercle, toujours 2 : elle vaut doncAinsi Santalo prouve :

2eme formule de Cauchy et Crofton[San]La longueur d’'une courbe assez réguliere
inscrite sur une sphére de raydrestr fois le nombre moyen de points d’intersection
de cette courbe avec les grands cercles.

IV. Courbure totale. Soit C une courbe orientée de I'espace : on fixe son sens de
parcours. A chaque pointdeC on associe un unique vecteur de la sphére de rayon



1 défini de la fagon suivante : il est parallele a la tangente élrbe au pointn et

il pointe dans le sens de parcours@eOn vient de définir 'application de Gauss.
Lorsque le pointm décrit la courbeC le vecteurt décrit une courbe de la sphére de
rayon 1 notéés et appelée courbe des directions.
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On appelle courbure totale de la couf®éa longueur de la courbe des directions
G. Ce nombre “mesure” la somme des changements de directisgilon parcourt
une fois la courb€. Par exemple, la courbure totale d’un cercle es{un “tour”).

V. Les lacets du cordonnier et ceux du mathématicierOn appelle lacet une courbe
fermée. Si on parcourt un lacet dans un sens donné on reueses pas. Un cercle
déformé ou un nceud sont des exemples de lacets. Pour un nadittiém un lacet de

chaussures n’est pas un lacet...
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Exercice.Maintenant, sauriez vous dire pourguoi un lacet de longueidrieure a2m
inscrit sur une spheére se trouve dans un hémisphéere ?

D’aprées la seconde formule de Cauchy et Crofton le nombreemdsg points d’in-
tersection de ce lacet avec un grand cercle est inférieuO&, 2n général, les points
d’intersection d’un lacet et d’un grand cercle sont en nangair.
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Dans notre situation, il existe donc au moins un grand cejgien’est pas coupé
par le lacet. Ce dernier est contenu dans un des deux hémasp#parés par ce grand
cercle.

VI. Un lacet, ¢ca tourne! Si la courbure totale d’'un lacé est strictement inférieure

a 2t le lacet des direction est alors contenu dans un hémispheére (voir I'exercice).
Quitte a tourner le lacef on peut supposer que le lacet des directi@nest dans
I’'hémisphére nord : la courl® ne coupe pas I'équateur qui correspond aux directions
de tangence horizontale. Ceci n’est pas possible car &€ G@aedmet au moins deux
tangentes horizontales, les tangentes au point le plug laaspint le plus haut dé.
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Cette contradiction permet d’établir le résultat suivant.

Théoreme de Fenchel[Fenl]La courbure totale d’un lacet est supérieure ou égale a
21T

VII. Un nceud, c’est tres tordu. Si la courbure d’un lacet est inférieure strictement
a 4t on déduit encore de la deuxiéme formule de Cauchy et Croftiihexiste un
grand cercle (qu'on supposera étre I'équateur) qui n'espéaue deux fois par le
lacet des direction& (nombre pair inférieur strictement a quatre). Il n’y a doneq
deux points ou le lacet a une tangente horizontale : ce sqife le plus bas et le
point le plus haut.
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Ceci signifie que les deux chemins sur le lacet qui relienbiatde plus bas au
point le plus haut sont partout ascendants. Quand on coupedepar un plan ho-
rizontal on ne rencontre que deux points. En reliant chagire ple points de méme
altitude par un segment on constate que le lacet n’est pas:ribpeut étre déforme
pour devenir un vrai cercle. Ceci prouve le célebre

Théoreme de Fary, Fenchel et Milnor.[Far], [Fen2], [Mil] Un lacet de courbure
totale inférieure a4rtn’est pas noué.

Le lecteur qui souhaite approfondir le sujet peut considteldivres de Berger et
Gostiaux [BG], do Carmo [Car], Santal6 [San] ou les textesaegevin [Lanl,2] et
Spivak [Spi] indiqués dans la bibliographie.
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