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Les documents et calculatrices sont interdits.

On note D le disque D = {z ∈ C : |z| < 1}.

I. 1. Soit f continue sur D et vérifiant f(z) = f(z). On suppose que la restriction de f à {z ∈ D : Imz ≥ 0}
est injective.
1.a. Montrer que si f({z ∈ D : Imz > 0}) est inclus dans {Imz > 0} alors :
i. f(D ∩R) ⊂ R,
ii. f({z ∈ D : Imz < 0}) ⊂ {Imz < 0},
puis conclure que f est injective.
1.b. On suppose qu’il existe a1, a2 ∈ D avec Ima1, Ima2 > 0 tels que Imf(a1) ≤ 0 < Imf(a2). Montrer
qu’il existe alors b ∈ D avec Imb > 0 tel que f(b) ∈ R et en déduire que f n’est pas injective.
2. Montrer que f définie sur D par f(z) = 1+z

1−z est une bijection de D dans {Rez > 0}.
3. Montrer qu’il n’existe pas de fonction holomorphe bijective de C dans D.
4. Montrer que si f : D \ {0} → D est holomorphe injective alors f se prolonge en une fonction holomorphe
injective de D dans D.

II. Soit C = {z ∈ C : 1
2 < |z| < 2} et soit f définie sur C par par f(z) = 1

z .
1. Calculer

∫
|z|=1

f(z)dz.

2. Soit P ∈ C[z] un polynôme. Montrer que sup
z∈C

|f(z)− P (z)| ≥ 1.

III. Soit f : D → C holomorphe telle que que |f(z)| ≤ |z|
2 si z ∈ D et soit g : D → C holomorphe telle

que g(0) = 0. On considère les suites de fonctions fn et Gn définies par f0 = z, G0 = 0 et si n ∈ N alors

fn+1 = f ◦ fn = fn ◦ f et Gn+1 = Gn + g ◦ fn+1 =
n+1∑
k=1

g ◦ fk.

1. Vérifier que fn et Gn sont bien définies et holomorphes sur D et que fn(D) ⊂ {|z| < 1
2n } si n ∈ N.

2. Montrer qu’il existe K > 0 tel que si z ∈ D et |z| ≤ 1
2 alors |g(z)| ≤ K|z|.

3. Montrer que |g ◦ fn+1(z)| ≤ K
2n+1 si n ∈ N.

4. Montrer que la suite Gn converge uniformément sur D vers une fonction holomorphe.

IV. Si v = ρeiθ, ρ > 0 et θ ∈ [0, π], on pose v2/3 = ρ2/3e
2iθ
3 .

Soit Ω = {Imz > 0} et soit f définie sur Ω \ {−1, 0} par f(z) = 1
(1+z)2/3z2/3 .

Soit enfin F : Ω → C, continue, holomorphe en restriction à Ω et définie par F (z) =
∫ 1

0
f(tz)zdt. En

particulier F ′(z) = f(z) si z ∈ Ω.

1. Montrer qu’il existe f1 et F1 holomorphes sur C\]−∞, 0] et qui cöıncident avec f et F sur Ω.
2. Soit ε > 0. Montrer qu’il n’existe pas de fonction holomorphe sur {|z| < ε} qui cöıncide avec f sur
Ω ∩ {|z| < ε}.
3. Soit z0 ∈ Ω avec Rez > 0 et soit

∑
n≥0

anzn la série entière telle que f(z) =
∑
n≥0

an(z − z0)n au voisinage de

z0. Montrer que le rayon de convergence de
∑
n≥0

anzn est égal à |z0|.

4. On pose
∫ +∞
0

f(x)dx = L. Vérifier que L ∈]0,+∞[.

5. Vérifier que si z ∈ Ω et |z| > 2 alors |1 + z| > |z|
2 , |f(z)| < 22/3

|z|4/3 .

6. En déduire que lim
ρ→+∞

∫ π

0
|f(ρeit)|ρdt = 0.

7. Montrer que |L− F (ρeiθ)| ≤
∫ π

0
|f(ρeit)|ρdt +

∫ +∞
ρ

|f(x)|dx si θ ∈ [0, π] et ρ > 1.

8. Montrer que lim
z∈Ω,|z|→+∞

F (z) = L.


