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Les documents et calculatrices sont interdits.

I. Soit (Ak)k∈{0,...,d} et (Bk)k∈{0,...,d} des familles finies de réels. On suppose
que d > 0 et que (Ad, Bd) 6= (0, 0).
On pose p(t) =

∑d
k=0(Ak cos(kt) + Bk sin(kt)) si t ∈ R.

1. Soit f ∈ O(C). Montrer que f est constante si sa restriction à R est constante.
2. Montrer qu’il existe P ∈ O(C) qui cöıncide avec p sur R.
3. Vérifier que si n ∈ N alors

P (2n)(0) = (−1)n
d∑

k=0

k2nAk, et P (2n+1)(0) = (−1)n
d∑

k=0

k2n+1Bk.

4. Montrer que si Ad 6= 0 alors limn→+∞ |P (2n)(0)| = +∞ et si Bd 6= 0 alors
limn→+∞ |P (2n+1)(0)| = +∞.
5. Montrer que P et p ne sont pas constantes.

II. On note D = {|z| < 1} le disque unité ouvert. Soit F l’ensemble des fonctions
continues sur D, analytiques sur D et de module 1 sur {|z| = 1}.

1. Montrer que si f ∈ F alors f(D) ⊂ D.
2. Soit f ∈ F telle que f−1(0) = ∅. Montrer que 1

f ∈ F puis que f est constante.

Si a ∈ D on note ha la fonction définie par ha(z) = z−a
1−az si z ∈ D.

3. Montrer que si |z| = 1 alors |ha(z)| = 1 et en déduire que ha ∈ F .
4. Montrer que h−a(ha(z)) = z si z ∈ D.

On fixe dans toute la suite un élément f de F .

5. Montrer que f−1(0) est un ensemble fini de D.
6. Montrer que si a est un zéro de f alors il existe g ∈ F tel que f = gha.
7. Montrer qu’il existe a1, ..., an dans D et δ de module 1 tels que f = δ

∏n
i=1 hai

.

III. Soit U = {Imz > −1} et f : U → C analytique, injective telle que
f(R) ⊂ R et que f(0) = 0. On pose U0 = {|Imz| < 1} et W = f(U0).

1. Montrer qu’il existe F ∈ O(C) telle que F (z) = f(z) et F (z) = f(z) si z ∈ U.
2. Montrer que F ′(0) 6= 0 et que F est ouverte.
3. Montrer que W est ouvert et que si w ∈ W alors w ∈ W.
4. Montrer que si w ∈ W alors F−1(w) est un singleton de U0.
5. Montrer que F est linéaire.


