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Le lacet µε
Si ε ∈]0, 1[ on note

- αε(t) =
exp(it)

ε si t ∈ [0, π],
- βε(t) = t si t ∈ [− 1

ε ,−ε],
- γε(t) = ε exp(it) si t ∈ [π, 2π],
- δε(t) = t si t ∈ [ε, 1

ε ],
et µε le lacet obtenu en mettant bout à bout αε, βε, γε et δε.

1. Donner les pôles et les résidus de la fonction exp(iz)
z et en déduire la valeur de l’intégrale

∫

µε

exp(iz)
z dz.

2. Montrer qu’il existe f, F ∈ O(C) telles que exp(iz)
z − 1

z = f = F ′ et en déduire que limε→0

∫

γε

exp(iz)
z dz = iπ.

3. Vérifier que |
∫

αε

exp(iz)
z dz| ≤ 2

∫ π

2

0
exp(− 1

ε sin θ)dθ puis en déduire que limε→0

∫

αε

exp(iz)
z dz = 0 (on admet

que si θ ∈ [0, π2 ] alors − sin θ ≤ − 2θ
π ).

4. Montrer que limε→0

∫ 1/ε

ε
sin t
t dt existe.

5. Montrer que limε→0

∫ 1/ε

ε
sin t
t dt = π

2 .

II. Soit f et g deux fonctions entières telles que f ′ = g(f).
On pose g0(z) = z et si n ∈ N gn+1 = gn

′g.

1. Montrer que si n ∈ N alors f (n) = gn ◦ f.
2. Montrer que s’il existe z ∈ C tel que f ′(z) = 0 alors f est constante.

On suppose dorénavant f(0) = f(1) = f(i).
3. Montrer que si n ∈ N alors f (n)(0) = f (n)(1) = f (n)(i).
4. Montrer que si z ∈ C alors f(z) = f(z + 1) = f(z + i).
5. Montrer que f est bornée.
6. Montrer que f est constante.

III. On rappelle qu’une fonction analytique définie sur un ouvert simplement connexe deC admet des primitives.

Soit Ω = {Rez > 0} et f : Ω → C \ {0} analytique. On suppose que f est 2iπ-périodique et que la restriction
de f à B = {Rez > 0, 0 ≤ Imz < 2π} est injective.

1. Dire pourquoi f(Ω) est un ouvert connexe.

2. Montrer qu’il H ∈ O(Ω) telle que H ′ = f ′

f et expH = f.

3. Montrer que f ′ ne s’annule pas et que si f(z) = f(z′) alors f ′(z) = f ′(z′).
4. Montrer qu’il existe g ∈ O(f(Ω)) telle que g(w) = 1

f ′(v) si w = f(v) et v ∈ Ω.

5. Montrer que si f(Ω) était simplement connexe il existerait G ∈ O(f(Ω)) telle que G′ = g et G ◦ f = z.
6. En déduire que f(Ω) n’est pas simplement connexe.

IV. Soit f : {Imz ≥ 0} → C continue et dont la restriction à {Imz > 0} est holomorphe. On suppose que
f({Imz ≥ 0}) ⊂ {Rez ≥ 0} et que f(R) ⊂ R.

1. Montrer que f se prolonge en une fonction holomorphe F de C dans {Rez ≥ 0}.
2. Montrer que | 1

1+F | < 1.
3. Montrer que f est constante.


