J.-M. Lion, notes du cours de fonctions holomorphes, 5 mai420 1

FONCTIONS HOLOMORPHES D’'UNE VARIABLE
notes de cours
Jean-Marie Lion

pavage

Bibliographie

L. Ahlfors ~ Complex Analysis

K. Bekka Polycopié d’'un cours de fonctions holomorphes

H. Cartan  Théorie élémentaire des fonctions analytiques d’'une et
plusieurs variables

B. Chabat Introduction a 'analyse complexe, tome 1

P. Dolbeault Analyse complexe

M. Hervé Fonctions analytiques

B. Iversen  Hyperbolic Geometry

L. Nehari Conformal Mapping

W. Rudin Analyse réelle et complexe

G. Valiron  Théorie des fonctions

A. Yger Analyse complexe et distributions

Introduction

Notations 10On désigne pa€ le corps des complexes. S& C, on noteg e (z) oux sa partie
réelle etrm (z) ouy sa partie imaginaire, son conjugeéstz = x—iy. On note ausgi| le mo-
dule dez: |7|°> = z=x?+y? et|z] > 0. On identifie parfoi§C, || ||) orienté en considéraqt, i)
directe et le plan euclidien orienf. Il a une correspondance biunivoque entre les similitudes
directes du plan euclidien orienté et les nombres compkixe < C, I'applicationz+— Az est
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une similitude directe et $A\| = 1 c’est une rotation. On désigne pix dy,dz dz les applica-
tions linéaires suivantesdx- (o, ) = a,dy- (a,B) = B si (a,B) € R? etdz-u=u,dz-u=T1
siue C. Sir € [0,+] etac C on poseDs(a) ={|z—a| <r}, S(a)={|z—a| =r} et par-
fois Dy (0) est notéD, et S (0) est notéS.. L'axe réel est la droitd 7m z= 0} identifiée avec
R x {0}. L'axe imaginaire est 'axéR = {® e z= 0}.

Définition 1 SoitQ un ouvertdeC, f : Q — C continue ety € Q. On dit quef estC-dérivable
enz s'il existel € C tel que Iinh_,ow = |. Cette limite notéd’(zp) s’appelle laC-
dérivée def enzy. On dit quef estholomorphgou C-dérivable) surQ si f estC-dérivable en
tout point deQ.

Exemples 1(de fonctions holomorhes)
- les fonctions constantes
-Q=C, f =2z avecpe N* : alors
z+hP—z° b

P ( i k-1,pk _ p-1
f(z>_r|1|Ln07h rIllinOZ(z—i-h) z pZ’ .

-Q=C\ {0}, f = % avecpe NP : alors

1 1
Vi g @p L P—(z+h)P —p
2= r|1|Lno h ~hlb ZP(z+h)Ph — zP+1

Exemples 2(de fonctions qui ne sont pas holomorhes)

-Q=Cetf=2
-Q=Cetf=x
-Q=Cetf=y.

En effet par exemple lim-o
heRA

Remarque 1 Soit f : Q — C une application continue définie sur un ouv@rde C et soit

20 € Q. Si f estC-dérivable eryy alors f, vue comme application définie sur un ouvertRfe
est différentiable em et siu € C(~ R?) alorsd f(z) - u= /(zo)u.

— X dépend da € C\ {0}.

oIl

Dans ce cours on va étudier les fonctions holomorphes.

| Familles sommables

Notation 2 Si(a)iel € C' on posel|(aiiel || = SUR 1 F fini YicF |ai-
On peut s’assurer que

Proposition 1 Si(aj)ic € C', (bj)ic) € C' etA € C alors

0) Tous les asont nuls ssj|(a )iel || = 0.

1) Sidc lalors ||(a)ical| < ||(&)iel]l-

2) ||(Aai)ict|| = [A] [[(&)ier |-

3) ||(@)iei, || + [|(@)ier|| = ||(@)ie|] si (I1,12) est une partition de.|
4) Si pour toutic | on afaj| < |bi| alors||(a)ier|| < [[(bi)ici |-

5) [[(ai +biiel|| < [[(@)ierl[ +[|(bi)iel|]-

6) [[(aicl|| < [[(® e a)iall[+[[(1m &)ier]|-
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Définition 2 On dit que(a )ic| estsommable de somme=SC si pour toute > 0 il existeFg C |
fini tel que siF C | finietR C F alors|S— Yicr ai| <.

Remarque 2 Si (g)ic) de sommesS et S alorsS= S. En effet sie > 0, en considérant la
réunion de~ et/ associés &etS on obtient

S-S|<Is— § al+IS- H al<2

ieFUF{ ieFUR{
Notation 3 Si (& )ic| €st sommable de somr®n poses ¢ a = S
Définition 3 Si ||(a)iei1|| < +o0, on dit que(a )ic| estabsolument sommable.

Proposition 2 Si (& )ic| est sommable de somme S al@sic| est absolument sommable.
PreuveOn posd,"={i€l:®xea>0}I ={icl:Rea <0}, Ii"={iel:1mg> 0},
I ={iel:rmg <0}. Onremarque que

l@)iell| < [[(Re @) |[+[(Rea)ig (| +[[(1ma)ig+|[+[I(1m &) ||

et que les quatre termes de la somme sont majoréSpal. + || (a )icr, ||. Par exemple /" C
|~ fini alors||(%.€ 8)icp+|| = Yicp+ R € & est majoré pafy; g+ &l donc par ¥, g+ g &l +
(ai)iEFlH et| ZieFﬁuFla” < |S| +1

Remarque 3 Lafamille (a)icn est sommable si et seulement si la s&rig, a est absolument
convergente. En revanche il se peut que la sgriga soit convergente sans que la famille
(aj)ien SOIt sommable.

Exemple 3 ((_i—l)i)ieN n'est pas sommable ma'gzl(%l)i est convergente.

Proposition 3 Si(a;)ic| est absolument sommable aldrs: {i € | : a 0} est au plus dénom-
brable.

Preuve Sinon il existerain € N tel quei, = {i €1 : |a;| > 2"} est non dénombrable et donc
+oo = [[(@)ier, || < [l(@)ier]]-

Proposition 4 Si(g;)ic est absolument sommable alors pour teut O il existe F < | fini tel
quel|(a)ienell <&

PreuveSoite > 0. Puisqué|(a)ici|| <+ il existeF C | finitel que||(a&)ici|| —€ < Sicr |ai| =
(&)ier||- Onaalorg|(a)ici\r|| <&

Théoréme 1 Si (g)ic| est absolument sommable elle est sommable, sa somme S|@Erifie
I(a)ici]| et si FC 1 finialors [S—Yicr &l < [(&)ieiell-

Preuve On peut supposdrau plus dénombrable. Sdit C Ix.1 une famille croissante d’en-
sembles finis dont la réunion dstSoite > 0. Il existeF; fini tel que||(a)ic)\k|| < €. Il existe
ke tel que sik > ke alorsFe C Iy et donc||(&)ici, || < € Sil > k> ke alors

| Sien @ — Sieail < Siepelail < @il <&
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La suiteS = Y ¢, & est de Cauchy donc convergente. 3xs& limite. Montrons qué vérifie
les conclusions voulues. Déj&| < Yic |a| < |[|(a@)ial|| €t donc|S| < ||(&)ier||. SoitF C |
fini et soitk assez grand pour qleC Ix. On a

| Yiend — Yierail = [Sc— Yier al < [l@)ier\Fll < [I(@)ienell-

En passant a la limite on obtief— y;cr al < [|(a)ici\r||- En particulier, siFe C F alors
S—Sicrail <t

Remarque 4 La famille (& )i est absolument sommable ssi la familg);_; est absolument
sommable avet= {i € | : g # 0}. Leurs sommes sont égales.

Propositi~on 5 Soit (a)jc; absolument sommable de somme Siet Ix,.1 dont la réunion
contientl = {i € | : & # 0}. Alors les(&)ic,,k € N sont absolument sommables de sommes
S,k € N et la suite g converge vers.S

Preuve On peut supposér= [. Soite > 0. Il existeF; fini tel que||(a)ieir|| <& Il existeke
tel que sik > ke alorsF C Iy et donc||(a)iciy,|| < € Sik > ke alors|Sc—S < [|(&)ici k| +
(@)iel\R || < 2.

Théoreme 2 Soit(g;)ic| absolument sommable de somme &,gfa une partition de 1 Alors
les familles(&)ici, ,A € A sont absolument sommables et si on ngt\ & A leurs sommes,
(S\)ren est absolument sommable de sommigrSd’autres terme§ \ca (Yici, &) = Yici &-

Preuve On peut supposéret donc/A au plus dénombrables.

Soit A" C Afini. On a¥en ||(@)iel, || < [|(@)iel||- Donc les(a)ici, sont sommables et leurs
sommesS, VérifientY ca |S\| < ||(&)ier|| quelque soit\ C A fini. Par conséquert, ) ca est
sommable. On posE = Y e S

MontronsS= S. Soite > 0.

(1) lexisteF C I fini tel que||(a)ici\rl| < §-

(2) Il existe/\ C Afini tel que||(S)rcaw |l < § €tF C Upen .

(3) SiA € N il existeF, C I, fini tel que|S, — Sicr, &l < zeagv €tF NI\ C R

Alors on a|S— Yaen Sier, ail < |[(@)ienrl| < § d'apres (1), (2) et (3).

Onaaussiyicn (Tier, @ —S\)| < § d’apres (3).

On aenfin Yaen Sy — S| < £ d'aprés (2).

En sommant on obtient si> 0

S=S| < [S=Yren Yicr il + | Iaen (Tier, & =)+ Daen S — S| <e.

Ceci prouve qu&=S.

[ ]

Remarque 5 Soit (g;)ici et (Iy)aea Une partition dd. Il est possible que le&)ici,,A € A
soient absolument sommables de somBjea € A et (S,),ca absolument sommable sans que
(&)icr Soit sommable. C'est le cas par exemplessiN, g = (—1)', A= Netl, = {2\, 2A+1}.
Cependanton a:

Proposition 6 Soit (g;)ici et (Ix)rca Une partition de | Si les(a)iel, ,A € /A sont absolument
sommables et i||(&)ici, ||)rca €St absolument sommable alde)ic; est absolument som-
mable.
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PreuveSiF C | fini et siA’ C Afini tel queF C Uy |y, alors

Yier @il < Saen l@)ien || < [[([I(@)ien [Daea)ll < +eo.
En passant au sup on obtigfie)ici || < |[(||(&)ici, [[)aea)|| < +o.

On déduit de ce qui précéde un énonceé qui a un parfum de Fubini.

Theéoreme 3 Si (& j) i, j)ei x3 €St absolument sommable alors

;<]€ ai7J) - (i, ])6I><JaI 1 ZJ Zal J

Exemple 4 Sia ;j=0si(i,j) € N? j#i,i+1 etal i=Lla1=—1alorsyic (Yjcaij) =0
alors quey jc3(Jic &,j) = 1. Par conséquertsy j); jcn2 N'est pas absolument sommable.

Voici un corrolaire aux résultats précédents.

Corollaire Soit (& )icl, (&)icr €t (bj)jci absolument sommables de somme#'/Aet B. Alors
(Aay)ier, (ai+&)icl et (a bj)i,j)e1 xs SONt absolument sommables de somiAeA + A’ et AR

Remarque 6 Les notions de familles sommables et absolument sommalgtendent aux
espaces vectoriels normés. Une famille absolument sonermdalol espace de Banach est som-
mable. Ce n’est pas vrai da@¥X] muni de la norme définie paN(ag+ ... + agX?) = |ag| +

..+ |aq|. Par exemple la famillgX"/n!) ey est absolument sommable mais pas sommable.
Dans un espace de dimension infinie une famille peut étre stn@sans étre absolument som-
mable. Considérons par exemple I'espHt€C) des suites de complexes bornées muni de la
norme définie paN,((th)neN) = SURNen |tn| €t qui en fait un espace de Banach. La famille
(&)ien définie parg; j = |+A1 eta; n = 0 sii # n est sommable de somme la SL(iﬁéq)neN mais

elle n’est pas absolument sommable.

Proposition 7 Soit ( fj)ic; une famille de fonctions définies sur@EC, a valeurs complexes,
continues et bornées. On suppose (B, g | fi(2)|)icl est une famille absolument sommable.
Alors pour tout z= E, (fi(2))ie est absolument sommable et sa somrn(® Est une fonction
continue sur E

Preuve On peut supposédr= N. Les hypotheses impliquent que la séJig fi converge nor-
malement donc uniformément vers une fonction continue.
[ ]

Il Séries entiéres, rayon de convergence,
fonctions analytiques

Définition 4 Une série formelle Aest une série de fonctiorg,-oAn dont le terme genéral
est de la forme\, : z€ C — An(2) = anZ" ol a, € C. La sérieA est notéeA = 5 ~panZ". Le
coefficientag s’appelle leterme constande A. On dit queA estconstantesi A = ag.

Exemples 5
- Les polyndbmesg + ... + anz".
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- La série géométriqugnzoizg aveczg € C*.

- La série exponentiellgnzoﬁ.
- La série d’Eulery p-oniz" L.

Definition 5 Le rayon de convergence (@urayon) de la série formellé = 3~ oanz" est

R=sup{r € [0, +o[: Z}|an|r” < oo},
n=

Remarque 7 Le rayonR appartient 30, +oo].
Définition 6 Si le rayon deA = 3 - ganz" est non nul on dit qué est unesérie entiere.

Notation 4 On noteC|[Z]] 'ensemble des séries formelles@{z} le sous-ensemble d&{[Z]]
composé des séries entieres.

Proposition 8 (Hadamard) Le rayon R de la sérjg,-oanz" est R= liminfo_, 4 e|an|~2/".
Remarque 8 Bien sur on prend ici la conventiory@ = +co.

Théoreme 4 (Abel et Riemann) SoitA 3 ,-oa,Z" de rayon R> 0. Alors :

1. Sir> R la suite|a,|r" est non bornée. Par conséquentzi> R la sériey ,~panz" diverge.
En revanche si K R la suite|ay|r" tend vers).

2. Il existe une fonction continue: Dr — C telle que si KC Dg est compact, la Sérig,~oanz"
restreinte a K converge normalement vers la restrictiode K.

3. La fonctionA estC-dérivable erD, A(0) = ap etA’(0) = &.

Notation 5 La fonctionA est aussi notég-oanz". C'est lasommede la série entiere sur son
disque de convergence:D

Définitions 7

- Une fonctionf : Q — C définie sur un ouvert d€ estdéveloppable en série entiegazy € Q
s'il existe A € C{z} de rayonR > 0 etr €]0,R] tels queD,(z) € Q et siz € D((z) alors
f(z) =A(z— ).

- La fonction f estanalytiquesurQ si f est développable en série entiere en ut Q.

- Une fonction analytique s est appelééonction entiere.

Notation 6 On noteo (Q) I'ensemble des fonctions analytiques sur un ouede C.

D’apres le résultat d’Abel on a :

Théoreme 5 Si f: Q — C est analytique alors elle est holomorphe.
La réciproque est vraie et sera démontrée ultérieuremémta la théorie de Cauchy.

Définition 8 Soit f1 € 0(Q1) et f2 € 0(Q2) et soitzg € Q1N Q. On dit quefiRel, f2 si f;

et fo coincident sur un voisinage dg. La relation Rej, est une relation d’équivalence. Une
classe d’équivalence s’appetiermede fonction analytique em. L'ensemble des germes de
fonctions analytiques exy est notéo,,. On verra plus loin qu’il y a une bijection naturelle ente
04, €tC{z}.
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Exemples 6

- le rayon de convergence de la série géométr%% est|z| et si|Z| < |z alorsznzoizgT =
Zoiiz. Par conséquent la fonctionf4est une fonction analytique sGr*.

- le rayon de convergence de la série exponentielle-estSa somme appelé@xponentiellest
notée exp

- le rayon de convergence de la série d’Euler est 0

Preuve des énoncés de Hadamard, Abel et RiemarBoit 0< r < liminf |a;|~%". Montrons
quer < R. Soitr’ €]r, liminf |an|*1/”[. Il existe N € N tel que sin € N est plus grand qusl
alors|a,|~Y/" > r’ et doncla,|r" < (r/r’)". Ainsi & partir du randN le terme général de la série
S n>olan|r" est majoré par le terme général de la série géométriquestnrdi’ < [0,1]. Cette
série géométrique est convergente et dPRCy |an|r" < +oo. Ainsi R> liminf [a,| ~%/".

Soitr > liminf |a,| /™. Montrons quéan|r" est non bornée (ceci implique qRe< liminf |an|~1/").
Soitr’ €] liminf |a;| ~Y/",r[. Il existe une suite strictement croissangek € N telle quejag, | ~Y/™ <
r’ et donc(r /r')™ < |an [r™. Puisquer /" > 1 on a lim, 1o (r/r’)™ = 4-c0. Par conséquent la
suite|an|r" est non bornée.

On a donc prouve le résultat d’'Hadamard et le premier poirredultat d’Abel et Riemann :
R = liminfp_, e|an| /.

Considérons toujours9 r < liminf |a,|~Y/" = R. Puisquday|r" = sups-|anZ"|, larestriction de
la sériey ,~panz" aD; converge normalement vers une fonction continue naté®e plus si

r <r’ <liminf |an|*1/n alors la restriction dé s aD; coincide aved\,. La fonctionA : Dg — C
recherchée coincide donc av&gen restriction Dy.

Le calcul deA(0) estimmédiat. Le rayon de convergencesge anz" ! est le méme que celui
dey>panZ etsiz# 0 est dans le disque de convergence aié@sfﬂ =Yn>1 anz" 1. Ainsi

A'(0) = Iimzﬁow =a.
[
1ére conséquencBoity n~oanz" de rayorR> 0. Sir €]0, R[ il existeK > O tel quela,| < Kr—".

2éme conséquenc&oit 3 ;-panz" de rayon de convergende> 0. Si A € C non nul alors
Sn>o(anA")Z" est de rayoriR/|A| et si|z] < R/|A| alorsy n>o(@anA")Z" = A(AZ) = 3 >pan(A2)"
Application Soity ,~oanZ" de rayorR> 0. On supposeg = 0 eta; # 0. Alors il exister > 0 tel
que la séri€y - obnz" = %znzo(anr”)z” est de rayon supérieur a 1 et vériiie= 1 et|by| < 1.

3éme conséquencBoit § ~panz" de rayonR > 0. Alors ¥ - oanz" est de rayorR et si|z] < R

alorsA(z) = 3 n>0an Z". Si tous les coefficienta, sont réels aloré\(] - R, R[) C R.
Application Size C alors expz = expe. De plus expR) C R.

[l Propriétés des séries formelles

Définition 9 (Calculs formels - sans hypothése de convergence)

Soit A = S p-0anZ", B = S>0bnZ", A € C. Alors on poseAA = 3 -oAanZ", A+ B=C =
Sn=0(8n+bn) 2", AB= 3 12 0(Skei—nakbh)Z’, A = A = 5 - o(n+ 1)an, 12" et par récurrence,
At = (AM)’ sin e N. On pose ausd Y = 3 ,.:25 271,

Exemple 7 (1-2) SpenZ" = (Shen2")(1—2) = 1 dansC|[Z]].
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Définition 10 (Topologie de Krull) SIA = ¥ -a,Z" # 0 on appelleordre de A et on note

w(A) le plus petit entien tel quean # 0. On posew(0) = +. SiA B € C|[Z]] alors la distance
de Krull entreA et B estdy. (A,B) = 2-“A~B)_ Muni de cette distanc€[[Z]] est un espace
meétrique. C'est leomplété au sens de Krude I'espace des polyndme€3z] muni des mémes
lois, de la dérivation des polynémes et de la topologie délKru

Théoréme 6 L'ensembleC[[z]] muni des opérations précédentes est Gralgébre commuta-
tive intégre et différentielle. En particuli¢AB)’ = A'B-+AB' (Leibniz) eto(AB) = w(A) + w(B)

si A B € C[[Z]]. Le morphisme de dérivation est surjectif et son noyau essémble des séries
constantes. De plus siAC[[Z] alors A— (AD)(-D = g5 et A= (A1),

Proposition 9 (Formule de Taylor) Si A= 5 ~panZ" € C[[Z]] alors &, = Ag”)/n! ou At()”) désigne
le terme constant de la série dérivée n-ienf® de A

Preuve Ces résultats sont vrais da@§] et I'addition, la multiplication par un scalaire ou par
une série formelle ainsi que la dérivation et I'anti-détiva sont des opérations continues au
sens de Krull. Tous passe donc au complété.

[ ]

Composition Soit A, B € C[[Z]] et soitA,, B, des suites de polyndmes qui convergent veet
B au sens de Krull. On suppose de plus que le terme conmgadd A est nul. Alors la suite
des composéB, o A, est une suite de polynémes qui converge au sens de Krull nersérie
formelle notéeB o A. Cette série est indépendante des suiest B,. De plus

n

BoA=Dbp+ Z(Z Z b|akl...ak|)z”.
n>1 =1k +...+k=n
ki#0
On déduit de I'associativité de la composition pour les pdiyes la méme propriété pour les
séries formelles : sh,B,C € C[[Z]] etap = bg = 0 alors le terme constant d&o A est nul et
Co(BoA) = (CoB)oA. Larégle de dérivation des composées de polyndmes passienitéa |
(BoA) = (B’ oA)A.

Remarque 9 Supposer quey = 0 est fondamental. En effet, la composition des polyndmes
n'est pas continue au sens de Krull. Par exemple lorsgtend vers+o la composée des

% =PyoTouR,= % etT = 1 ne converge pas au sens de Krull alors Butend vers 0 au sens
de Krull.

Proposition 10 (inverse pour la multiplication) Soit & C[[Z]] tel que @ # 0. Alors il existe un
unique Be C[[Z] tel que AB=BA= 1. On a B = —A'/A?. En particulier by = % eth = %1.

Preuve A = ag(1—C) avecco = 0. Alors B = %D ou D est la série obtenue en composant

Sn>0Z etC. Les calculs d&’, by etb; sontimmédiats.
[ ]

Remarque 10 Ce résultatimplique que I'ensemble des séries formAlent le terme constant
ap est non nul muni de la multiplication est un groupe commitati
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Exemple 8 On vérifie par récurrence skie N que la dérivé&eme( ;) de la série formelle
(1%2) est la série formell%Jw. Par conséquent on obtient I'identité formelle remarquable

# = 3 (142

Proposition 11 (inverse pour la composition) SoitAC[[Z]] avec @ = 0 et & # 0. Il existe un
unique Btelque AB=BoA=z Onab =1/ajetsig=1alorsth=—5" 53 i+ +k=nabx,...Dg
ki#0,n

)

sin> 2. De plus B= zi5.

Remarque 11 Ainsil'ensemble des séries formell@gelles queag = 0 eta; £ 0 muni de la
composition forme un groupe (non commutatif).

Preuve Puisqueo est associatif il suffit de rechercher un inverse a droiestc direB tel que
Ao B =z Quitte a composer a droit& parz/a; on peut supposer que = 1. On cherche
B=3n>0bnZ"=z+ 3 >,bn7" tel queAo B =z En développant on trouve que lagn > 2 sont

solutions de .
by -+ a by, ... =0.
|; k1+...z+k|—n '

ki#0.n
L'inverse deA existe bien et ses coefficients sont bien ceux donnés darsdagition. Le calcul

de la dérivée de I'inverse pour la composition est facile.
[ J

Proposition 12 Soitde N,d > 1, et £g = 3 1»1(5 — 0)...(3 — (n— 1)) 32" Alors 4 € C{z}
et(1+£q)9 = 1+ z formellement.

Preuve (1+ 2)9 — 1 = A vérifie ag = 0,a; = d # 0. Il existe doncB tel queAoB = z et

bo = 0, c’est a dire(1+B)Y = 1+ z De plusB est unique. Pour voir quB = Z4 il suffit
donc de comparer les séries termes a termes. En dérivantientatj1+ B)? 1B’ = 1 et donc

B' = (§—0)(1+B)114. Par récurrence on obtieBt" = (5 —0)...(3 — (n—1))(1+B)¥"d.

En identifiant les premiers termes des deux séries on othé)ni: (% —O)...(% —(n—1)) et
doncbn = (3 —0)...(3 — (n—1)) X sin> 1. ll est facile de vérifier que le rayon de convergence
dezgq4 est 1.

[ ]

Proposition 13 (Modéle d’une série formelle) SoitAC[[z]] non nulle, telle que @= 0 et soit
d son ordre. Alors il existe [ € C[[Z]] de laforme B=z+ 3 -,bnZ" et C= 3.1 cnZ" tels que
A=a4Bd =ay(1+C)Z.

PreuveOn prendC € C[[Z]] défini parco =0cp = % sin> 0. On sait qu'il existezy € C[[Z]]
tel que 14+z= (14 £4)%. On poseB = z(1+ £40C).

IV Propriétés des séries entiéres et des fonctions analytigs



J.-M. Lion, notes du cours de fonctions holomorphes, 5 mai420 10

Proposition 14 Soit AB € C{z} de rayons R < Rg. Alors C= A+ B et D= AB sont dans
C{z} et leurs rayons sont supérieurs ou égauxs Rinsi C{z} est une sous-algebre @[Z].
De plus si|z| < Ra alorsC(z) = A(z) +B(z),D(z) = A(2)B(2).

Preuve Cette proposition découle immédiatement des résultatestamilles absolument som-
mables.
[ ]

Théoréme 7 (composition des séries entieres) Soi=A ~panz" de rayon R > 0 et B=
> n>0bnZ" de rayon R et soit r€]0, Ra[ tel quey ~olan|r" < Rs. Alors

1. Sine N la famille (b, akl...akl)k N, est absolument sommable de somme ¢
1+-..+k=n

2. La série C= 3 1> CnZ" @ un rayon minore par r
3. Si|zl < ralorsC(z) =BoA(2).

Remarque 12 en particulier on & = 3 ,>obnag etci = (3 n>0(n+ 1)bny1ap)as.
Preuve On poseKi = 3 >plan|r", Ko = 3 n>0bnK{. On aKy,Ka < +00. SoitNy,N, € N. On a

N1 No Ny

N> N2
ba..a)Mm<S |b alr9y' < § b K} < Ko.
DR AUNRNIES L T CUEE

Ainsi (bjay,...ar") iennen st absolument sommable etnsést fixé(bjay,...a) 1en  est
Ky +...+k=n Ky +...+k=n

absolument sommable et sa somepeérifie 3,5 [Ca|r" < Ko.

Ceci prouve 1. et 2.

Prouvons 3. Soiz € C tel que|z < r. La famille (bjay, ...aZ")ieN,neN ky+...+k=n €St encore
absolument sommable. On a donc égalité entre les sommes sV

BoA(2) = Yienbi(TkenaZ)'
= Z|EN bl (Zk17---,k|€N ay, .. 8, Zk1+k|>

=Y IneN blakl---ahzn
Ki+...+k=n

=%neN(Y  len  biag..aq)Z"

ki+...4+k=n
= D neN CnZ"
=C(2).

En composant a droite par une translation on obtient querarsod’une série entiére est
analytique.

Corollaire Soit Ac C{z} de rayon R> O et soit 3 € Dr. Il existe alors une série B C{z} de
rayon minoré par R- |z tel queA(zp+2z) = B(2) si |7l < R—|z|. De plus lp = 3 >p0anZy =
A(zp) etby = 3 >0(n+1)ans 17 AinsiA € 0(DR).

Proposition 15 Si Ae C[[7]] alors B= y >pan112", A" = S n>0(n+1)an.1Z" ont méme rayon
que A Si ce rayon R est non nul alofsz) = ag+zB(z) etA’(z) =limp_o w si|z <R
Preuve Puisquey n-oanZ' = ap+ (3, >pan+1Z") onaRa > RgavecB =3 ~pan12". Puisque
|(n+ 1)an+1| > |anr1| on aRs > Ru. D’aprés le corollaire précédent (calcul bg Ry > Ra.

DoncRa = Rg = Ry
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Si Ra est non nul il estimmédiat qui(z) = ap + zB(2).

On sait déja qué\ estC-dérivable a I'origine et qué\’(0) = a;. Par conséquent $z| < Ra
alorsA = h — A(z+ h) admet un développement en série entiere de rayon norifll),=
A(z+h) =S p-08h" avec

%(n-i— 1)an 12" = & = A’(0) = A'(2).

Une conséquence analytique de ces résultats est :

Proposition 16 Soit f: Q — Q' et g: Q' — C analytiques alors g f analytique etgo f)' =
(gof)f.

Exemple 9 Les fonctions expexp et expP avecP polynéme sont des fonctions entiéeres.

Exemple 10 On a vu que sp € N il existe £ € C{z} tel que(1+ )P = 1 formellement.
D’aprés ce qui précede c’est vrai sur le dis@uequi est le disque de convergencexe

Puisque 1z est analytique, on déduit du résultat de composition :

Proposition 17 Soit f,g <€ 0(Q). Si g n'a pas de zéro alors/fj € 0(Q).

On a aussi une version pour les séries entiéres :

Proposition 18 Soit AB € C{z}. Silky # 0, il existe Ce C{z} tel que A=BC.

Remarques 13L'ensemble des fonctions analytiques $uet sans zéro su® et I'ensemble
des séries entieres dont le terme conssgréast non nul sont des groupes multiplicatifs (com-
mutatifs).

Proposition 19 (principe des zéros isolés) Soit-AY ~panz" de rayon R> 0. Si A# 0 alors
il existee €]0, R] tel queA n’a pas de zéro dansd, {0}.

PreuveEn effet, la série entiém est égale B ol B est une série entiére de méme rayonfue
et de terme constant non nul. Il existe derel0, R| tel que siz e D¢ alors|B(z)| > |B(0)|/2> 0.
Si de plusz # 0 alorsA(z) = ZB(z) # 0.

Théoréme 8 (principe des zéros isolés) Si: 2 — C est analytique non nulle sf2 connexe
et si KC Q compact alors f1(0) NK est fini.

Preuvel’ensembleF = f~1(0) est un fermé d@. D’apreés le principe des zéros isolés pour les
séries entieres, I'ensembifg.c des points d’accumulation de dansQ est ouvert danf. Or
c’est un fermé d&€ inclus dang-. PuisqueQ est connexe, $tacc €st non vide alorbacc = Q et
doncF = Q. Par conséqueiiiyc est vide et dond —1(0) NK est fini siKk ¢ Q compact.

[ ]
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Remarque 14 Ainsi si Q est connexe et gy € Q alors I'application qui & € 0(Q) associe
sa série de Taylor ey est injective.

Ce théoreme admet le corollaire suivant.

Corollaire (principe du prolongement analytique) Sigfanalytiques suf2 connexe coincident
sur un ouvert non vide U- Q alors elles sont égales.

Puisque deux séries formelles ont méme série dérivée sukgnsent si elles different d’une
constante on obtient par une récurrence :

Corollaire Soit f,g analytiques suf) connexe et i N. Si f(" et " coincident sur un ouvert
non vide UC Q alors f — g est un polynéme de dégré au plus n.

Onaaussi:

Corollaire Deux représentants d’'un méme germe de fonction analytiqug @t méme série
de Taylor en ce point. Ainsi I'application qui a un germe gragsocie la série de Taylor en ce
point d’'un de ses représentants est bien définie et c’estaimdgphisme entre, et C{z}.

On déduit de ces résultats les conséquences suivantes.
Théoréme 9 L'ensembleC{z} est une algébre différentielle et intégre. De plus si 8{z} est

de rayon R alors Aa méme rayonA est holomorphe et analytique sur le disque & A est la
série entiére associée a @dérivéeA’ de la fonctionA.

Théoréme 10 SiQ est un ouvert non vide et connexe@é&ensembleo (Q) est uneC-algébre
différentielle integre. En particulier les fonctions agatjues sont infinimer@-dérivables.

Proposition 20 SoitPe C[(z,j)j —0,...,r,j = 0,...,dl €t Ao, ..., Ar des séries entieres de sommes
Ao,...,Ar. Alors

P(AY)iz0...) =0
j=0,...,s
dansC[[Z]] si et seulement si _
P(AY)iz0..r) =0
j=0,....s

dans un voisinage de l'origine.

Exemples 11
- La série exponentiell& = anoﬁ vérifie E = E’ formellement par conséquent sa somme,
I'exponentielle exp vérifie exp- exg .
n—1
- La série logarithme dél+2), L = 5> (*121 Z" a pour rayon 1 et vérifie' = 3o (—1)"2".
Par conséquent sa somme notélog z) est définie sur le disque unité et vérifie Idg+ z) =
1

1+z
- Puis,quel%Z = Sn<0Z' surD; et que la dérivé&&me de la série formelle assoc(%éz) estla

série formelle associée@%m on a l'identité remarquable

# = 3 (n+1).(n+K2'siz€ Dy

- SiA B C{z} etAB= 1 de somme# etB alorsB’ = —A’/A?.
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Théoreme 11 (inversion locale) Soit A= 5 -1 a,2" € C{z} telle que a # 0. Alors il existe
B=3>1bn7" € C{Z} tel que A B=BoA=1z De plus ab; = 1. En particulier la fonctionA
associée a A est un homéomorphisme entre deux voisinagessode I'origine.

Preuve (Méthode des séries majorantes)

Un cas particulier La sérieF =z— 3 -,Z" admet 1 comme rayon de convergence é|st 1

alorsF(z) = z— 1%2 Un calcul montre que si on note; la série entiére (déja calculée) telle

(1+E5)? = 1+zetsion pos&(z) = (z— £2(—6z+2%)) /4 alorsG(z) € C{z} etGoF =FoG =
z Ca prouve le résultat i = F. Notons queG est I'inverse formel dé&. Si on notegy et f, les
coefficients des sérigsetF, alorsfo =0, fy =1 etf,=—1sin> 2 eton ad’apres la formule

qui donne les coefficients de I'inverse formg)= 0,01 =1 etgn =5 5 5 ky+..+k=nOk; ---Ok >
i#0,n
0sin> 2.

Le cas généralCommeo est associatif il suffit de trouver un inverse a droite. @uéttcom-
poserA par Az a droite et parz/ajA a gauche ave@\| petit non nul en module, on peut
supposer que; = 1 et quelap| < 1 sin > 2. On sait queA admet un unique inversB
dansCJ[z]]. Pour conclure il suffit de montrer qu& € C{z}. D’aprés les résultats formels
on sait queb; =1 et sin > 2 alors On sait qué®, = — 3", 5 k,+.. +k=na by, ...b et donc

ki70,n
Ibnl < 3103 kit +k=n|bk|--.|bk |. Il est alors facile de vérifier par récurrence sur 2 que
i#0,n

|bn| < gn. Par corTséquent la séii@est une série entiere.

La propriété d’homéomorphie de découle immédiatement de l'inversion Aest de la conti-
nuité.

[ J

Remarque 15 En calculant la dérivée deo A~! = zon obtient(A~1)" = 1/A o AL,

Remarque 16 Ainsi 'ensemble des séries entier&gelles queag = 0 eta; # 0 muni de la
composition forme un groupe (non commutatif).

Proposition 21 (Modele local d'une série entiére) SoitAC{z} non nulle, telle que @= 0 et
soit d son ordre. Alors il existe,B,D € C{z} de la forme B=z+ 5 -,bnZ",C = 5 >1CaZ" €t
D d’ordre O tels que A= agBY = a4(1+C)Z = DZ.

Preuve On reprend la preuve du cas formel, on remarque@eeD obtenues sont des séries
entiéres et puisquey est une série entiere on obtient le résultat @par composition.
[}

Définition 11 Si f est analytique au voisinage dg on appelle ordre dé enz et on note
Wy, (f) l'ordre de la série de Taylor deenz.

On a bien suty,(fg) = Wy (f) + wy(g). On déduit de la proposition précédente la propriété
de factorisation suivante.

Proposition 22 Soit f,g € 0(Q) non nulles. On suppose qu’en tout poirg £ on aw,(g) <
wy(f). Il existe alors he 0(Q) unique telle que = gh. De plus h est sans zéro si et seulement
Si wy(g) = wy(f) pour tout ze Q.

Preuve On remarque qug—2(0) C f~1(0) et d’aprés le théoréme des zéros isolés ce sont des
ensembles discrets et fermés@eOn définith sans probléme hors d@g*(0). Siz € g~1(0) il



J.-M. Lion, notes du cours de fonctions holomorphes, 5 mai420 14

existe un ouveﬂU. C Q contenan; et fi,g; € o(U.) et sans zéro tels que= (z—z)“s Wz (F) f; et
g=(z—z)“s 9g; (en restriction &J;). Le quotlenta est bien analytique et la restriction d&
Ui est égale dz—z)@ (@@ 1.

[ ]
V Applications ouvertes et propres

Définitions 12Soit f : X — Y une application continue entre deux espaces topologiglleest
ouvertesi I'image de tout ouvert d¥ est un ouvert d¥ et elle espropresi I'image réciproque
de tout compact d¥ est un compact d¥.

Exemple 12 Sif € 0(Q) etsif’ ne s’annule pas, d’aprées le théoréme d'inverdiest ouverte.

Proposition 23 Si P(z) = ap + ... + agZ € C[Z est un polynéme de degré>d1 alors P est
propre.

Preuve Siz=# 0 alorsP(z) = adzd(l—i— =+ .. —l——zd) OrI|m|Z|_,+oo|l+ =+ +_zd’| =1
donc limy 4« [P(2)| = iM 3 ;. |24 |zd| +oo. Ceci prouve la propreté d%

Lemme 1 Soit f: X — Y continue, ouverte et propre entre deux ouvert€dsi Y est connexe
alors f est surjective.

Preuve Par hypothesd (X) est un ouvert non vide dé. PuiqueY est connexe il suffit de
montrer quef (X) est fermé dan¥ c’est a dire que 9 € f(X)NY alorsb € f(X). Fixons donc
be f(X)NY. Il existez € X tel que lim .« f(z) = b. Puisquef est propre la suitg, reste
dans un compad€ deX. On peut donc en extraire une suite convergegteers un point., de
K donc deX. Par continuité dé on af(z.) = b.

Théoréme 12 (de D'Alembert et Gauss) Si(B = ag + ... +a¢Z% € C[Z) est un polyndme de
degré d> 1 alors P s’annule.

Preuve Sid = 1 alorsP s’annule en—ap/a;. Si d > 1 on va montrer qu® est surjectif. La
dérivéeP’ est non constante. Les ensemt#és' (0 ) P(P'~1(0)) etP~1(P(P'~1(0))) sont finis.
Les ensemble¥ = C\ P(P'~1(0)) et X = C\ P~1(P(P"~1(0))) sont donc connexes. Il suffit
de montrer qu& c P(C). On aX = P~1(Y) et P est propre. Ceci implique que la restriction
P: X — Y est propre. Elle est aussi ouverte caz si X, P’(z) # 0. Par conséque®(X) =Y
carY connexe.

[ J

Proposition 24 Si n> 1 alors 2' est ouverte, propre et surjective.

Preuve (sans utiliser D’Alembert) On posg(z) = Z2". On sait déja qud est propre. Il suffit
donc de montrer qu’elle est ouverte. Sditin ouvert non vide d€. On posdJ’ =U \ {0}. En
tout point deU’ la dérivéef’(z) = n2'~1 est non nulle. D’aprés le théoréme d'inversion locale
f(U’) est un ouvert. Pour montrer qdeest ouverte il suffit donc de montrer que st 0 alors
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I'image du disquéd, contient un voisinage de I'origine. C’est le ca§D;) = Dyn car f (0) =0
etf:D,\ {0} — Dyn\ {0} est ouverte et propre donc surjective.
[ ]

Théoréme 13 (de I'application ouverte) Si f analytigue non constantérdé sur un ouvert
connexe alors f(Q) est ouvert.

Preuve (sans utiliser D’Alembert) Il suffit de montrer quezic Q il existe un disquéd, (zo)
contenu dan$) tel que f(Dy(zp)) contient un voisinage dé(z). On peut supposer qug =
f(z0) = 0 et qu'il existe une série entiéfe= .y anZ" etr non nul et inférieur au rayon de
convergence dAtel queD, C Q et f est égal & surD;. Si f n’est pas constante alofsn’est
pas constante au voisinage de 0 et donc 'unagdes > 2 est non nul. Soid I'ordre deA. Alors

A = ayBY avecay # 0, B série entiére de la form@ = z+ > n>2bnZ". On déduit du théoreme
d’inversion locale et de I'ouverture de I'applicatighqu'il existes > 0 petit tel queA (D) est
un voisinage de l'origine.

[}

On peut déduire le théoreme de D’Alembert a partir du théeréenl'image ouverte. Un poly-
ndéme non constant est surjectif car c’est une applicatioprgret ouverte.

On déduit du théoréme de D’Alembert-Gauss et de la divisimidienne des polyndmes que
I'équationz” — b = 0 a exactemeni racines sb # 0. On obtient alors une précision combina-
toire sur le modele local d’une fonction analytique.

Proposition 25 (modéle local d’'une série entiére - bis) SoitAy .qanz" € C{z} avec d> 1
et soitA sa somme. Sir 0 est assez petit il existe U voisinage ouvert de I'origineetd petit
tels que tout £ D, \ {0} a exactement d préimages pardans U De plus, si z U \ {0} alors
Al(z) #£0.

Preuve Il existe une série entiéf@ de la formeB = z+ ¥ ,-, bn2" tel queA = agBY. SoitB la
somme deB. D’apres le théoreme d’inversion localeesi O petit alors il existe un voisinage
ouvertU de I'origine tel queB est un homéomorphisme tesurD¢. L'image deD¢ par I'appli-
cationz— agZ est le disquéD, recherché avec= |ag|ed. La condition surA’ est immédiate
car sie > 0 petit alordJ et D, sont petits.

[ ]

Remarque 17 Cette proposition dit que le modele local d'une série eat&st celui due-
vétement ramifié a d feuillet®n remarque d’abord que sitend vers 0 alors mgiu| : u €
U, f(u) =t} tend vers OFixonstp € Dy \ {0}. Il existe un voisinag&y detp etUs,...,Uq des
voisinages deux a deux disjoints des préimagges.,ug detp tels queA : U; — Vp soit un
biholomorphisme. On définit ainsi les réciproques qui pataisent holomorphiquement les
préimagesy;(t) au voisinage déy. On ne peut pas faire cette paramétrisation3ux {0} si

d > 1. On déduit de la description du modéle local d’'une série entié

Proposition 26 Soit f € 0(Q). Si f’ s’annule alors f n’est pas injective.

Corollaire Un polynéme P est injectif (ou bijectif) si et seulementestune application affine
non constante.
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PreuvelLes applications affines non constantes sont bijectivespR#guement gP est injectif
son degré est au moins 1. Si son degré est strictement sup&riealors®’ n’est pas constant
et s’annule : aingP n’est pas injectif.

[ ]

Application Si f : Q — U est analytique et bijective alors sa réciproque est amgigti En
effet d’apres la proprosition précédente en tout poindé’ est non nulle et donc localement
inversible (dans la classe des fonctions analytiques).

Un autre corollaire du théoréme de I'image ouverte est lecfpe du maximum.

Théoréme 14 (Principe du maximum) Sof2 un ouvert connexe, U un ouvert deet f
0(Q). Silarestriction dg f| a U admet un maximum alors f est constanteQur

Preuve Supposons que la restriction g aU admette un maximum en un poit On pose
|f](z0) =R Alors f(U) Cc Dret f(U) contient le pointjy = f(zy) de moduleR. Par conséquent
f(U) n’est pas un voisinage dp et doncf (U) n’est pas ouvert alors qu est ouvert. Ainsif
n'est pas ouverte alors q@zest connexe. Don€ est constante.

[ ]

Le principe du maximum admet les variantes suivantes.

Corollaire SiQ est un ouvert connexe etef 0(Q) n’est pas constante alors pour touezQ
onalf(z)| <sum|fl.

Corollaire SiQ est un ouvert connexe et relativement compact etsofQ) est non constante
se prolonge continument@ alors pour tout 2 Q on a|f(2)| < SURy\ o [f].

On obtient grace au principe du maximum la caractérisatibraate des polynémes.

Proposition 27 (Theoreme de Liouville) Sid o (C) verifielim;_, %Z—) = 0 pour un certain
d € N alors f est un polyndme de degré au plus d.

f(z

Remarque 18 En particulier sif est bornee alors lig_, ;. % = 0 doncf est constante.

Preuve Soit P(z) = zﬂ;&%zk le polynébme de Taylor de degre— 1 de f en Q Il existe

ge 0(C) telle quelg=f —P.Ona lim,_ . 9(z) = 0. Par conséquemtest nul etf = P.

Corollaire (Théoréme de D’Alembert-Gauss) SzP= ag + ... + agZ" € C[Z est un polynéme
de degré d&> 1 alors P s’annule.

Preuve On raisonne par contraposée. 3ditin polynébme qui ne s’annule pas. Puisduest
propre, il existen > 0 tel que|P(z)| > msi ze C. Par conséquent = 1/P est une fonction
entiére bornée donc c’est un polyndme constant. Son infRes¢ de degré.0

[ ]

Définition 13 Soitt € C*. Une fonctionf : C — C estt périodiquesi f(z+t) = f(z) pour
ze Cc'estadire sif (z4+nt) = f(z) pourze Cetne Z.

Une conséquence du principe du maximum est :
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Proposition 28 Soit ,to € C* et indépendants siR (i.e. t;/t2 ¢ R) et soit f analytiqueitet
t> périodique. Alors f est constante.

Preuve On poseK = {Aty+ pt2 : (A, 1) € [0,1]%}. LensembleK est compact par conséquent
f(K) est compact. Puisquk estt; etty périodique,f(C) = f(K) et doncf(C) est compact.
Ainsi f(C) n’est pas ouvert. La fonctioh est donc constante.

[ ]

Une autre conséquence du principe du maximum est :

Proposition 29 (lemme de Schwarz) Soit: D; — D; analytique telle que (0) = 0. Alors
|f(0)] < 1etsize D; alors |f(z)| < |Z. De plus si|f’(0)] = 1 ou s'il existe g € D* tel que
|f(20)| = |20| alors il existeA de norme 1 tel que(k) = Az, c’est a dire f est une rotation.
Preuve Puisquef (0) = 0 il existeg € 0 (D) tel quef = zgetg(0) = f/(0). De plus|f(z)| < 1
surD;. Soitz; € D1 etr €]|z1|,1[. D’aprés le principe du maximum

9(z1)| < suplg(2)| = Sgplg(Z)l = (Sélpl f(2)])/r < 1/r).
Ainsi [g(z1)| < mingjz 111/r = 1. Si|f/(0)| = 1 ou s'il existezy € D* tel que|f(z)| = |z
alors|g(0)| =1 ou|g(zp)| = 1 et donag est constante égale a dravec|A| = 1.

[ ]

On déduit du lemme de Schwarz qu’une fonctioantiére et bornée est constante. En effet si
M majore|f|, zp € C etr > 0 alors le lemme de Schwarz appliqu%éf(zo-l— rz) assure que
r|f'(zp)] <M quelque soit > 0 et doncf’(z) = 0 en tout point (d'apres J. Milnor).

Le lemme de Schwarz est le point central de la preuve du thrésgivant.
Théoreme 15 L’ensemble G des restrictions & [es homographies,g,a € D1, |A| = 1 défi-

nies par g (2) = A{=5, est un groupe de bijections analytiques dedans lui-méme. L'inverse
de g estqd,, 5. De plus toute bijection analytique de,@ans lui-méme est un élément de G

PreuveSoitz,ac D1 etA € S;. Si|z| =1 alors

Z—a |_‘Z—
2(z—a) 'z-

o]

=1
‘ga)\ ‘ |1 az |

|

Ainsi g, (S1) C S1. Or gy, n'est pas constante. Le principe du maximum implique alaes q
Uar(D1) C D1. Un calcul immédiat montre que l'inverse dg) estg_ AaA- Ainsi g, est bien
une bijection analytique d&; dans lui-méme e est un groupe (pour la composmon)
Considérons maintenant une bijection analytiguke D; dans lui-méme. On pode=ga 109
aveca = ¢g(0). Alors h est une bijection analytigue de; dans lui-méme qui fixe .0Si on
applique le lemme de Schwarzhweth~— enz € D; et enh(z) on obtient|h(z)| < |z] et |z] =
Ih—1(h(2))| < |h(2)| et donc|z| = |h(z)|. Toujours d’aprés le lemme de Schwérest donc une
rotation eth € Gdoncg=ga1 loheG.

[ ]

Le groupeG s’appelle legroupe hyperboliqgueddonnons en une description sommaire. Le calcul
qui prouve que les éléments @elaisse invarian; permet de montrer que I'image par une
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homographie d’un cercle qui ne passe pas par le p6le de I'prapbie est un cercle. On en
déduit que I'image d’un cercle qui passe par le pbéle est uoikediOn constate facilement que
I'image d’une droite qui passe par le pdle est une droiterdpeialors que I'image d’une droite
qui ne passe par le péle est un cercle épointé. Par exemphkegé deR par I’homographieZL;:
est le cercle unité privé del. C’est vrai en particulier pour les éléments@eOn remarque
que G agit transitivement sur le disque : par exemgig envoiea sur Q Tout élément de&s
se prolonge en un homéomorphismelle On peut regarder I'action dé surD; ou surS;.
Ces deux points de vue complémentaires introduisent urbutmiae différent pour décrire les
mémes objets. Il 'y trois grandes familles d’élément&dg z} :

- Les élémentelliptiqguesont un seul point fixe dard; et il est dand;. Ce sontes rotations
hyperboliqguesL’ensemble des elliptiques qui fixent un point donnéRigest conjugué au
groupe des rotations du plan vectoriel euclidien (privé’miemtité). 1l agit surS; de facon
conjuguée a l'action du groupe des rotations du cercle.

- Les élémentparaboliquesnt un seul point fixe dari3; et il est surS;. Ce sont leorolations
hyperboliqguesL’'ensemble des paraboliques qui fixent un point donn&gdest conjugué au
groupe des translations &e(privé de I'identité). Tout cercle tangentSa en ce point est laissé
globalement invariant par ces éléments paraboliques.

- Les élémenthyperboliqguesont deux points fixes dand; et ils sont surS;. Ce sont les
translations hyperboligues’ensemble des hyperboliques qui fixent deux points doneé d
est conjugué au groupe des homothéties positiveés @heivé de I'identité). Les arcs de cercles
reliant dand1 les deux points fixes sont globalement invariants par cesaxés hyperboliques.

VI Sphere de Riemann, fonctions méromorphes

Définition 14 On appellesphére de Riemarliespace topologiqu€P, défini de la fagon sui-
vante :CP; est I'espace& auquel on ajoute un point noté La topologie deCP; est engendrée
par la topologie d€ et les ensembled; () = {|z] > 1/r} U{e},r > 0 qui forment une base
de voisinages de.

Propriétés La sphére de Riemann est homéomorphe & la sphére euclidiginee R3. La
projection stéréographique de pble spis est un exemple d’homéomorphisme entre les deux
sphéres. Elle est définie de la fagon suivante : 'image deigpddS—= (0,0, —1) estprg(0,0,—1) =
00 et SiX= (X1, X2,X3) € Seuc\ {(0,0, —1)}, prg(X) = 7%, +igi%;- En particulier 'image du pole
nordN = (0,0, —1) est O L'image parpr 5 de I'hémisphére nord est le disque unitéQleCette
projection associe a tout point de la sphére autre que lespdléunique point d’intersection du
plan équatorial avec la droite reliant ces deux points. Rerfaanalogue on définit la projection
stéréographique de pbéle nqudy. L'application@= pry o prgl échange Oetd etg(z) =1/2
C’est une involution. Enfin on peut vérifier que la projectg@réograpiquer g estconforme,
c’est a dire qu’elle respecte les "angles". C’est la raismur paquelle elle fournit un outil pour
faire des cartes de navigation.

Une suite(z,)nen de complexes tend versd'si et seulement si la suitd/z,)nen tend vers 0.
Soitzg € CPy et f : Dy(20) \ {zo} — CP;. L'application f est continue ey si et seulement si
pour toute > O il existen €]0,r[ tel que f(Dy(z0)) C De(f(20)). En particulier sif (zg) = o
c'est équivalent a dire que limg, | f(z)| = + ou encore lim_;, 1/f(z) = 0.

La sphere de Riemann s’appelle audsiite projective (complexddn voici la raison. Soitt
I'application deC?\ {0} dansCP; qui & (u,v) € C2\ {0} associeu/v siv # 0 et I'o sinon.
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Cette application est continue, surjective ez i C, 11 1(2) est la droite vectorielle épointée
{(u,v) € C?\ {0} : u—zv= 0} alors querr () est la droite "horizontale" épointée. La droite
projective paramétrise donc I'espace des droites vedsideC? vues de l'origine.

Exemples 13Par prolongement continu, les fractions rationnelles gestapplications conti-
nues deCP; dans elle-méme appelées encore fractions rationnellesi é\i: o, Les homo-

graphiesh = %’ avecad — bc # 0 sont des homéomorphismes@e;.

Propriétés Les homographies forment un groupe appelé groupe de Moebass en bijection
avec le group&Ly(C) des automorphismes linéaires@&de déterminant 1. En effet pour des
raison d’homogénéité on peut toujours écrire une homoggdpsous la formen = %’ avec

ad —bc =1 et sig est 'automorphisme d€? de matrice( ‘[’3‘2) dans la base canonique alors
h(r(w)) = T(g(w)) siw € C?\ {0}.

Etant donné trois points distincésb, c de CP; il existe une et une seule homographigui
envoiea sure, b sur 0 etc sur 1 C’est ’hnomographid, b c(z) = 51—2%. On appellebirapport

du quadruple(a, b, c,d) de points distincts d€P; le nombreh, b c(d) = %’1%‘. Il résulte de
I'existence et unicité de 'homographig , c que deux quadruplets de points sont échangés par
une homographie si et seulement si ils ont méme birapport.

Enfin considérons une homographie- %’, un cercleC et une droited de C. Alors h(C) est
un cercle sauf T contient le point%OI (c’est alors une droite qui évit‘%‘i), eth(d) estun cercle

qui passe pafc—OI sauf sid contient le point‘Td (c’est alors une droite qui passe p‘ggr).

Définition 15 Si Q est un ouvert d€P1, une applicationf : Q — CP; est diteanalytiquesi
pourzp€e Qona:

- 20 # 0, f(z9) # o et f analytique au voisinage ds,

- 29 # o, f(zp) = w0 et 1/f analytique au voisinage dsg,

- 20 = o0, f(z9) # o et f(1/z) analytique au voisinage de 0

-9 =0, f(z9) = w0 et 1/f(1/z) analytique au voisinage de 0

Remarque 19 Une application analytique a valeurs d&mR,; est donc continue.

Puisque% est un homéorphisme &P, le théoreme de I'application ouverte admet le corollaire
suivant.

Proposition 30 SiQ est un ouvert connexe P, et f: Q — CP; une application analytique
non constante alors f est ouverte.

Application Une fraction rationnelle est une application analytiqueCé dans elle-méme.
Si elle n'est pas constante elle est ouverte. Elle est progir€P; est compact. OCP; est
connexe. Elle est donc surjective.

Définition 16 L'ensembleC{z} est un anneau intégre. Son corps des fractions @({)Zé[%]
s’appellele corps des germes de fonctions méromorlihaatraction% est I'inverse dez. C’est
un corps différentiel : la dérivée dpestABAE.

Propriétés Cette notation est justifiée par I'observation suivantét 83 € C{z} non nuls et
N =w(B) —w(A). SiN <0 alors il existeC € C{z} unique tel quéA = BC. De plusw(C) = —N.
La fraction% est égale &. Si N > 0 alors il existeC = y-9CaZ" € C{z} unique tel que
ZNA = BC. De pluscy # 0. La fraction% est égale a la fractioﬁq. Elle s’écrit de facon unique
£=P(1)+D(z)0tP(2) e C[i] etD € C{z} : P(1) = CoZ +... + Cn-12 €tD = T CnsnZ’.
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Définition 17 Le nombre—N = w(A) — w(B) s’appelle lordre de% et il est notéoo(g\). Son

opposé s’appelle lmultiplicité du péle. Le pble estimples’il est de multiplicité 1. La fraction
P(2) = co + ... + tn-13 S'appelle Iapartie polairede §. Le coefficientcy_1 estle résidude

£ etil est noté Reg). La partie polaire est nulle si et seulemenif) > 0. Siw(g) > 0 alors

ce nombre s’appelle laultiplicité du zéro.

Remarques 20Uordre d’'un germe de fonction méromorphe est un morphismestif entre le
groupe muItipIicatifC{z}[%] \ {0} etZ. Les applications partie polaire et résidu sont linéaires.

Propriétés A chaque germe de fonction méromorghe= 5 = P(2) + D(z) € C{z}[1] est as-
sociée une fonction analytigieappeléesomme de Fet définie sur le disque de convergence
D, deD sauf en 0 F(2) = P(1) + D(2) ot D est la somme dB. La dérivéeF’ a pour somme

la dérivée de-. Si I'ordre w(F) est positif ou nul alor§ € C{z} etF est analytique en.i
I'ordre w(F) est negatif alors lig_o |[F(2)| = + et% se prolonge analytiquement enAlnsi

F se prolonge en une application analytiqudxlaedans la sphér€P;. Inversement a toute ap-
plication analytiquef : U — CP1 définie sur un voisinage de 0 est associée un germe fonction
méromorphé = & € C{z}[1].

Définition 18 Une fonctionméromorphesur un ouverQQ de CP; est une fonction analytique
f qui vérifie les propriétés suivantes. Elle est définie(dyrr ou # est sous-ensemble fermé et
discret deQ. Sizy € » alors:

- Zp # o etz— f(zp+ z) coincide avec la somme d’'un germe de fonction méromoFghe:

A 1

g € C{z}[3]

- 7o = etz f(1/z) coincide avec la somme d’un germe de fonction méromokgre % €
c{z}[d].

L'ensembler s’apellediviseurde f. Les points dep sont les pdles dé. Sizy € » I'ordre (resp.
la partie polaire, le résidu) deenzy est I'ordre (resp. la partie polaire, le résidu)g L'ordre
est notéwy,, () et le résidu Reg(f). La multiplicité du pdlezg est la multiplicité du pole dE,.
C’est 'opposé de l'ordre. Le pOlr) estsimples’il est de multiplicité 1. S, (f) = 0 alorsf
ne s'anulle pas em. Si w,,(f) > 0 alorsf s’annule err, et on dit quezg est unzéro de f de
multiplicité wy, (f). Sizp n’est pas un pdle ou un zéro delors Reg (f) = 0 etw,, (f) =0.

Notation 7 On notewm (Q) I'espace des fonctions méromorphe<sile

Exemple 14 Les fonctions rationnelles sont méromorphes.

Remarques 21Supposong2 connexe. On vérifie alors facilement que(Q) est un corps
différentiel. SiQ C C c’est méme le corps des fractionsd&Q) (théoréme non démontré dans
le cours). Il résulte de ce qui précéde qu'il y a une corredpane entrev (Q) et I'ensemble
des applications analytiques fedansCP; autres que la constante

Remarques 22Si zg # « et P = 0 alorsf se prolonge eizy en une fonction analytique. Les
applications qui & € a (Q) associe sa partie polaire ou son résidzgesont linéaires.

Proposition 31 SoitQ un ouvert deC, f € & (Q) et soit UC Q un ouvert relativement com-
pact deQ. Il existe une fonction rationnelle R et une fonction analyé ge o(U) telle que
la restriction a U de f coincide avec Rg. Plus précisément I'ensembie des poles de la
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restriction de f aU est fini et
1
Rz)= Y R(-—)
zgf Z—4
ol F.’(Zflzi) est la partie polaire de f en z 2.

Preuve La finitude de? résulte de la relative compacité de Le reste est immeédiat.
[}

Corollaire Si f= £ est une fraction rationnelle elle admet une décompositioréléments
simples. Si elle n’a pas de podle c’est un polynéme.

PreuveLe diviseur def est? = Q~1(0). On écritf = R+gavec

RD = 3 P

ZEP

etgune fonction entiere. Saitle degré dd On alimy_, ;o | f(2)/2" | =0et im0 |R(2)| =
0. Par consequent ligp_., , o, lg(z) /2| = 0. D’aprés Liouville,g est un polynéme de degré au

plusn.
[}

Corollaire Si f: CP; — CP7 est une application analytique alors c’est une fractionoanelle.

PreuveSoit? = f~1(c0) NC. C’est un ensemble fini. SAR(2) = 3, < P.(Zflzi). Alors f —R=
g est une application analytique de la sphére dans elle-mé@inestelle quey(«) N C est
vide. Sig() # o alorsg est bornée donc constante. Sirtba —wx(g) > 0 et lim,_.o % =0.

Par conséqueigtest un polynéme de degré au ptud_iouville) et f est une fraction rationnelle.
[ ]

Proposition 32 Si h: CP; — CP1 est une bijection analytique alors h est une homographie.

Preuve Si h(e) € C on poseH = Wl(m) Sinon on poséi = h. Il suffit de montrer qued est

affine. Puisqué (o) = c0 on aH(C) = C. Finalement la restriction dd & C est une fraction
rationnelle sans pole et injective. L'absence de pble aspue c’est un polyndme. Linjectivité
permet de conclure que est affine.

[ ]

Définition 19 Soit f € o (Q) non nulle. Ladérivée logarithmiquele f est la fonction méro-
morphefT.

Soit f € a0 (Q). Si f = g/h en restriction a un ouvet alorsz/ =9 hﬁ/ Ainsi les poles
de la dérivée logarithmique dE sont les zéros et les pbles de Puisque la dérivée d’'une
série formelleA = 3 - gan2" = agZ(1+ ¥ o1 2£92") d'ordred est la sérieN = dagZ (1 +

Sn>1 %z”), il vient dA= zA(1+ zB). Ce calcul appliqué aux séries entiéres associées
agethen un zéro ou en un pély de f montre quezy est un pble simple de la dérivée
logarithmique et que le résidu de la dérivée logarithmiquepeest égal a I'ordre dé. S'il est
positif zy est un zéro dé et le résidu est égal a sa multiplicité. S’il est négagiést un pble de

f etle résidu est égal a I'opposé de sa multiplicité. Ceci seme en :
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Proposition 33 Si f € a (Q) et ze Q alors Re:“sz/ = wy(f).
On déduit obtient de ce calcul et du corollaire précédent :

Proposition 34 SoitQ un ouvertdeC, f € o (Q) et soitUC Q un ouvert relativement compact
deQ. On poser = f~1(w) etz = f~1(0). Il existe une fonction analytiquegQ(U) telle que
f/ (f
LS s )
ze(2Uz)NU Z—4

sizeU.

VII Exponentielle et logarithme

Notation 8 Sizy € C et 0<r < R< + on noteCR(z) la couronne{r < |z—z| < R}. On
poseCri(0) = Cf.

Proposition 35 Soit pe C. Les fonctions analytiques s@ qui vérifient I'’équation différen-
tielle ' = pf () sont les fonctions de la formeexp(pz) ouA € C.

Preuve Les fonctions\ exp(2) sont bien solutions de. Réciproquement, en dérivant I'équa-
tion différentielle &) on constate que les solutions d@ yérifient f(W = P f pour toutn € N.
En évaluant a I'origine et en utilisant la formule de Taylortoouve que sif est solution de
(x) alors sa série de Taylor est de la forkg,- :], La fonction f est donc bien du type
Aexp(p2).

Proposition 36 Les fonctions analytiques s@ qui vérifient I'équation fonctionnelle (£ +
z) = f(Z) f(2) (xx) sont les fonctions de la fornexp(uz) ou pe C et la fonction nulle.

Preuve En appliquant la formule de Taylor @= exp(uz) enZ on constate qug(Z + z) =

anopngg’)zn = 9(Z)Yn=0" gg,) = g(Z)g(2). Par conséquent les fonctions épp sont bien
solutions de £x).

Réciproquement considérons une fonction analytifjselution de £x). Alors en évaluanf

a l'origine et en écrivant 8 0+ 0 on obtientf (0) = f(0)? et doncf(0) = 0 ou f(0) = 1. Si

f(0) =0 alorsf(z) = f(0+2) = 0f(z) = 0 doncf est nulle. Supposons donc qéi€d) = 1.

SoitZ € C. Dérivons (au sens complexe) a I'origine I'application: f(Z +2) = f(Z)f(z). On
obtient quef’(Z) = f(Z) f’(0). Par conséquertt est une solution dexj avecu = f/(0).

Remarques 23
- Pour montrer l'identité ex{z+ Z) = exp(z) exp(Z) on peut écrire

27! 27! ¢ Z z_
% %k-ﬁ- k'“ k>OIZ) k! k>0 k! Z) I!
Ceci est permis ca(m)neN est sommable.
- Size C, expzexp(—z) = 1. En particulier expC) C C*.
- Les preuves des propositions sont locales : les solutieis)du de(xx) danso (D) sont du
méme type que les solutions entiéres.

z+z’

La proposition précédente est équivalente a :
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Théoréme 16 Si@: (C,+) — (C*,X) est un morphisme analytique alaggst du type exfuz).

Proposition 37 L'application exp :R —]0,+[ est un homéomorphisme [Exp(x +iy)| =
expx si z=x+1iy € C.

PreuveSix > x> 0 alors exX' = Zn20§ > ano)r(,—T = expx > X. Ainsi exp(—x) = 1/ expx >
1/expX = exp(—X') < 1/X. Donc exgR) C]0,+o0o[, limy_, 4 €XPX = 400, limy_, o €XpX = 0
et exp en restriction R est strictement croissante et continue. C’est donc un horogghisme
deR sur]0, 4.

Siz=x+iy alorsexp(x+iy) = exp(x—iy) donc

|exp(x+iy)|? = exp(x+iy) exp(x—iy) exp(2x) = (expx)2.

Proposition 38 L'exponentielle est surjective d& dansC*. De plus si x€ R alors exp(x+
iIR) = Sexpx et si ye R alors exp réalise un homéomorphisme enfRet iy et la demi-droite
réelle]0, +ooexp(iy).

Preuve Puisque exp R —]0, 4| est un homéomorphisme et guexp(x+iy)| = expx on a
exp 1(Sexpx) = X+ iR si x € R. De plus puisque exp+ iy) = expxexp(iy), I'exponentielle
réalise bien un homéorphisme enRe-iy et la demi-droite réell§0, +-oco[exp(iy).

Pour montrer que eX) = C* il suffit donc de montrer qu&; = exp(iR). Or, S; est connexe
et exp est ouverte. Il suffit donc de montrer que(&Rp est fermé dans;.

Puisque exp est ouverte il existe-k > 0 tel que le disqu®¢(1) de centre = exp 0 et de rayon
€ est dans ex{tC). Soitu € exp(iR). Montrons queu € exp(iR). Il suffit de montrer ques €
exp(C) car exp 1(Sexpx) = X+iR. Puisqueu € exp(iR) il existev € iR tel que|u—exp(iv)| < €.
Ainsi u/exp(iv) € Dg(1). Il existe doncw € C tel que expw) = u/exp(iv). Par conséquent
u = exp(iv+w) etu a donc un antécédent.

[ ]

Proposition 39 L'exponentielle est périodique. Plus précisément, il texisréel strictement
positif tel que si e C* il existe ve C tel queexp(u) = v+ 2Z.

Preuve La restriction exp iR — § = exp(iR) est ouverte puisque exp est ouverte. De plus
exp(iR) = S. Si cette restriction était injective ce serait donc un homégphisme. Ce n’est
pas possible car le cercl est compact et la droitdR ne I'est pas. Par conséquent il existe
u e S qui possede au moins deux antécédents. 8ditn d’eux. Il résulte de la propriété
de morphisme de I'exponentielle que expu) = w+exp 1(1). Par conséquent= 1 a aussi
plusieurs antécédents et il suffit donc d’étudier le groujmtitdi exp—1(1) (c’est a dire le noyau
de exp). Puisque exp est localement inversible, &P est un fermé de (inclus dansR)

et sans point d’accumulation. Ainsi exi{1) \ {0} est un fermé non vide. Il existe dans
exp 1(1)\ {0} qui minimise la distance & l'origine. Soit € exp1(1). Soitn € Z tel quenv
minimise la distance d€ avZ. Puisque Qv etV sont alignés on & —nv| < |v|. OrV —nvest
un antécédent de. Par conséquent = nv. Ainsi exp (1) = vZ. Le nombrert recherché est
V/2i ou son oppose.

[}
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Remarque 24 L'ensemble 2rZ est le noyau du morphisme exp

Corollaire Soit be C* et ne N. L'équation Z —b = 0 a exactement n racines. De plus
si exp(u) = b alors les racines de I'équation sont les hombeas((u+ 2ikm)/n)) avec ke
{0,...,n—1}.

Preuve Puisque exfC) = C* sin = 0 I'’équation n’a pas de racine etrsi> 0 alors il existeu

tel que expu) = b. Supposons > 0. La description de toutes les racines de I'équation découle
du fait quez € C — exp(nz) € C* est un morphisme surjectif dont le noyau €$tz

[ ]

Proposition 40 exp2 =I.

PreuvePuisqugexp(it))? = 1 et exgim) # 1 on a exyim) = —1. Ceci implique unexp%‘)2 =
—1 et donc que ex§ C {i,—i}. D’autre part, I'applicationt € R — exp(it) € S est une pa-
ramétrisation du cercle unité par I'abscisse curviligne %&xp(it) = iexp(it) est de norme
1. L'axe réelR sépare le cercl& en deux composantes connexes incluses dansz> 0}
et {Iimz< 0}. Lune d’elle est paramétrée bijectivement via @kp par l'intervalle |0, T,
l'autre par| —11,0[. Puisque la dérivée dec R — exp(it) ent = 0 vaut 1, on en déduit que
exp(i]0, () C {rm z> 0}. En particulierg e (exp'}) > 0 et donc exgf =i.

[ ]

Définition 20 Size C*, on appelleargumenideztout réeld tel que exyio) = z/|z].

Soitz € C*. Puisque exfC) = C*, le pointz admet au moins argumeétet puisque BZ est
le noyau de expl’ensemble des arguments dest0 + 21Z. Le pointz admet un et un seul
argument dans chaque intervallg + 2.

Définition 21 Size C on pose

cosz— exp(iz) +exp(—iz) sinz— exp(iz) — exp(—iz)
2 2i '

On peut vérifier que :

Proposition 41 Les fonctiongoset sin sont entieres2mt périodiques et vérifient
1) cosz+isinz= exp(iz)
Kk X2k+l

2) cosz= zkzo(—l)ké—zkk)!, sinz= Yyo0(—1)Zeray
3) cosz = cog —2), sinz = sin(—z)
4) cog +sirt =1
5) sin = cos cos = —sin
6) cogz+1/2) = —sinz, sin(z+ 11/2) = cosz
7) cogR) =sin(R) = [-1,1]
8) cos(C) =sin(C)=C
9) cos }(cosz) = (z+2nZ) U (—z+212),
sin-1(sinz) = (z+2nZ) U (M- z+ 212)
Définition 22 La fonctiontangenteest la fonction analytique définie par taa g(')”é Elle est
définie etre-périodique suC\ +T1Z. Elle s’annule surZ. Son mversés% est lacotangente
et elle est définie sUL \ TZ.
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Remarque 25 Les restrictions & des fonctions trigonométriques précéedentes corresponden
aux fonctions trigonométriques usuelles.

Définition 23 SoitQ un ouvert deC. Unedétermination du logarithmsurQ est une fonction
analytiqud € 0(Q) telle que expl(z)) =zsize Q.

Remarque 26 Si0e Q alors il n’existe pas de détermination du logarithmeQur

Proposition 42 Si | est une détermination du logarithme sur un ouvert coagkeles détermi-
nations du logarithme sur cet ouvert sont les applicationlmm,n € N.

Preuveles application$+ 2itn,n € N sont clairement des déterminations du logarithme. Réci-
proguement, soit une détermination du logarithme. ¢ Q alors expiL(z)) = exp(l(2)) =z
Donc il existen(z) € Z tel queL(z) —1(z) = n(z). La fonctionz — n(z) est continue sur un
ouvert connexe et a valeurs entieres. Elle est donc coestant

[ ]

Corollaire Sil et L sont deux déterminations du logarithme sur un ous@nhexe? alors pour
touszZ € Qonal(Z)—-1(z) =L(Z) - L(2).

Proposition 43 Soit U un ouvert connexe et non vide @eSi la restriction deexpa U est
injective alors il existe une détermination du logarithrie & = exp(U ).

Preuve Si exp :U — Q est injective alors elle est bijective et sa réciproque ealgique. Cette
derniére est une détermination du logarithme.
[ ]

Notations 9Sit € R on posed; = [0, +oo[exp(it) et Q; = C\ &. On noteQ™ = {rm z> 0} et
Q™ ={1mz< 0}. On pose enfimB; = {x+1iy :y €]t,t + 211.

Remarque 27 Puisque expB; — Q; est bijective, il existe des déterminations du logarithme
sur 'ouvertQ;.
En revanche :

Proposition 44 Soit r < R€ [0, +]. Il n’existe pas de détermination du logarithme syt €
{r <z <R}.

Preuve On raisonne par I'absurde. Supposons bgeit une détermination du logarithme sur
CR. Sa restriction &CR\Jr,R[ est une détermination du logarithme sur ce domaine. Seit
Jr,R[. Considéronsf :]0,2r{— C définie parf(t) = I(sexp(it)). Alors f(t) = f(m) +it —im
sit €]0,2r]. Par conséquerlts) = limg f(t) = f (1) — iTt mais aussi(s) = | (sexp(2im)) =
limor f(t) = f(1) + i1t C'est la contradiction recherchée.

[ ]

Définition 24 La détermination du logarithme s@; = C\| — «,0] qui vaut O pourz= 1
s’appelle ladétermination principal@u logarithme et elle est notée log

Remarques 28Six €]0, +[, logx coincide avec le logarithme usuel.ISist une détermination
du logarithme définie au voisinage d’'un poi¥ C* alors il existe un argumerit(z) de z tel
|(z) =log|z] +i6(2).
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Proposition 45 SoitQ ouvert connexe etd 0(Q). Si | est une détermination du logarithme
alors I' = 1/z Réciproquement, sf & 1/z alors il existe a C tel que I+ ¢ soit une détermi-
nation du logarithme.

PreuveSil est une détermination du logarithme albfg) = 1/ exg(1(z)) = 1/exp(l(2)) = 1/z
Réciproguement considérohs 0(Q) telle quel’ = 1/z Soit zg € Q. Soit ug € C tel que
exp(Up) = zp. On posec = Up—I(z), L=1+cetg=zexp(—L). Alorsg =0 carl’' =1/z
PuisqueQ est connexe ceci implique queest constant. Ogy(zp) = zpexp(—Up) = 2o/2p = 1.

Par conséquemfvaut 1 exp(L(z)) = zet doncL est une détermination du logarithme.

[ ]

Exemple 15 La sommel de la série logarithm§ - (’12]”712” vérifie L(0) = 0 etL’(z) =
1/(1+ z). Par conséquert(z— 1) est la détermination principale du logarithme sur le disque
de centre 1 et de rayon 1 (rayon de convergence de la sériéloge).

Une conséquence immeédiate de la propriété de morphismexjmhentielle est un analogue
partiel pour les déterminations du logarithme.

Proposition 46 Soit h € 0(Q1) et I, € 0(Q2) des déterminations du logarithme sur des ou-
verts. Siz € 0(Qs), I'application | : zQ, — C qui & z associellz;) +12(z/z) est une déter-
mination du logarithme.

On déduit de cette proposition et du développement de larditation principale du loga-
rithme en 1 le résultat suivant.

Proposition 47 Soit 3 # 0 et soit b € exp 1(z). La détermination du logarithme béfinie

sur le disque %(Zo) et qui vaut § en z admet le dévelopement en série entiére suivant : si
_1\n-1

|z| < |zo0| alors I(zp+2) = |O+Zn21( 12‘ %

Définitions 25Sin € N* on appelledétermination de la racine n-eme de z suune fonction

analytique\n/ € 0(Q) telle queyZ' = z (on note 7/ = \/). SiaeCetl:Q— C estune

détermination du logarithme alors on appelktermination de la puissanc@ associée a la

fonction py définie parpy(z) = exp(al(2)) size Q.

On obtient facilement :
Proposition 48 py = apg—1 (Sia # 0), Parp = PaPg, 2= (P1)" et jy(2) =" sine N.

Exemple 16 La racine carrée admet une détermination sur tout domainkeguel il existe
une détermination du logarithme.

Proposition 49 SoitQ un domaine connexe sur lequel la racine carrée possede uapmiéa-
tion notée\/. Alors la racine carrée posséde exactement deux déterroimasurQ, J et—y/.

Elles sont injectivesy/QN—/Q =0et0¢ Q.

Preuve Il est clair que si,/ est une détermination de la racine carrée aleg en est une
seconde. Puisqu\q a une réciproque a gauche elle est injective/& n’est pas un voisinage

de l'origine (% n’est pas injective au voisinage de I'origine). Par conség@¢ /Q et donc
0¢ Q. S'il existez,Z € Q tels que/z= —+/Z alors en élevant au carré on obtient Z et
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donc,/z=z=0, ce qui est contradictoire avec ce qui précedey &t une détermination de la
racine carrée, elle est égalg asur un fermé de Q, elle est égale &,/ sur un fermé&’ de
Q, FNF’ estvide alors quE UF’ = Q. PuisqueQ est connexe, I'un des fermés est vide. Il n’y
pas trois déterminations de la racine carréesur

[}

Proposition 50 Soit r < R e [0,+]. Il n'existe pas de détermination de la racine carrée sur
la couronne &.

Preuve On raisonne par I'absurde. Supposons geeit une détermination de la racine carrée
surCR. Quitte a prendre son opposé on peut supposegqﬁ?) > 0. Sa restriction &R\] —

R, —r[ coincide ave@ — exp(%logz) ou log est la détermination principale du logarithme.
Considéronsf :] — i, m{— C définie parf(t) = g("sRexp(it)). Alors f(t) = g("5®) exp(¥).
Ainsi g(—5R) = limy f(t) = ig(5F) mais aussy(—%F) = lim_p f(t) = —|g(r+R) Cest la
contradiction recherchée.

[ ]

Définition 26 Le cosinus hyperboliquéde sinus hyperboliquda tangente hyperboliquet la
cotangente hyperboliqusont définis par :

smlz sinh cosh
coste = cosiz, sinhz= , tanh= 55, cothz= 7.

VIII Une formule intégrale fondamentale

SoitR > 0 etg une fonction continue d&k dansC. Size C\ Sz etk € N on pose

2n i
0(2) = o / (Rg)((lz(i);pgtg))kﬂiRexp(it)dt

Sine Non pose

1 2 g(Rexp(it)) . :
= _2in/o —(Rexp(it))”HIRexmt)dt
1

2T[ . . n—1: .
=2 s g(Rexp(it))(Rexy(it) )" tiRexp(it )dt

Exemples 17Soitm € N. Sig(z) = Z" alors leshy,n > 1 sont tous nuls et lea, sont tous nuls
saufam qui vaut 1. Plus généralement/siest la somme d’une série enti€fg.oa,z' de rayon
strictement supérieurRalors on a l'identité

1 2t A(Rexp(it)) . .

= — ————=R t)dt
an 2IT[/0 (Rexp(lt))”+1I exp(it)

Sig(z) =z Metm= 0 alors lesa, sont tous nuls et lels, sont tous nuls sauf;, qui vaut—1.

On estimga,| on fonction de sup s [9({)]-

Proposition 51 (estimations de Cauchy) SiqN, |a,| < sm%;‘g@'.

Preuve [aq| < 4 2T RSB Ryt < SR=gIC)]
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Proposition 52 Le rayon de convergence de la série=Ay ,-pa,Z' est au moins R et celui
de la série B= -1 bnZ" est au moinsl/R. De plus si|zl < R alors @(z) = Yn>0anZ" et

gg()(z) = Ok(z) pour ke N. Si|z| > R alors (z) = S >1 bn%. En particulier gy est analytique.
Preuve Soitz e C\ fixé tel que|z] < Ret soitk € N. On posen = %. Sit € [0,2m,

ok 1 B k! B 1 k!
0Z Rexp(it)—z  (Rexp(it) —2)}1  (Rexp(it))*1 (1—

zZ_ )k+1
Rexp(it)
donc on obtient en développant le troisieme terme

K 4
Rexp(it) 21~ 2, (K ey

et Ynsol(N+1)...(n+ k>(Rexp(§3)”+k+1| < Rklﬂ Snso(nN+1)...(n+k)n". De plusg est bornée
car continue sur le compa&. Par conséquent a fixé la suite de fonctiondy(z)(t) =
S o(n+1)...(n+ k)%mexpﬂt)z“ définies suff0, 2 converge uniformément vers

k'%mexmt) Prenonsk = 0. Puisquefoz’T fo, (2)(1)dt = 51 _,anZ", on obtient en

faisant tendrd vers l'infini go(z) = S>0anZ". Ainsi le rayon de la séri§ ~panz" est au

moinsR et sik e N ggk)(z) =Snso(N+1)...(n+Kk)ankZ". De plusfy(z)(t) = g—:k foi+k(2)(t).

Ainsi fOZ” fi 1 (2)(1)dt= S _o(n+1)...(n+K)an 2" et on obtient en faisant tendrgers l'infini

G(2) = Sn-0(n+ 1)...(n+K)an 1. Ceci prouvegy” = g

Soﬂze C\ fixé tel que|zl > R On posen = i ‘ Sit € [0,2m,

1 1 1 B (Rexp(it))"1
Rexp(it)—z  z1_ Rexzp(it) N n; 2
et Yps1| Re’(p('t | <@ L Sn=0n". De plusg est bornée car continue sur le compSst Par

conséquent Ia suite de fonctions
K 1
Z g(Rexp(it)) Rexp(it))”*liRexp(it)?

définies suf0, 217 converge uniformément ve%ﬂ?exp@t) En intégrant sur l'intervalle

(0,211 il vient quedo(2) = Yn>1 bn%. Ceci prouve aussi que le rayon de la s&jg, bnz" est
au moins YR
[ ]

Proposition 53 (estimations de Cauchy) SezDr et ke N,

W ()| < KR
‘g (Z)| _ZSGUSE‘Q(ZN(R_‘ZDKJFJ'

Preuve g (z2)| < & 5”%%3 SUQGSR‘Q(Z”(R_T!%‘
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On considére maintenant une suite de fonctions contigudsgfinies suiSg et qui convergent
uniformeément verg."On noteg; « les fonctions définies par

iRexp(it)dt si|z| # R

0142 K /Ozﬂ gj (Rexp(it))

~ 2imJo  (Rexp(it) — 2+t

et on pose

21 A i
Gk(2) = 2k|—ln /O (Rg)((lz(i);pgt;))kHiRexp(it)dtsi 2 £R

Proposition 54 A k fixé, g est la dérivee keme dg g et la suite g x converge uniformément
sur tout compact de Rpversgi qui est la la dérivée keme dp.
Preuvell suffit de remarquer que sic]0, R| alors

sup | d(Rexp(it)) — gj (Rexp(it)) < |G(Rexp(it)) — gj(Rex(it))|

t€Iﬂjézrn] (Rexqit) - Z)k+1 B te[0,2r1 (R_ r)k+1

Rexp(it))—g;j (Rexp(it

(Rexp(it)—z)k+1 ))‘ tend vers O

et donc la suite SUp_ (0. 2ny \G(
[ ]

On applique cette proposition}éﬂlzo anZ" 0U'y 1>panZ" est une série de rayon strictement supé-
rieur aR. Si on noteA sa somme on obtient (en utilisant les calculs des exempleglot du
chapitre) :

Corollaire (formule de Cauchy pour les séries entiéres) $qifpa,z’ de sommée\ et de rayon
strictement supérieur a.F5i|z| < R alors

21 i
AW (7) = zkl_'n /0 (R’;is(i’;pf'tz>)3(+liRexp(it)dt si ke N.

De plus si ne N alors

1 2™ A(Rexp(it)) . :
an= ﬁ/o WlRexp(lt)dt.

IX Formes exactes et localement exactes,
intégrales curvilignes, indices

Définition 27 SoitQ un ouvert de&C. Unel-forme différentielle a valeurs complexes abrégé
uneforme)w = adx+ bdy surQ est une application continue de Q dans I'espacé (C,R?)
des application®-linéaires deR? dansC. Si les coefficients a et b sonft6n dit quew est X
(k€ NU{e}). On noteA}(Q) le C-espace vectoriel des formes définies Qur

Exemples 18
f

-w=df = %dx-ﬁ— g—ydyavecf : Q — C différentiable.

- Si f est holomorphe alore = fdz
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Notation 10 Size€ Q on posgw(z)| = supy1|w(2z) - u[. En particulier siw(z) = g(z)dz(i.e
=ia) alors|w(z)| = |g(2)|.

Définitions 28 Soit w une forme définie sur un ouvedt. Elle est diteexactesi c'est la dif-
férentielle d’'une fonctiorf qui est appelégrimitive de w. Elle est ditelocalement exactsi

toutzg € Q admet un voisinage sur lequelest exacte. SupposoasC!. Elle est diteferméesi
ob_da_ g
ox oy

Remarque 29 Les formes exactes (resp. localement exactes, ferméesgmdrunC-espace
vectoriel.

Exemples 19

- dx, dy, dzetdz sont des formes exactes.

- SoitA une série entiere de rayon infini®tsa somme. Aloreo= Adzest exacte. Une primitive
dew est la somme de I'antidérivée 1

- Sin > 1 une primitive ded—Z surC* estm

- La formew = 4 €% est localement exacte mais n'admet pas de primitiveCSucar il n’existe
pas de détermination du logarithme €lir.

- Soitw; = de+ydy etuwy = XZ’:?’/SX. Alors wy = dlog|z est exacte e?zz = wy +iwy. Par consé-
quent la formewg est localement exacte mais elle n’est pas exact€sur

Proposition 55 (lemme de Schwarz) Si:f2 — C est G alors d f est fermée.

92f 92f

Il suffit d'utiliser 3y = -

Proposition 56 (lemme de Poincaré) 8i= adx+bdy est ¢ et fermée alors elle est localement
exacte.

PreuveSoitz, € Q ete > 0 tel quezo+] —¢,€[2C Q. On posef (x,y) = [5a(u,0)du+ [ b(x,v)dv.
En dérivant sous le signgon obtient :
S 0cy) =a(x0)+ [ R v)dv=a(x,0) + f§ B(x,v)dv=a(xy)

a_y(X7 y) = b(X7 y)

Définitions 29 0n appellearc une application continug: [a,b] — C = R?. On dit quey est un
arc de l'ouverQ siy([a,b] C Q. Si I'applicationy est injective on dit qug est unarc plonge.
On appelldacetun arcy tel quey(a) = y(b). Si I'applicationy restreinte da, b[ est injective on
dit quey est unecourbe de Jordan.

L’ opposé-yd'un arcy: [a,b] — C = R? est 'arc—y: [a, b] — R? défini par—y(t) = y(b— (t —
a)).

La sommedeux arcsu : [a,b] — C = R? et : [c,d] — C = R? tels quea(b) = B(c) est I'arc
o+ B [2¢, bEd] — R? défini par :a + B(t) = a(2(t — ¢/2)) sit € [25¢, I eta + B(t) =
B(2(t—b/2)) sit € [PFC, 5],

Notation 11 Siy: [a,b] — C =R?estunarc ea < c <d < balorsy! est la restriction dg a
[c,d] etyS est 'opposé ded.
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Définition 30 Soity: [a,b] — C un arcC par morceaux ab une 1-forme différentielle définie
sur un voisinage dg([a,b]). On appellentégrale dew le long dey et on notefyco le nombre

b
Jyw= [z w(v(t)).y(t)dt.
Avec cette définition la formule de Cauchy pour les sérieesrg devient :

Corollaire (formule de Cauchy pour les séries entiéres) $qifpa,z' de sommé\ et de rayon
strictement supérieur a R gft) = Rexp(it) sit € [0, 2r7. Alors

ki Az :
AR (z9) = ﬂ/\/#dz Si |zo) <R et ke N.

Remarques 30L'applicationw — fyco est une formec-linéaire.

Siw=df alors [(w= [, df = f(y(b)) - f(y(a)).

Soit@: [c,d] — [a,b] un homéomorphisme croissamnt,[a, b] — Q un arc eto une forme définie
surQ. Si @ ety sontC! par morceaux alorgo(poo: fyw. C’est la formule du changement de
variables.

Proposition 57 | [{ w| < sup||w]| - longueur dey.

PreuveOn al /| < [ |e(y(t))-y (t)]dt < [ [ox(y(t))|-IY (1) dt < supy|co| - longueur dey.

[ J
Proposition 58 On a [, gw= [, W+ [gwet [_,w= — [, wquand ces termes sont définis.

Proposition 59 Si f: Q — C est C surQ connexe et d = 0 alors f est constante.

PreuveSoitze Q ete > 0 tel queDg(z) C Q. SiZ € Dg(2) ett € [0,1] on posey(t) = (1—t)z+
tZ. Alors f(Z) — f(z) = /,df = 0. La fonctionf est localement constante arconnexe. Elle
est donc constante.

[ ]

Corollaire Deux primitives d’une forme sur un ouvert connexe différent d’'une constante.
Corollaire Si f et g sont deux primitives d’'une forraesur un ouvert connex@ alors pour
touszZ e Qona f(Z) — f(z) =9(Z) — 9(2).

Proposition 60 Soit r> 0 ety(t) = ir exp(it) sit € [0,2r]. Alors [, % = 2im

Preuve En effet soitl_g et Ig des déterminations du logarithme sﬂr_g et Qg. Puisque
y([0,m) € Q_nety([m, 2m]) C Q il vient

dz dz dz . ) .
/_:/ — 4+ — =IT+ITT= 2T
y Z v§ Z vat Z

0

Rappel Un ouvert connexe dé est connexe par arcs, par a@lspar morceaux et par segments
paralleles aux axes.
[ ]
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2

Proposition 61 Soit z = Xg+1iyp € C, € > 0 etw = adx+ bdy définie suf) = zp+] —€,€[< ou

surQ = Dg¢(2zp). Alors w est exacte si et seulement si

Yy

/Xa(u,yo)dqu/yb(x,v)dv:/Xa(u,y)dqu/y b(xo,Vv)dv

X0 Yo X0 0

pour tout z= x+iy € Q et alors une primitive dev est la fonction f définie par

X y X y
f(x,y):/ a(u,yo)du+ b(x,v)dv:/ a(u,y)du+ [ b(xo,v)dwv.
Xo Yo X0 Yo

Preuve C’est une condition nécessaire. En effetfFsest une primitive deo alorsF (X, yo) —

F(z0) = [ga(u,yo)du, F(xy) —F(x.Yo) = [y b(x,v)dv, F(xo,y) — F(20) = [ b(xo,v)dv et
F(x,y) — F(xo,y) = fx’(‘) a(u,y)du. Les sommes des deux premiers et des deux derniers termes
sont toutes les deux égale§ &,y) — F(z9).

C’est une condition suffisante. En effet si

X \ X y
f(x,y):/ a(u,yo)du+ a(x,v)dv:/ a(u,y)du+/ a(xo,Vv)dv
X0 Yo X0 Yo

alors en dérivant la seconde expression par rapparba obtientg—)f( = a et en dérivant la

premiere par rapportyaon obtientg—; =h.
[ ]

Remarque 31 Cette condition nécessaire et suffisante est équivalerite guke [, w =0 siy
est une paramétrisation affine par quatre morceaux du borordttangle a cotés paralleles aux
axes, inclus danQ et dont I'un des sommets ext

Corollaire Une formew définie sur un ouve® est localement exacte gjw: 0 des quey est
une paramétrisation affine par quatre morceaux du bord dectangle a cotés paralleles aux
axes et inclus dan@.

Corollaire (lemme de Poincaré) Soip z= Xo+iyo € C, € > 0 et w = adx+ bdy définie sur
Q = zp+] — £,€[% ou surQ = D¢(2). Si w est localement exacte alors elle est exacte et une
primitive est définie par

X y
f(x,y):/xoa(u,yo)du-l— g b(x,v)dv.
0

Preuve On posef (x,y) = fx’(‘) a(u,yo)du+ f)}(’) b(x,v)dv. D’apres ce qui précéde. Bi,y) € Q et
(X,¥) proche dex,y) alors

f(x’,}/)—f(x,y):/X)(a(u,y)du—l—/yyb(x’,v)dv:/XX/a(u,y)du+[/yb(x,v)dv

Et donck (x.y) = a(xy) et (x y) = b(xy).
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Proposition 62 Soitw définie surQ ouvert connexe d€. Alors w est exacte si et seulement
si [y = 0sur tout lacet & par morceaux inclus dar@. On obtient une primitive de la fagon

suivante. On fixegze Q et si ze Q on pose {z) = [,w ouy est un arc ¢ par morceaux
y:[a,b] — Q tel quey(a) =z ety(b) =z

Preuve Supposonso exacte et soif une primitive dew. Siy: [a,b] — Q est un laceC?! par
morceaux alors

w=f(y(t)) - f(v(@)) = f(v(t)) - f(v(b)) = —/ ®

Va W

et doncf, w= 0. La condition annoncee est bien nécessaire.

Montrons gu’elle est suffisante. Saite Q fixé. Soitzun point deQ. Puisque est connexe par
arcC! par morceaux il existe un ayc [a,b] — Q C* par morceaux tel quga) = zy ety(b) = z
On posef (z) = [, w. Le nombref(z) ne dépend pas de En effet soi3 : [a,b] — Q un arcC?
par morceaux tel qui(a) = zo etP(b) = z Alorsy—B estun lacet donf, w— [gw= [, =0
et doncf(z) = [zw. En considérant des arcs linéaires par morceaux parallalesoees on
constate qud est une primitive locale de au voisinage de tout point de. Par conséquent
festCletdf = w.

Dans toute la suite du chapitre on ne considére que des foocesment exactes.

Soitw une forme localement exacte sur un ou¥eret soity : [a,b] — Q un arc deQ. Puisque
y([a,b]) est compact il existe > tel que sit € [a,b] alorsDx(y(t)) C Q. Puisquey est unifor-
meément continue, il existe = a <t; < ... <ty = b tels quey([tx_1,t]) C De(y(tk)) = Uk Si

ke {1,...d}. De plus la restriction de» & chaque disquédy admet une primitivey.

Définitions 31La famille u = (ty, Uy, fk)1<k<d Ci dessous est diesssocié@ w ety. La primitive
dew le long dey et subordonnée &y, Uy, fx)1<k<d €st la fonctiorFZ ' [a,b] — C suivante : si
t € [t,t4] alors

F(t) = . Z I(fk(\/(tk)) — fie(V(tk=1))) + (fira(y(t)) — fira(y(t))).

l'ouvert Q, I'arc y et les disques |J

Remarques 32La fonctionFZ est continue et sj estC! par morceaux alorﬁz (t) = fyta w. En
particulier siw=d f alorsF} (t) = f(y(t)) — f(y(a)).

Proposition 63 La primitive Fz dew le long dey ne dépend pas da.

PreuveSoit u et v associéesa ety et soitFZ et Fq‘/’ les primitives subordonnées. L'ensemble
E={te[ab]:F)(t) - F{Z (t) =0} estun fermé et il est non vide car il contientl suffit donc
de montrer qu'il est ouvert puisquie, b] est connexe. Soite E, U un disque ouvert de centre
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y(t) inclus dans led et lesV; qui contienneny(t) et f une primitive dew surU. Puisque deux
primitives dew surU ne différent que d’une constante, il résulte de la définitieR, et deF,
que sit’ est voisin de alors

For (t) —F(t) = F(v(t) — F(v(1) = F(t') =F) (1)

Par conséquerii est ouvert.
[ ]

Notation 12 PuisqueF, ne dépend pas de on la noteFY et on posef, w= FY(b) —FY¥(a).
Ceci n’est défini que b est localement exacte.

Remarques 33'application qui aw localement exacte assoq"lyem est une formeC-linéaire.
Soity=a +B. Alors [[e= o+ [,B.

Soit @: [c,d] — [a,b] un homéomorphisme croissant; [a,b] — Q un arc etw une forme
localement exacte définie s@r Si @ ety sontC! par morceaux alorsY°?(d) = FY(b).

En utilisant les propriétés de linéarités de l'intégralena@port a I'addition des arcs on obtient
facilement (un dessin peut aider) :

Proposition 64 Soita : [a,b] — Q, B : [c,d] — Q deux arcsw une forme localement exacte
définie surQ et [u,u+w| C [a,b], [v,v+W| C [c,d]. On suppose que(u+t) = B(v+w—t) si

0<t<w. Alors
[ [o- [0 o [or], o
a B ay ab ay¥ ad

u+w V4+W

Définition 32 Deux lacetsyp : [a,b] — Q ety; : [a,b] — Q sonthomotopesiansQ s'il existe
[ :[0,1] x [a,b] — Q continue telle qué& (0,t) = yo(t) etl (0,t) = yo(t) sit € [a,b] etlF (A\,a=
(A,b) siA € [0,1]. lls sont dithomotopes a origine fix8ersquel (A,a) est indépendant de

Exemple 20 Soit f(z) = a;z+ ... € C{z} (a1 # 0). Sir > 0 petit alors le lacey: [0,1] —
C* défini pary(t) = rexp(2itt) est homotope dan8* a f oy. Pour le voir on écritf (z) =
sexp(2itu)z(1+g(z)) avecg € C{z} etg(0) = 0. Il existee > O tel que si|z| < € alors et
|9(2)| < 1. Choisissons €]0,g[. L'application

() € (0,12~ F(A1) = (14+A(2 - 1) expA2mu)y(t) (1+Agv(1)))
est une homotopie dais" entre les deux lacets.

Théoréme 17 Si w est une forme localement exacte définie sur un ouvest siyg ety; sont
des lacets homotopes dafsalors [ w= [, w.

Preuve SoitA € [a,b] et soitu = (tk, Uy, fk)1<k<d associée &, = [a,b] — Q,y\(t) =T (A1).
Si un p est voisin deA alors u = (i, Uy, fk)1<k<d €St encore associéeya On afyhoo =

Y o<k<d( k(W (tk)) — f((tk-1))) et fy, @ = Focked (fk(Yult)) — fk(Yu(tk-1))). Donc la dif-
férencef, w— fvp est égale a

Z ((Fk(ya(tk)) — fi(Wu(te))) — (F(¥a (t—1)) — fe(Yu(tk—1))))
o<k<d
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ou encore a
—(fava(@)) — fa(vu(@)))+

) Z d(( fi(Ya (t)) — fie(Vu(te))) — (Fir2(¥a (tk)) — Fier1(Yu(ti))))+

(fa(ya(0)) = fa(vu(b)))-

Puisque deux primitives d@ sur un ouvert connexe ne different que d’'une constante,-on re
marque que si & k < d alors

(fk(va(tk)) = Tr(Yu(t))) — (fera(Ya(tk)) — fira(Yu(te))) = 0.

Finalementf, w— fyuoo est égale a

(fa(ya(b)) — fa(yu(b))) — (fa(ya(a)) — fa(yu(@)))
ou encore a
(fa(va(b)) — fa(va(@))) — (fa(yu(b)) — fa(yu(@))).

Or les fonctionsfy, fq different d’'une constante sulh NUq4 car ce sont des primitives desur
U1 NUq qui est connexe. De plug, (a) =y, (b) etyu(a) = yu(b). Par conséquent

(fa(y(b)) = f1(va(@))) = (fa(vu(b)) — fa(vu(@)))
et doncfj, w— fyuoo: 0.

Une application de ce théoreme est la formule de Cauchy psdohctions analytiques.

Théoreme 18 (formule de Cauchy pour les fonctions analytiques) Sain ouvert deC, 7 €
Q et R> Otel queDRr(z9) C Qety: [0,1] — Q\ {20} un lacet homotope &: [0,1] — Q,[(t) =
7o+ Rexp(2itt) dansQ\ {z}. Alors

k! f(2) :
K

PreuvelLa forme(z_—';if))mdzest localement exacte dafds\ {zy}. Le lacety est homotope dans
Q\ {2} atoutcercld, : [0,1] — Q,I((t) =zy+rexp(2iTt) avecr €]0,R]. On a donc

f(2) _ f(2)
/y (Z— Zo)k+1dz_ /Fr (Z— Zo)k+1dz

sir €]0,R]. On a aussi par définition

f am f it)). ,
e [

On choisitr inférieur au rayon de convergence de la série entiére assatienzy et on conclut
a I'aide de la formule de Cauchy pour les séries entiéeres.
[ ]
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On verra dans le chapitre suivant de nombreuses consegudmcette formule.

Définitions 33SoitQ un ouvert connexe &b un point fixé deQ. Soit £, I'ensemble des lacets
de Q d’'origine zy et paramétrés par [0,1]. Cet ensemble est stable par addii® lacets, par
passage a I'opposé, I'addition est associative et le lacest le neutre pour I'addition. Par
consequentLy,,+) est un groupe. La relation étre homotope a origine fixée estreiation
d’équivalence dans,, compatible avec I'addition. Le groupe quotient s’appphemier groupe
fondamental d€Q, z) et il est notél11(Q, 7). Si z; est un autre point d® on montre que le
groupels(Q,z;) est isomorphe &11(Q,z). Pour cela on considére un amcd’extrémitész;
et zp et on commence par remarquer qug si L, alorsa +y— o appartient ac,. On peut
donc parler du groupe fondamental Qeet on le notd11(Q). Il est clair que deux ouverts de
C qui sont homéomorphes ont méme groupe fondamental. Cattenmssentielle en topologie
est due a Henri Poincaré. On dit gQeestsimplement connex& M1(Q, Zp) est nul. Ceci est
équivalent a supposer que tout lacetest homotope a un point. C’est le cas par exemple de
C ou deD1.0n vérifie sans peine les deux propositions suivantes :

lacet non homotope & un point dans un ouvert non simplemeaniece

Proposition 65 Soitg: Q — Q' un homéomorphisme entre deux ouvert€d&i I'un est sim-
plement connexe 'autre aussi.

Proposition 66 Les ouvert, Qg, Q+,Q~, B, Dy (2) sont simplement connexes.

Remarques 34Si Q est une forme localement exacte définie Qualors il résulte de ce qui
précede que sjo ety représentent le méme élémentde(Q,zo) alors [, w= [, w et par
conséquent on définit une applicatio : M1(Q,Z)) — C qui & la classey] d’'un élémenty de
A4, associef, w. Vu la proprieété d’addition de I'integrale, cette applicatiest un morphisme
de groupe. Suf2 simplement connexe cette application est nulle. Ainsi :

Proposition 67 Toute forme localement exacte définie sur un ouvert simpiecoanexe d€
est exacte.

La réciproque est vraie et sera vue ultérieurement.
Exemple 21 L'ouvert C* n’est pas simplement connexe (;f@rr%z =2T

Définition 34 Soitzy € C ety: [a,b] — C\ {2} un lacet. On appellmdice dey par rapport &
2 et on note Ing}(y) le nombrey- [, ;9.

Proposition 68 SoitQ un ouvert connexe de*. Il existe une détermination du logarithme sur
Q si et seulement $ndp(y) = O pour tout lacet dey.
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Preuve C’est juste une reformulation de la condition nécessaiuffisante pour qu%Z soit
exacte suf.
[ ]

L'indice d’un lacet par rapport & dansQ = C\ {2} est un invariant d’homotopie. Nous allons
montrer que c’est un entier qui caractérise les lace@ dedhomotopie pres.

Proposition 69 Siz € C ety: [a,b] — C\ {2} est un lacet alors I'indicénd,, (y) € Z.

Preuve Quitte a faire une translation on peut supposerzyue 0. Soit FY une primitive de la
forme localement exacl%Z le long dey. Sit € [a,b] on posey(t) = %exp(FV(t)). Montrons

queg vaut 1 Puisqueg(a) = 1 et quefa, b] est connexe il suffit de montrer qgeest localement
constante. Fixonse [a,b]. Soit| une détermination du logarithme sur un disg§ueentré en
y(t). Il existee tel que sit’ € [a,b] et |t' —t| < € alorsy(t’) € U. Par construction d&V, on a

FY(t') — FY(t) =1 (y(t")) —I(v(t)) et donc

y(t)
y(t)
Ainsi g est localement constante et donc vaut constamment 1. Pséquent-Y(t) est une

détermination du logarithme d;é% En prenant = b on obtient quq”y%z est une détermination

du logarithme de & %. Ainsi [, % € 2inZ et Incy(y) € Z.

g(t") = —50(t) - = =g(t).

xdy—ydx
X24y?

Remarques 35PuisqueS’ = dlog|z| +i et quedlog|z| est exacte on a sy = 0,

dy-yd
Indo(y) = %{fy XX¥+§2 %,

L'indice Ind,(y) mesure le nombre de tours du lagetutour dezg. Plus précisément on a :

Proposition 70 Soity de [0, 1] dans (X(z) (resp. §(20)) un lacet et ne Z. AlorsIndg,(y) = n
si et seulement gj est homotope dans{z) (resp. dans $(20)) au lacetl'y . défini par
Mo q(t) =2+nexp2imt) sit € [0,1] et otin €]r,R.

=

courbe d’indice 2 par rapport a l'origine

Preuve Soit FY une primitive dezf—go le long dey. Puisque Ing,(y) = n, FY(1) = 2itn. Soit
A >0 etB € [0,2r] tels quey(0) = zo+ Aexp(iB). L'applicationl : [0,1] x [0,1] — C\ {z}
définie par

[(s,t) = 20+ An1 Sexp(2in(1— s)nt+ sFY(t) + sif)
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est 'hnomotopie recherchée.

Lindice del'} estncar frn 92 =nf, -9 —2im
p,n MZon 220 MZn 22 :

[ ]

Remarque 36 On vient de prouver que le groupe fondamental d’'une couronr@un cercle
est isomorphe au groupe

Proposition 71 Soity: [a,b] — C un lacet etQ une composante connexe @e y([a,b]). Si
20,21 € Q alors Indy(y) = Indz (y).

Preuve PuisqueQ est connexe il suffit de monrer que la fonctioa Q — etInd,(y) est locale-
ment constante. Fixorzsz Q ete > 0 tel queDg(z) € Q. SoitZ € Dg(z). On posey =y—2Z.0n
a Indy(yz) = Indz(y). Il suffit donc de montrer que Indy, ) = Indo(Yz). Sis€ [0,1] ett € [a,b]
on posd »(s,t) =y(t) —sZ— (1—s)z Lapplication” est une homotopie entsg ety, dans
C\ {0} donc Ing(yz) = Indp(Yz).

Ind;(y) =0

e

variation de l'indice d’'une courbe par rapport & un point

Corollaire SoitQ un ouvert deC. SiC\ Q est connexe non borné alors pour tout lagete Q
ettout g € C\ Q, I'indice Ind,(y) est nul.
PreuveL'indice Indz(y) ne dépend pas dg € C\ Q carC\ Q est connexe. Puisqug\ Q est

non borné il exist®R > 0 etzy € C\ Q tels quey C Dg etz ¢ Dg. Or surDg la forme ;92 est

2
dz __
exacte donqy o = 0.
[ ]

Proposition 72 Siyest un lacet d'un ouvert simplement conn@xet si z ¢ Q alorsindy,(y) =
0.

Preuve En effety est homotope a un point daf¥set I'indice d’un lacet constant est nul.

Corollaire SoitQ un ouvert connexe dé*. Si Q est simplement connexe alors il existe une
détermination du logarithme su®.

Corollaire Soit Re]0,+] et K un compact non vide desDAlors Dr\ K n’est pas simplement
connexe.

Preuve Soitr €]0,R[ tel queK C Dy. L'origine et zy sont dans la méme composante connexe
deC\ S. Par conséquent Iggly) = Indo(y) = 1 avecy(t) = rexp(2itt) sit € [0,1]. Ainsi la
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forme Zﬂ—io est localement exacte mais elle n'est pas exact&siin particulierQ n’est pas
simplement connexe.
[ ]

Définition 35 Une courbe de Jordan &st I'image par un homéomorphisme du cercle unité.
On confond une courbe de Jordan et son image. On appmilde de Jordan paramétrée par
I'abscisse curviligneine courbe de Jord&t par morceaux qui peut &tre munie d’une paramé-
trisation par I'abscisse curviligne.

Exemples 22Un cercle, le bord d’un triangle, d'un rectangle et génénalet d’'un polygone
convexe ou étoilé sont des courbes de Jordan paramétrékabsaisse curviligne. Le dessin
d’un "huit" n’est pas une courbe de Jordan.

Proposition 73 Soit J une courbe de Jordan paramétrée par I'abscisse dgnel Alors J sé-
pare C en deux composantes connexes, I'une not¢est non bornée et I'autre notée @€st
bornée. Si z C,, alorsInd;(y) = 0 et si ze Cp alors est| Ind,(y)| = 1.

Remarque 37 Lhypothése de paramétrisation par I'abscisse curviliggtesuperflue mais sim-
plifie grandement la démonstration.

Preuve Soitt € [a,b[ et p=y(t). Il existen > 0, € > 0, un voisinage ouvert et carké de p et
une isométrie affine@tels que

- @U) =] —e.g[%,

-UNnJ=y(t—n,t+n[) sit£aetUnI=y(b—n,bjulaa+n|) sit=a,

-eUNI) ={(x, f(x):xe]—¢,g[}ou

O(UNJ) = {(x,9(x): x€ [0,e[}U{(x,h(x):x € [0,£[} avecf etgdes fonction€! par morceaux
et nulles en 0 et telles quEx) < g(x) six €]0,g|.

Par conséquent- &,&[?\@(U NJ) a deux composantes connex@set D, et] — €,[>N(Dx \
Dkx) = U NJ) sik=1,2. Puisquep est une isométrie affine, I'ensemitden J a deux compo-
santes connexe3; etC, etU N (Cc\Ck) =UNJsik=1,2

Montrons queC \ J a au plus deux composantes connexes Gaihe composante connexe de
C\ J. Alors C\ C est non fermé et non vide c&rest un ouvert non vide et différent @ De
plusC\ C C J puisqueC est une composante connexe@gJ. Soit p € C\ C. D’aprés ce qui
précede il existe un voisinagede p tel queU NJ =U N (C\ C). Ainsi C\ C est non vide, fermé
et ouvert dans qui est connexe. Par conséquént C\ C. SoitC;, C, etCsz des composantes
connexes d€\ J et soitp € J. D’une partp € C, sik = 1, 2, 3. D’autre part il existe un voisinage
U deptel queU \ J ne rencontre au plus que deux d’entre elles. Par conséqeerntigs trois
ensemble€,, k= 1,2, 3 sont confondus.

Montrons queC \ J a exactement deux composantes connexest Jplt, ¢,C; etC; comme
ci dessus. Soit; € C; etz € Cp. On supposg de class€?! au voisinage dé. On décompose
J en deux partiesd =UnNJetJ’ =J\J. On décompose le bor@dl) deU en deux parties
Mk =0U NCy. On a Ind, (0U) = Ind, (M1 +2) = 1. Quitte a permuter;,C; et z,,C, et on
obtient des lacets en mettant bout a bdltet —I"'; et en mettant bout a bodt’ et M. Or
J"—T'1 est homotope d dansC\ {z} etJ”+ T, est homotope d dansC\ {z1} etz etz
sont dans la méme composante connexg 4}’ —I'1). Par conséquent, lpdJ) = Ind,, (3" +
[2), Ind,(J) = Ind, (3" —T1) = Ind; (3" —T1) et donc Ing, (J) — Ind,,(J) = Indy, (3" +T2) —
Indz, (3" —T1) = Indz, (T1+T2) = Ind; (0U) = 1. Ainsi z; et z, sont dans deux composantes
connexes différentes et IpdJ) — Ind,(J) = 1. Ceci prouve queC \ J a deux composantes
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exactement. Or & est dans la composante non bornée alorg(ld= 0. Le calcul précédent
montre donc que siest dans la composante bornée a|dmsl,(J)| = 1.
[ ]

séparation par une courbe de Jordan

On déduit de cette proposition que Biest une courbe de Jordan paramétrée par I'abscisse
curviligne, elle posséde deux familles de paramétrisatjmar I'abscisse curviligne. Les unes,
ditespositivement orientéesont d’'indice 1 par rapport a tout point dans la composaniaexe
bornée de&C\ J alors que les autres, ditaégativement orientéesont d’'indices-1. Le passage

de deux paramétrisations dans la méme classe se fait payazhant d’origine. On désigne par
J* (resp.J™) la courbed munie d’'une quelconque paramétrisation par I'abscisseiligme
positivement orientée (resp. négativement orientée).

Des qu'il existe une détermination du logarithme sur un ousennexe il existe une détermi-
nation de la racine carrée. Nous allons maintenant monteréciproque partielle, réservant a
plus tard la preuve de la réciproque.

Proposition 74 SoitQ un ouvert connexe d&* et J* C Q une courbe de Jordan paramétrée
par I'abscissse curviligne positivement orientée. SdiaeIndy(J*) vaut 1 alors il n’existe pas
de détermination de la racine carrée s

Preuve On notey: [0,L] — Q la paramétrisation de la courlde. Supposons qu'il existe une
déterminatiorg de la racine carrée s@. Alors g(y(0)) = g(y(L)) cary(0) = y(L). Mais aussi

av(V) = al(@)exey [, Fsite oL

En particulierg(y(L)) = —g(y(0). C’est la contradiction recherchée.

X Théorie de Cauchy,
analyticité des fonctions holomorphes
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Proposition 75 L’ensemble des fonctions holomorphes sur un ou®ede C est une algebre
différentielle.

Preuve C’est immédiat quand on a remarqué qué st g sontC-dérivables ez de C-dérivées
f'(z) etd(z) alorsf +g, A f et fg sontC-dérivables erz de dérivéed’(z) +d'(z), A f'(z) et
f'(2)9(z) + f(2)d(z). Par exemple pour montrer la formule de Leibniz on écrit

f(z+h)g(z+h) - £(2)9(2) = (f(z+h) - £(2))9(z+h) + (9(z+h) —9(2)) £ (2),
on divise pah et on passe a la limite eg.

Proposition 76 (lemme de Goursat) Si f holomorphe surQmouvert deC alors w = fdz est
localement exacte.

Preuve Considérons un rectanglzdont I'adhérence est contenue ddhet soitJ™ une para-
métrisation par I'abscisse curviligne positivement oéende son bord. On nogela longueur
deJ". Onposely =J",Co=Cetlp= fJO+ w. Il suffit de montrer quég = 0.

Considérons la suite de rectangles emba@iédont le bord est de longuedy 2 définie de la
facon suivante.

Soitk € N. On suppose avoir construik. On considere une paramétrisatlﬂ;j’"l par I'abscisse
curviligne positivement orientée de son bord et on pigse ka+ w. On diviseCy en quatre
rectangles égaux de périmetrgg ! Ci,1<i<4 0On noteJkﬁ une parametrisation par
I'abscisse curviligne positivement orientée du bord3ge On poéeIkJ = f% w. Le bord de
Cx est recouvert par huit cotés des rectan@lgs “parcourus dans le méme sens”. Les huit
autres cotés des rectanglgg sont deux a deux confondus mais avec des sens de parcours
opposés. Par conséquént zi4:1|k+]_7i. Il existe dondy € {1,..4} tel que|ly;,| > %. On pose
Cicr1 = Cyiiy:

Onally > 19l

Ck

Ci3 Ci4

les rectangles (g Ci 1,Cx 2,Ck3 €t G4

Lintersectionnk Cx de la suite de rectangles emboi@sest un poiniz.. Il existeg:C — C,
continue sulC, nulle enz, et telle quef (z) = f(z.) + f'(zx)(z2— z») + 9(2)(z— z») Siz€ C.
La forme(f(z.) + f'(z»)(z— z»))dzest exacte par conséquent

k= /. 9@(@-2)dz

Kk

et
I < (8/2) -sctip|g(2)l - SUP|Z— Zeo|.

Cx
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Or dan<Cy |z— z.| est plus petit que le périmeétre Bgdonc plus petit qué/2K. Par conséquent
SUR, |9(2)| = Mk est une suite qui tend vers O% < |lx| < (8%/4)M. Par conséquerly| <

&My quelque soik et donclg = 0.
[ ]

Proposition 77 (lemme de Goursat généralisé) SoitD; — C continue et dont la restriction
a D¢ \ {0} est holomorphe alore = fdz est exacte.

Preuvell suffit de montrer que SR est un rectangle inclus dabg alorsl = [3z: w=0.
On remarque déja quig- wtend vers 0 si le périmetre dtend vers OEn effet, soiR ¢ D,
etalors Oz Ret doncfyr+ w= 0, SOitR C D¢, et alors| [or+ | < SUpy, , |f|-longueur d&R.

Fixons un rectangl® inclus dan®dDs. Si 0¢ Ralorsl = 0. Supposons donc@R. Sin >0l
existe une décomposition éRken au plus cing rectangles (suivant la position relative dede
R), le premierR, a un périmetre inférieur g et c’est le seul dont 'adhérence rencontré@r
conséquent = faR; w = Iy et donc|l| qui est arbitrairement petit est nul.

[}

Proposition 78 Soit g:] — €,&[—] —€,€[ C! et f:] — & €[>~ C continue. Si f est holomorphe
hors del" = {x+ig(x) : x €] —¢€, €[} alorsw= fdz est exacte.

Preuve Il suffit de montrer quew est localement exacte. Lensemble €,£[2 est connexe par
morceaux verticaux ou paralleles aux courbgs= {x+ig(x) +in : x €] —¢,&[}. Il suffit donc
de montrer qué = [,z w = 0 siR est un rectangle "tordu" du type suivant : il existe< p
et a < b tels quedR est la réunion des deux courbéﬁfj1 = {X+ig(X)+1in : x € [a,b]} et
Fug = {x+ig(x)+ip: x € [a,b]} et des segments verticaux reliant les extrémités de cebesur
C’est bien une condition suffisante car cette famille dearegles tordus se redresse pary —
(x,y—g(x)) en une famille de rectangles a cotés paralléles aux axes.

]_878[2

rectangle tordu bordant une portion die
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Sin ety sont de méme signe le rectangi@e rencontre pais et [;z w=0.

Supposonsg) < 0 < W Soit A > 0 petit. Les courbeﬁ,h‘gl et FAQ permettent de découp&
en trois rectangles dont un seRy rencontrel”. Par conséquent= [y W= faR; w. Le rec-
tangleR, est bordé par les courbés)\fj1 et F)\g ainsi que par les segment vertica{x+ iy :
—A+9(a) <y<A+g(a)}et{b+iy: —A+g(b) <y <A+g(b)}. LorsqueA tend vers QOles
contributions des deux verticalesf@i w tendent vers .(]:>uisquel'_;\§’1 est parcouru de gauche
a droite eﬂ',xg de droite a gauche lorsqu’on paramétrl@i@on en déduit que la somme des
contributions de_,2 et del"_,2 dansfaR; w tend vers 0 quand tend vers OPar conséquent

Il = |f6RA+ w)| est arbitrairement petit donc nul.
[ ]

Corollaire (seconde généralisation du lemme de Goursat) Soi? £~ C continue. On suppose
que f est holomorphe en dehors d’un artj@r morceaux paramétré par I'abscisse curviligne
plongé dan¥). Alors w = fdz est localement exacte.

Preuve Hors de I'arc c’est la conclusion du lemme de Goursat. Auimage d’'un point inté-
rieur dey c’est la proposition précédente. Au voisinage d’'une exit€dey c’est le lemme de
Goursat généralisé.

[}

Théoréme 19 (premiere formule de Cauchy) Soit D¢ — C holomorpheQ < n < g et|z| <n.
Alors si ke N,

k! f
0 (z9) = ﬁ/ﬁ 7(2—53"*1(12

PreuvePuisque le cercle orienf est homotope darG\ {zo} au cercle5; (z) ™, on af$ ﬁdz:

f31(20)+ ﬁdZ: 2T

On noteg : D — C la fonction qui vaut%;o(z‘)) Si z # 7p et qui vautf’(z) enz. C'est

une fonction continue sud, et holomorphe hors dg. Par conséquery%f d(z)dz= 0. Donc

ﬁf\qﬁ ZfEZdz: fz(izft) f$ Zfzodz: f(Z0). On conclut en utilisant la formule intégrale fondamen-
tale.
[ ]

On déduit de la formule de Cauchy et de la formule intégraiddéonentale le corollaire suivant :

Corollaire Si f: Q — C est holomorphe alors f est analytique.

C’est un résultat remarquable qui montre qu€ldérivabilité est une condition radicalement
plus forte que I&R-différentiabilité.

Théoreme 20 (de Morera) Soit . Q — C continue. La fonction f est holomorphe si et seule-
ment si la formeao = fdz est localement exacte.

Preuve Supposonso localement exacte. Saip € Q et F une primitive dew sur un voisinage
U de z. Montrons quef est analytique sud. PuisqueF est une primitive defdz F est
holomorphe efF’ = f. DoncF et F’ analytiques (holomorphe) sut. La condition est donc
suffisante. Le lemme de Goursat affirme qu’elle est nécessair
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En combinant le résultat de Morera et celui de Goursat oenbti

Corollaire Soit f: Q — C continue. Si f est holomorphe en dehors d’un atq@r morceaux
paramétré par I'abscisse curviligne plongé dadslors f est holomorphe.

On déduit de corollaire un théoréme de prolongement :

Théoréme 21 (principe de réflexion de Schwarz) Soif B= {|Z| < &,1m z> 0} et soit f:
0(Dg) — C continue. On suppose que f est holomorphe a I'intérieur gleebque fx) € R si
x €] —¢€,€[. Alors f se prolonge holomorphiquement @ & posant Fz) = f(z) size D¢ et
F(z) = f(2) size D¢\ Df .

Preuve Size Dy \ Df et f € C petit alors alord=ZN-F@ _ f(m%’ﬁ = (f(ﬂﬁ%’f@). A

la limite quandh tend vers 0 on obtient que estC-dérivable erz et F'(z) = f/(2). Puisquef
est a valeurs réelles sii-€,€[ On a six €] — &,&[, lIMcp .\ pr .xF(2) = liMcp,\pr_« F(2) =
f(x) = f(x). Ainsi f est bien continu suds. D’apres le corollaird= est holomorphe suDg.

[ J

On va maintenant déduire de ce corollaire une conditiongsaiee et suffisante de prolonge-
ment enzy d’une application analytique définie au voisinage époietéd

Définitions 36 Soit Q un ouvert deC, zp € Q et f : Q\ {7z} — C analytique. Le poingg est
appeléssingularité isolée de .fOn dit quezy estune singularité effacable dedi f se prolonge
en une application analytique dedansC. On dit quezy est unpble de fsi f est une fonction
méromorphe d&€. On dit quezy estune singularité essentielle desf pour toutr > 0 on a

f(Dr(20)) =C.

Exemple 23 Si f € & (Q) et sizy est un pOle def alors c’est une singularité effacable si
Wy, () > 0. Sinon limy_,, f(z) = co.

Théoreme 22 (de Weierstrass) Soibz Q et f € 0(Q\ {z}). Si 2 n’est ni une singularité
effacable ni une singularité essentielle alors fir (Q).

Preuve Supposons qus n’est pas une singularité essentielle. Il existe alygy) C Q (r > 0),
ve C etR> 0 tels quef (D (2) \ {z0}) N Dr(v) = 0. Soitg = f%\/ Alorsge 0(Q\ {z}) et
d(Dr(20) \ {z0}) C Dy/r doncg est bornée. Soh définie paih(zp) = 0 eth(z) = (z—2z)g(2) si
ze€ Dr(20) \ {z0}. La fonctionh est continue sub; (z) est holomorphe hors dg. C’est donc
une fonction holomorphe d&, (zp) et f =v+ % est méromorphe. Aingh est une singularité
effacable ou c’est un pdle de

[ ]

Corollaire Soit f une fonction entiere. Si l'origine n'est pas une siagte essentielle de
f(1/z) alors f est un polynéme.

Preuve Sous ces hypotheses il existe N tel que limy_.o % est nul. D’aprés Liouvillef est

un polynéme.
[ ]

On peut montrer maintenant :
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Proposition 79 Soit f: C — C holomorphe et injective. Alors f est affine non constante.

Ainsi C n’est en bijection holomorphe qu’avec lui-méme et le grodps homéomorphismes
holomorphes d€ est le groupe affine.

Preuve Soit f : C — C holomorphe et injective. L'applicatiog qui &z € D; \ {0} associe
d(z) = f(1/z) est a valeurs darS\ f(D1) (injectivité). Puisquef (D1) est un ouvert, I'origine
n'est pas une singularité essentielleglet ' n'est pas une singularité essentielle deLa
fonction f est donc un polyndme injectif. C’est une application affina nonstante.

[ ]

Théoréme 23 (théoréme des résidus) Soitsfar (Q) et soity un lacet homotope & un point
dansQ et qui évite les poles de Alors la famille(Res(f)Ind,(y))zcq €st sommable et

1
ﬁ/yf(z)dz: ZgQRzes{f)wz]d(y)

Preuve L’homotopie dey a un point se réalise sur un comp#ctle Q. Il existe donc un ouvert
U qui contientK et qui est relativement compact dddsL’intersection du diviseur dé avecU
est un ensemble fim . De plus siz ¢ K alors Ind(y) = 0 puisquey est homotope a un point de
C\ {z}. Par conséquent si Rg$) Ind;(y) # 0 alorsze ». La famille (Reg(f)Ind(Y)))zq est
sommable de somntg,., Res(f)Ind,(y). Soitg € Q(U) etRla fraction rationnelle telle que
f =R+gsurU.On afygdz: 0 cary est homotope a un point dalds Ainsi fy f(z)dz= fdez

On poseS=R— 35y, Re%y). La formew = Sdzest une forme exacte. Ainﬁ;Sdz: Oet

/f 2)dz— ;Res{f erz

En divisant & gauche et a droite par®n obtient la formule annoncée.
[ ]

Un corollaire du théoréme des résidus est la seconde foreutauchy.

Théoréme 24 (seconde formule de Cauchy) Soik D (Q), zp € Q ety un lacet homotope a un
point dansQ. Alors on a

k! f(2)
k _

PreuveLa fonctionk! (—())k— appartientas (Q), zg est son unique pdle et le résidu R¢k! —fz(;))m)

est égal a la dérivé&k (z) (formule de Taylor). On conclut avec le théoréme des résidus
[ J

On déduit de ce résultat et de la formule intégrale fondaatete fait suivant.

Proposition 80 Soit f€ 0(Q) et soit [} (Z) un disque inclus danQ. Alors le rayon de conver-
gence de la série entiere associée a f gast au moins.r
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Preuve Soitr’ €]0,r[. On posey(t) = zp+r'exp(2itt) sit € [0,1]. On af(z) = mey dZ Si
ze ng)(r’) et d’apres la formule intégrale fondamentale, le développd en série entlere de

f(zo+2) a un rayon au moins égakapourr’ <r quelconque. Il est donc supérieur ou égal a
[ ]

Remarques 38Jne fonction entiére est donc la somme d’une série entiéraydm de conver-
gence infini.

D’aprés cette proposition, i est une série entiére de rayoil existe un point de&5 au voisi-
nage duquel la somme den’est pas prolongeable.

Les estimations de Cauchy sont vraies pbar 0 (Q) sur tout disque fermé inclus dafs

Proposition 81 (estimations de Cauchy) Soitsfo (Q) etD,(z9) C Q. Si ze Dr(z) et ke N,

kIR
(k)
g (2)| < sup |9(C :
| ( )‘ ZeSR(ZO)| ( )‘(R—|Z—Zo|)k+l

Remarque 39 Ces estimations impliquent encore le théoréme de D’Alemi@m raisonne
par I'absurde. On considére un polyndfsans zéro et non constant. Il ne s’annule pas donc
1/P est analytique. Il est non constant donc}im, , 1/P(z) = 0. La fonction|1/P| est donc
bornée paM > 0. On en déduit donc quig1/P)® (0)| < kIM/RK quelque soiR > 0. Donc
(1/P)(0) = 0 sik > 0. La fonction /P est somme d’une série entiére constante. Elle donc
constante ainsi quié On peut aussi finir le raisonnemnt en appliquant les estimatile Cau-
chy enzy quelconque avek = 1. On en déduit qu’en tout poirsy € C (1/P)'(zp) = 0. Par
conséquent AP et P sont constantes.

Le théoréme des résidus appliqué a la dérivée logarithnugune fonction méromorphe est un
moyen de compter ses zéros et ses poles.

Proposition 82 Soit f € ar (Q) et soity un lacet homotope & un point dafset qui évite les
poles et les zéros de Alors (w,(f)Indz(Y))zcq est sommable et

%T y ];((Zz;dz:ignwz(f) ind(y) € Z

Preuve En effet les pbles de la dérivée logarithmiquefdsont les zéros et les pbles flet si

Z est un pdle ou un zéro dealors Reg(fT/) =wy(f).
[ ]

Proposition 83 Soit f € ar (Q) et soity un lacet homotope a un point dafset qui évite les
poles et les zéros de e nombrez—nfy Tz dz est I'indice du lacet éy par rapport a l'origine.

Preuve Siy estC! par morceaux c’est Ia formule du changement de variabl@nSam se ra-
meéne & ce cas de la fagon suivanten®i N on considére I'arc polygona}, : [a,b] — C qui
coincide aveysit = k/(n+1),k € {0,n+ 1} et qui est affine sur chaque intervaljg';, <],
Puis on considére I'hnomotopig, entrey etyy, I', définie par paf (s,t) = syn(t) + (1 —s)y(t).
L'uniforme continuité dey et la compacité dg([a, b]) garantissent que siest grand I’hnomoto-
piel , est définie danQ et hors des poles et des zérosfddAinsi d'une partf oy et f oy, sont
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homotopes danS* et donc Ing( f oy) = Indp(f oy). D’autre parthfy 6] dz— iy %dz

On est donc ramené au das par morceaux.
[ J

Proposition 84 Soity; : [a,b] — C*,i = 1,2deux lacets de d&*. AlorsIndy(y1y2) = Indo(y1) +
Indo(y2)-
PreuveSiy; ety, sontC! par morceaux c’est la formule du changement de variabl&etitité

(‘\’/11‘\’/22) = Vl Tty 1 . Si les arcs sont continus on les homotope d2ha des arc€! par morceaux

comme precedemment

Corollaire (théoréme des multiplicités) Soitefar (Q) et soit UC Q bordé par J- C Q courbe
de Jordan paramétrée par I'abscisse curviligne, positigatorientée. On suppose que évite
les zéros et les pobles de Alors la différence entre le nombre de zéros et le nombre tes e

f dans U comptés avec multiplicité est égalg%ﬁfy%dz

Preuve En effet dans ce cas Ip0™) = 1siZ €U et Ind,(J*) = 0 sinon.
[ ]

Dans la pratique on utilise la théoreme de Rouché pour cartggteéros.

Proposition 85 (théoréme de Rouché) Soitgfe 0 (Q) et soitUC Q bordé par - € Q courbe

de Jordan G paramétrée par I'abscisse curviligne, positivement aiéen On suppose que Si
ze J" alors|g(z) — f(2)| < f(2)|. Alors f et g ont le méme nombre de zéros dans U comptés
avec multiplicité.

PreuveSit € [0, 1] on posef; = f +t(g— ). L’hypothésqg( 2)—f(2)| < |f(2)| surd™ implique
que f; ne s’annule pas sur". On posen(t) = mey ft @4z La fonctiont — n(t) est continue

sur[0,1] et & valeurs entiéres. Elle est donc constante On conclgrearquant qudg = 0
f1 = g et quen(t) est le nombre de zéros dedansU comptés avec multiplicité.
[ ]

Remarques 40Le théoréme de D’Alembert se déduit du résultat de Rouchié.F’5e ag +

...+ an_1Z2""1 4+ 2" un polynéme de degné Il existe R > 0 tel que sijzl > Ralors|ag+ ... +
an_12"1| < |7" (prendre par exemplR = 1+ max|a|). D’aprés Rouché et 2" ontn zéros
dans le disqu®r comptés avec multiplicités. Vérifiez qu’on n’utilise pas un résultat qui
repose sur une précédente preuve de D’Alembert!

Le théoreme de I'image ouverte ainsi que le théoreme d'sieerlocale peuvent étre vus
comme des corollaires de Rouché. En effef sinalytique non constante au voisinagezge
alors pour tout petit il existen > 0 petit tel qug f(z) — f(z9)| > n surS(z). D’aprés Rouché
appliqué af — f(z) et f —v ol v e Dy(f(2)), il existez e D¢(z) tel que f(z) = v. Donc
Dy (f(z0)) C f(Dr(20) et f est ouverte. De plus, $i(z) # 0, Rouché assure quea un unique
antécédent danB;(z). L'inverse local def existe donc et il continu. En inversant le taux
d’accroissement en constate que cet inverse est holomorphe

Xl Calcul de quelques intégrales

Combinée aux lemme suivant la formule des résidus permeldelale certaines intégrales.
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Proposition 86 (Lemme de Jordan)

1) Soit f analytique sufQ = {z=pexp(if) : a <8 < B,0< p < €}. On suppose qu'il existe g
analytique au voisinage de l'origine etaC tels que {z) = £+-9(z) surQ. Alorslimg_.g fyp f(z)dz=
i(B—a)aavecyy(t) = pexp(it) sit €la, B

2) a) Soit f analytique suR = {z=pexp(iB) :a <0< B,0< p< e} ettelle qudim,_ozf(z) =

0. Alorslimp_.o fyp f(z)dz= 0 avecyy(t) = pexp(it) sit €]a,p[.

b) Soit f analytique suf2 = {z=pexp(iB) : a < 8 < B,R< p} et telle qudim;_»zf(z) = 0.
Alorslimp_. e fyp f(z)dz= 0 avecyp(t) = pexp(it) sit €]a, B

3) Soit f analytique su2 = {R < |z|,0 < 1m Z et telle qudim,_ f(z) = 0. Alors sia > 0,
liMp— 4o fyp exp(iaz) f(z)dz= 0 avecyp(t) = pexp(it) sit €]0, 1.

Preuve Seul le point 3) est délicat. On pob = SUP,cq 71— |f(2)| SIR<p.Ona
\/ expioz)f(z)dZ < ZMF,/2 exp(—apsind)pde.
Yo 0
On observe quég < 'sinB si 6 €]0, 5] (concavité de sin syp, 7). Il vient alors
: 2 20 T Tt
| | exp(iaz)f(z)dZ < 2Mp/ exp(—ap;)pdﬂ < aMp(l—exp(—(xp)) < aMp.
Yo 0

Nous ne rentrerons pas dans la théorie. Nous indiquerordesiment quelques exemples qui
illustrent la puissance de la méthode.

Exemples 240n peut obtenir, en choisissant astucieusempent les agrdontégration :

i 2n_dt  __ _ 2n A Fian a2
-Sia>1lalors s arem = T2 (formule des résidus appliquée a la fonctigh——)
_ [t dt

N % (formule des résidus et deuxieme point b) du lemme)

- Sib> 0 alors [o* £%%dt = "exg(b’b) (formule des résidus apliquée & la fonctig ibzz) et
troisieme point du lemme)
-Sil<a<2, f0+°° % = ﬁ? (formule des résidus, deuxieme point a) et troisiéme paint d
lemme)

+oo sint 4+
- Jo  Stdt= 3. .
(formule des résidus appliquée a la fonct%ﬁi@, premier et troisieme points du lemme)

+o logt o
- Jo (1+t)2dt_0

(formule des résidus appliquée a la foncti%ff%j, premier point et deuxieme point b) du
lemme)

XIl Séries de Laurent

Définition 37 Unesérie de Laurenest la sommé d’une série entiere et d’'une série entiere

eni:
1 1
2)=A2)+BS =Y a2+ Y bh==Y ¢,
S(2) = A9 +B(5) n; n; - n;

avecc,=ansin>0,cp=ag+bgetch=b_nsin<O.
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Propriétés SoitCR la couronne&CR = {r < |z] < R} ouRest le rayon dé etr I'inverse du rayon
deB. La famille (c,2")nen €St sommable si e CR. Sa somme définie une fonction analytique
Sappelée somme d& Size CR, S(z) = A(z) + B(3) oUA etB sont les sommes deetB.

Définition 38 Une fonctionf € 0(Q) est ditedéveloppable en série de Laurent sur la cou-
ronne (R(z9) = {r < |z— 20| < R} C Q siz— f(z+ 2) coincide avec la somme d’une série de
Laurent sucCR.

Proposition 87 Soit f € 0(CR(z)) et s<t €]r,R][. Alors

W _ K f({) B f(Q)
= ZiH(/s<zo>+ (- z)k+lOIZ /ss<20)+ C- z)k+1dZ)

si ze Cl(z) etke N.

PreuveSoitze Cl(zy). Soita(t) = z+eexp(2it) (avece > 0 petit). Ce lacet est homotope dans
CR(z0) au lacetB formé a partir des cercle®(z) (parcourru positivement§s(zo) (parcourru
négativement) et d’'un segment reliant les deux cercletam et parcouru dans un sens puis
dans l'autre (voir dessin).

La proposition découle immédiatement de la formule de Caethe l'invariance par homoto-
pie de l'intégrale d’'une forme localement exacte.
[ ]

On déduit de cette proposition et de la formule intégraleléonentale le résultat suivant.

Proposition 88 Si f € 0(Q) alors f est développable en série de Laurent sur toute cawgon
contenue dan®.

Remarque 41 SiQ =D, \ {0} alorsf € 0(Q) est donc la somme d’une série entid(e) de
rayon au moins et d’une série entiérB(1) en 3 de rayon infini. En d’autres termes, i
0(Dy\ {0}) alorsf est développable en série de Laurent sur ce disque épomténdfficient
f_, s’appelle lerésidude f en O et il vérifief_; = ﬁfys f(z)dzsis€|0,r] etys(t) = sexp(it).

La proposition suivante résulte du théoreme de Weiersstases singularités isolées.

Proposition 89 Soit f(z) = Yz fnz" une fonction analytique sur D, 0. L'origine n’est pas
une singularitée essentielle si et seulement si la suitenfe N est nulle a partir d’'un certain
rang.

Xl Convergence
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Théoréme 25 (Weierstrass) Soitf,)nen Une suite de fonctions analytiques $uet soit f une
fonction définie suf2. On suppose que pour tout compact K@éa suite des restrictions des

f, a K converge uniformément vers la restriction de f aMors f est analytique et pour tout

k € N la suite des dérivées kemes dgsdnverge uniformément sur tout compact vers la dérivée
keme de f

Preuve Soit K un compact d&2. Il est recouvert par un nombre fini de disques ouverts dont la
fermeture est contenue da@sl|l suffit donc de prouver I'énoncé pour un disdDg2p) tel que
Dr(70) C Q au lieu deK. Il existeR > r tel queDgr(Zp) C Q. D’aprés la formule de Cauchy on

a
Koy 1 fn(Q)
™ (2) = 2iTr/sR(zo)+ (€ —Z)k“dZ

size Dr(Z),ke N etn e N. D’aprés un corollaire a la formule intégrale fondamentalgsque
les restrictions de$, & Sx(zp) tendent uniformément vers la restriction tlé Sz(z), la suite

fn tend uniformément sud, (Zp) C Dr(zp) versF(z) = ﬁf&{(&)ﬁ %dz qui est analytique et

la suitefr(,k) tend uniformément sub, (zp) C Dr(2o) versF & Par conséquertt coincide avec

F surD;(29), elle est analytique et la suite des dérivkemes ded,, converge uniformément
surDy (2p) vers la dérivé&eme def.
[ ]

Remarque 42 On peut prouver I'analyticité dé en remarquant que l'intégrale delz est
nulle sur le bord de tout rectangle inclus d&hst conclure a I'aide du théoreme de Morera.

Corollaire Soit Q ouvert connexe d€ et soit (fy)nen UNe suites de fonctions injectives et
analytiques définies s@ et qui convergent uniformément vers D (Q). Alors f est constante
ou injective.

Preuve On raisonne par contraposée en supposant gegt non constante et qu’il existec C
etz; # zp € Q tels quef (z1) = f(z) = v. Puisquef est analytique non constante, il exi&e- 0

tel que d’une parbr(z1) NDRr(z) = 0, d’autre part si=1,2, Dr(z) Cc Q etf1(v)NDr(z) =
{z}. Soitn = ming,z)us(z,) | f(2) —V|. On an > 0. Lhypothése de convergence uniforme
implique qu'il existeng € N tel que sin > np alors max,; usy(z) | f(2) — fa(2)| <n. D'apres
Rouché il existez; n € Dr(z) tel que fr(z1n) = fn(z2n) = Vv sin > ng et donc f, n'est pas
injective.

[ J

Proposition 90 (extraction diagonale de Cantor) S@Nj; )i une famille dénombrable de réels
positifs et soit(anvi)(nvi)e,\m = ((an,ji)nen)icl Une famille indéxée par | de suites de complexes.
On suppose que siaN etie | alors |anj| < M;. Alors il existep: N — N strictement croissante

et (&)l une famille de complexes telles que pour tagt ila suite(a(p(n)yi)neN tend vers a En
particulier |a| < M;.

Preuve Puisqud est dénombrable on peut suppoker N. Montrons par récurrence sue N
qu'il existe @ : N — N injective etg; tels que@1(K) = @ (k) sik=0,...,i, (8yn),i)nen tend
versg; et|a| < M;.

Par hypothese la suiten 0)nen €st bornée pavlo. Il existe donap : N — N injective etag tels
que(ag,(n),0)nen tend versag et|ag| < Mo. Soiti € N. On suppose avoir trouvg : N — N eta;.
Puisque la suit€ag ) i+1)nen €St bornée pavli 1 il existe Y1 : N — N injective eta; 1 tels
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queyiti(k) =ksik=0,...,i, (@i 1(n),i+1)neN tend versa 1 et]a 1| < Miy1. La fonction
@1 = @ oY1 convient.

Sii e Non posep(i) = @(i). Par construction, la suit@gn) i )nen qui €st une suite extraite de
la suite(ag m),i )nen CONVErge Vers.

[ J

Définition 39 Une famille (fj)jcy de fonctions analytiques sur un ouvéltde C est dite
normalesi elle est finie ou s'il existd € 0(Q) et@: N — Jinjective tels que fy ) )nen tend
uniformément sur tout compact vef's

Théoréme 26 (Ascoli-Montel) Soif fj)icy une famille infinie de fonctions analytiques sur un
ouvertQ. On suppose pour tout compact K €eil existe Mc € R qui majore les restrictions
des f,j € Ja K Alors(fj)jes est normale.

Preuve On peut supposet = N. Il existe z € Q,r, > 0,k € N tels Dy, (z) C Dz, C Q si
k e N et la réunion des disquéx, (z),k € N recouvreQ. Sik € N on noteMy un majorant des
restrictions dedn,n € N a Dy, (z). D’apreés les estimations de Cauchyl g etn € N, alors

I . 0 .
‘frg )(Zk)| < Mk(zlr—!k)" Sin,l,ke N3on poseilmk = % On a|a|r]7k| < Mkﬁ' Appliquons la

proposition d’extraction diagonale de Cantor a Iafan(ﬂi{gk)mhke,\,s en posanhN? = |. On ob-

tient@: N — N strictement croissante et des complegs, k € N tels quer, = limp_ .« a'(p(n) ‘

et|F}| < Mkﬁr.

Fixonsk € N. La serie¥ | .y Fllz| a un rayon au moins égal &2 On noteFy la fonction analy-
tique surDy, (z) définie paFy(z) = 3 en Fr(z— )"

Montrons qué fyn) )nen converge uniformément s, (z) versFy. Soite > 0. Il existeL € N
tel quey ;. My < &/3. Il existe alorsN € N tel que sin > N alorsy|—_o|F/ — a'(p(n)7k|r{( <¢g/3.
Or size Dy, (%) alorsFy(z) — fyn)(2) est égal a

L

;}(Fk' — A1) (2= 2)' + S R(2)(Z—2)' = Y dy k(22!

I>L I>L

et par choix de_ et N chacun des trois termes de la somme de droite est majoig/ palPar
consequentFy(z) — fyn)(2)| < €/3+¢€/3+¢€/3 = €. Ceci prouve la convergence uniforme de
(fom))nen versFy surDr, ().

De plus sik,h € N etz € Dy, (z) N Dy, (z) alorsFy(z) et Fh(z) sont égaux a la limite de la
suite (fyn)(2))nen. Par conséquent I€5 se recollent et définissent une fonction analytique
f € 0(Q) qui est limite uniforme sur tout compact de la suifgn) )nen-

[ ]

XIV Représentation conforme de Riemann

La simple connexité est une propriété invariante par homnghigme. En particulier un ouvert
homéomorphe au disque est simplement connexe. On sait(ai@siille) qu'il n'y a pas de
bijection analytique entr€ et le disqueD;. Puisque les fonctions holomorphes sont les appli-
cations conformes du plan (elles respectent les anglestésig le théoréme de représentation
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conforme (dont I'’énoncé va suivre) assure que tout ouvenpldno homéomorphe au disque
et différent du plan peut étre cartographié globalementuparcarte circulaire (ou rectangu-
laire c’est plus pratique) et qui respecte les angles. Beises projections stéréographiques
conservent les angles sphériques, ceci est encore vraipawvert de la sphére homéomorphe
au disque, différent de la sphére ou de la sphére épointée.

Théoreme 27 (de la représentation conforme de Riemann) 8oit C est un ouvert non vide,
connexe, simplement connexe et différer@ dalors il existe f: Q — D, analytique et bijective.

On aura besoin d’'un lemme conforme.

Lemme 2 Soit U un ouvert connexe et simplement connexe connexe déiffdrent de
et contenant l'origine. Alors il existe gU — D1 analytique injective telle que(g) = O et

g'(0) > 1.

Preuve Soit3 € D \ {0} tel quep? ¢ U. Lhomograhieg; = 1[32:22 envoie injectivement sur
4

un ouvert simplement connekh deDj}. De plusf? = g1(0) € U;. Il existe donc une détermi-
nationg, de la racine carrée définie SU[ et telle quegz(B?) = B. Louvert Uy = go(Uy) est

dansD;. 80|tgglhomograph|egg_ = B . On noteg la composégsz o go 0 g1. Par construction

9(0) =0, |d'(0)| = 1;'&' >1,g(U) c D; etg est injective.

Preuve (du théoréme) Soitp € C\ Q. PuisqueQ est simplement connexe, il exiggec 0(Q)
telle queg®(z) = z— 7 : la fonctiong est une racine carrée. Si on pade= g(Q) alorsQ; C

C*, Q1N —Q1 = 0 et l'applicationg : Q — Qj est un homéorphisme analytique ainsi que sa
réciproque. De pluf; est simplement connexe.

Soitvp € Q etvy = g(Vp) : v1 # 0 par construction. Puisqueest ouverte il existe €]0, |vi|[

tel queDg(v1) C Q1. On aDg(—v1) N Q1 =0. Or I’homographle% injecteC \ Dg(—Vv1)

Ewn—2)

dansD; en envoyant/; sur Q Par conséquent la compodge— i (Zrvn

analytique de dansD1 qui envoievg sur l'origine.

Notons#/ I'ensemble des injections analytiques@elansD; qui envoienty sur l'origine. Cet
ensemble contiertty. D'apres le lemme précédenttsic 7 est non surjective il existe € 7
telle que|h'(vo)| > | (Vo). On poseM = sup,c,, |0 (vo|). On aM # 0 car|hy(vo)| # 0. Sion
trouveh € # telle que|l(vp)| = M alorsh est une bijection analytique d& dansD;. Il reste
donc a montrer I'existence d’un tbl

On considére une suitdn)nen d’éléments der telle que limy— |N,(Vo)| = M. Puisque les
fonctionsh, sont a valeurs danB1, elles sont bornées dans leur ensemble et forment une
famille normale (Montel). On peut donc en extraire une soiBvergente (uniformément sur
tout compact d€ ainsi que les dérivées) vers une fonction analytiqgu®n a|h'(vp)| = M et
donch est non constante. Puisque lgssont injectives c’est encore vrai polarAinsi h € 7.
Puisquéeh/(vo)| = M I'applicationh répond au probleme.

[}

iz ©9 est une injection

XV Equations de Cauchy-Riemann
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Le cas linéaireSi A: RZ2 — R? est une application linéaire alofss’écrit de facon unique sous
laformeA=S"+S ouS" = ( B) est une similitude directe (composée d’'une homothétie

et d’une rotation) e6™ = (5 y) est une S|m|I|tude indirecte (composee d’'une homothétie et

d’une symétrie orthogonale). Orva= 459, g = b-¢ & = bfe y—ad
oua=0+Yy,b=pf+0,c=0—-0, d—u Y.

Si on posez = x+iy,A = a +ip etp= y+id et qu’on identifieR? et C I'application A s’écrit
Z— Az+ z. Ainsi A estC-linéaire si et seulement gi= 0 c’est a dire si et seulement Ai
est une similitude directe ou encore si et seulemeAtmieserve les angles orientés. Une telle
application est diteonforme.

La cas généralOn identifie toujourdR? et C. Soit Q un ouvert deR?, zpe Q et f : Q — R?
différentiable enzy = xg + iyo de différentielle égale &. Il existe € : R2 — R? continue et
nulle & l'origine telle quef (z0+2) = f(20) +A- (X,y) + |z%€(2) avecz = x+iy. On posef =
(e f,rm f) ouencoref =g e f+irm f.Ona

d d
( Ixef ;Re i )
5(Imf Wlmf

Si on pose

A %(ale(ef-i——lmf) (axlmf— sRe N
u:%(axﬂ(ef——lmf) FEZmft+ g ﬂ(ef)

on obtientf (zy+ 2) = f(z) + Az+ Lz+ |z]%¢(2). Par conséquertt estC-dérivable erg si et
seulement git= 0 c’est a dired f(z) est une similitude directe ou encore si et seulement si

{ axz&e f——Im f=0
sz f+ yﬂ(e f=0

Ces équations aux dérivées partielles s’appellerddemtions de Cauchy-Riemann.
On note et 2 les opérateurs différentiels duaux @, dz) :

0 _1(2_j2)
Foie s
2z = 20 tigy)

On obtient\ = Q@Zf(zo) etp= 2 f(z) ou encored f(z0) = £ f(20)dz+ 2 f(20)dz
Avec ce formalisme on a:

Proposition 91 L’application f estC-dérivable en g si et seulement si elle est différentiable
et & f(20) = 0cestadireg f(20) =i f(2).

Plus généralement

Proposition 92 f : Q — C différentiable est holomorphe si et seulemen%sﬁ =0 et alors
ff=2fetdf=2fdz

Remarque 43 Si f est holomorphe elle est conforme et elle est localementsible 1& ou
sa dérivée est non nulle. Ainsi les niveage f = cteet rm f = ctesont orthogonaux et les
images paif des lignes horizontales et verticales sont orthogonales.
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9§

Définition 40 Si f : Q — C est de class€? le laplacien de fest défini pai\f = aa—xzzf + a2

Remarque 44 Il résulte du lemme de Schwarz sur la symétrie de la diffégatseconde que

sif:Q— Cestdeclasse?alorsAf =42(2)f =42(2)f.

Cette identité implique

Proposition 93 Si f: Q — C de classe €est holomorphe alorAf = 0.

L'objet du chapitre suivant est I'étude des solutions dguagionAf = 0.
XVI Fonctions harmoniques

SoitQ un ouvert deC etg: Q — R de class&€? et qui vérifieAg = 0. On posew; = %gdx+
%gdy: dgetw, = Zgdy— %gdx La conditionAg = 0 assure quey, est fermée donc loca-
lement exacte. En particulier g € Q et D¢(zp) € Q alors il existeh: Dg(z9) — R de classe
C? tel quew, = dg. On posef (z) = g(2) +ih(z) size€ De(2). Alors f vérifie les équations de
Cauchy-Riemann et donc est holomorphe. Ceci établit :

Proposition 94 Soit g: Q — R de classe € telle queAg = 0. Alors la restriction de g a
tout disque inclus danQ est la partie réelle d’une fonction holomorphe définie sudisgjue
(unique a constante pres).

Corollaire SoitU etQ des ouverts d€, f : U — Q holomorphe et gQ — C de classe €et
qui vérifieAg = 0. Alors G=go f vérifie encoreAG = 0.

Preuve Il suffit de raisonner sug e get rmg Soitac U, b= f(a) et D;(b) C Q. Il existe
G, et Gz holomorphes sub, (b) telles quez e G, = R e get R e G, = 1m g Les composées
G;i o f sont holomorphes. Leurs laplaciens sont nuls. Par passageagties réelles ont obtient
le résultat.

[ ]

Notation 13 Soity: [0,L] — C un arcC! par morceaux paramétré par I'abscisse curviligne et
f continue suy([O,L]). On pose

L
|t oldt= | 1z
Y

Définition 41 Soit f : Q — C une fonction continue définie sur un ouvert@eElle est dite
harmoniquesi elle vérifie la propriéte de la moyenne zsi Q il existee > 0 tel queD¢(zp) € Q
et pour tout €]0, €[

21
f(zo):%/o f(zo+rexp(it))rdt:% o 20

c’'est a diref (zp) est la valeur moyenne desur tout petit cercle centré em.

Remarque 45 Une fonction est harmonique si et seulement si sa partiéeréelsa partie
imaginaire le sont.
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Proposition 95 Si f: Q — C est holomorphe alors elle est harmonique et elle vérifie & pr
priété de la moyenne sur tout disque inclus@e si zy € Q si De(7) € Q alors pour tout

r €]0,g[

1

! /znf(zo+rexp(it))dt:—

f = —
(ZO) 21t.Jo 21U |z—2zp|=r

f(2)|d2.

Preuve C’est juste une réécriture de la formule de Cauchy.
[ ]

Corollaire Soit fe€ 0(Q) sans zéro. Alor¥og|f| est harmonique.

Preuve En effet siD,(zy) € Q alors il existeg € 0(Dy(2)) tel que exg = f surD,(z). La
partie réelle dg est harmonique et c’est la restrictio®ga(zy) de la fonction logf]|.
[ ]

Dans la suite 'hnomographie,; = 1—32 aveca = rpexp(ita) € D1 joue un rdle central. Déga-
geons maintenant les propriétéstgdegui nous seront utiles. On sait déja duyeest un homéo-
morphisme analytique de la sphére de Riemann qui fixe glotmieD; et S;. Deux petits

calculs montrent que

h,(2) = (11__7 si ze Dy et |hg(exp(“)>|:ﬂe%§tz

az)?
Définition 42 La fonctiong e Eiﬁdiﬁ“" s’appellele noyau de Poisson.

siteR.

A t fixé le noyau de Poissome D1 — % e 3&(:3“‘ est la partie réelle d’'une fonction holo-

morphe. C’est donc une fonction harmonique par rappartd1.

Proposition 96 (formule de Poisson pour une fonction holomorphe) SoiDf.¢ — C holo-
morphe et & D;. Alors

21 i
f(a):%T/o Ke%f(exp(m)dt

Preuve Quitte a diminuek, la fonctionf o hgl est holomorphe donc harmonique §ur. ¢. Il
vient en utilisant la propriété de la moyenne et la formuleklangement de variable :

f(a) = i/znf oy (exp(it))dt = %T/Oznxe w/)jf(expﬂt’))dt’

21t/o exp(it’)
car en posant exji) = ha(exp(it’)) on adt = |h,(t")|dt' = e iiﬂ((ﬁ%*adt’

La proposition suivante quantifie la dégénérécence de taatesn deh, a S lorsquea =
raexp(ita) tend vers un point expd) du cercle. Elle traduit le fait qul;* "concentre" toute
partie compacte d§; \ —exp(i0) sur le point exfi) lorsquea tend vers par ex0).
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Proposition 97 Soit a= raexp(ita) € D1, exp(if) € §. On a hy(exp(ita)) = exp(ita). Soit
B fixé etn €]0,1. On supposedt; — 6| < n. Il existea(a,0) < B(a,0) tels que h réalise
un homéomorphisme entfexp(is) : s€ [0 —n,0+n]} et {exp(is) : s€ [a(a,0),B(a,0)]} et
iMacp, —expio) 0(a,0) = B —Tretlimacp, expio) B(a,6) =0+

Preuve L'égalité ha(exp(ita)) = exp(ita) estimmédiate. La restriction dg a S; est un homéo-
morphisme de&s; qui respecte 'orientation. L'image dexp(is) : s€ [86—n,0+n]} parh, est
donc de la formdexp(is) : s€ [a(a,0),B(a, )]} et contient exfity). Il suffit de remarquer que

lim  hy(expit) = —exp(if) sit # 6

acD1—exp(if)
I i 8)=0—met i B)=06+T1
pour conclure qugeDﬁé)r(r&ie)a(a, ) e aeDllerp(ie)B(a’ ) +T

Nous sommes maintenant en mesure de prouver :

Théoréme 28 Soit g: S; — R continue. Alors
1 r2texpit) 4z :
62 =5 /O ol d((i))c
est holomorphe sur Detlim,cp, _.exyio) X € G(2) = g(exp(ib) pour toutd.
Corollaire Soit f: S — C continue. Alors
1 20 rexpit)+z :
F(2) = = — 7 °f t))dt
@) 2n/o iKerexp(it)—z (rexp(it))d

est harmonique sur Dse prolonge continument & 8n posant Krexp(if)) = f(rexp(if)) si
BeR.

Preuve du corollaire Par 'hnomothétiez — rz on se raméne au cerct et on applique le
théoreme précédent a la partie réelle et a la partie imagidaif .
[ J

2exp(it)
exp(it)—z

Preuve du théorémel’analyticité deG est obtenue en écriva@ﬁ&(::gfi = —1etap-

pliguant la formule intégrale fondamentalg@xp(it )).
SoitM = sup, |g|. Fixons6 € [0, 21 ete > 0. Puisqueg est continue il existg > 0 tel que

(x) |g(exp(it)) —o(exp(iB))| < € si|t—6] < n.
D’aprés la proposition précédente dont on reprend lesinotail existed > 0 tel que sia € D;
et|a—exp(if)| < dalors

(%) [0 —TT—0a| + [0+ TT—Ba| < %e.

On posaga(t’) = (g(hz(exp(it'))) — a(exp(iB))). Puisquex e B2 = | (exp(it)| on a

R G(a) —g(exp(i6)) = 2k Jo™ Inb(exp(it)) | (g(exeit) —g(exp(ie)) et
1 p2n N

5= [0 Ga(t’)dt

3 oo o
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D’apres la proposition qui précéde,) et (xx) on a|ga(exp(it’)| < € sioa <t’ < Ba, |ga(exp(it’)| <
2M si B4 <t/ < ag+2met enfin 0< ag+ 2m— B3 < ﬁe. Ainsi poure > 0 il existed > 0
tel que|® e Ga) —g(exp(if))| < e+€=2¢ si |a—expif)| < & eta € D;. Ceci prouve que
”mzeDlHexp(iG) Re G‘(Z) = g(exﬁim-

Proposition 98 (principe du maximum) Sof ouvert connexe et relativement compaciGie
f : Q — R continue et harmonique s@. Alors il existe g € Q\ Q tel que f(zp) > f(z) pour
tout ze Q. De plus s'il existe ze Q tel que f(zg) = f(z;) alors f est constante.

Preuve Puisquef : Q — R continue elle atteint son maximum noté. Puisque qued est
connexe il suffit de montrer queé = Q N f~1(M) est fermé et ouvert dar®®. C’est un fermé
deQ car f est continue. Sy € E alors d’aprés la propriété de la moyenne il exIB¢z;) € Q

telle que

f(20) = o @
et donc
0= (f(2)— f(z2))|dZ < O

2=z |=r
sir €]0,g[. Puisquef(z) — f(z1) est négative ou nulle et continue sjfz;) ce n'est possible

que sif(z) = f(z1) surS(z1) pour toutr €]0,€[. Ainsi E est ouvert.
[ ]

Probleme de Dirichlet Soit Q ouvert connexe et relativement compactGletg: Q\Q—C
continue. Résoudre f[grobléme de Dirichlet’est trouvelG : Q — C continue, harmonique sur
Q et qui prolongey.

D’aprés le principe du maximum, étant don§& g) il existe au plus une solution au probléme
de Dirichlet associé. Le théoreme précédent a donc pouli@ioeo

Corollaire Soit g: S — C continue. Alors le probléme de Dirichlet associél¥,g) posséde
une et une seule solution.

Preuve La fonctionG(z) = & [ = e :gi&(ﬁg“f(r exp(it))dt est une solution au probléme de

Dirichlet. L'unicité est donnee par le principe du Maximum.
[}

Si on applique ces résultats aux fonctions harmoniques terb

Proposition 99 (formule de Poisson) Soit:{Q — C harmonique eD,(z) € Q et|z| <r. Alors

21 i
f(z0+72) = 2111/ Re%f(m-ﬁ-rexpﬂt))dt

Preuve La fonction définie paF (z0+2) = & [Z"® e ;z’;&(ﬁgf; f(z0+rexp(it))dt sizg+z ¢

D:(Zo) est harmonique et coincide avfesurS( ). Elle est donc égale &surDy(zp).

Proposition 100 Si f: Q — C est continue et harmonique alors f e@Af = 0.
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Preuve On peut supposefréelle. SoitD,(zp) € Q. D’apés la formule de Poisson, la restriction
de f aD,(2y) est la partie réelle d’'une fonction analytique définie sutisgueD;, (z). Elle est

donc de class€? (mémeC®) et vérifieAf = 0.



