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Introduction

Notations 1On désigne parC le corps des complexes. Siz∈ C, on noteR e (z) ou x sa partie
réelle etIm (z) ouy sa partie imaginaire, son conjuguéz estz= x− iy. On note aussi|z| le mo-
dule dez : |z|2 = zz= x2+y2 et |z| ≥ 0. On identifie parfois(C, || ||) orienté en considérant(1, i)
directe et le plan euclidien orientéR2. Il a une correspondance biunivoque entre les similitudes
directes du plan euclidien orienté et les nombres complexe.Si λ ∈ C, l’applicationz 7→ λz est
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une similitude directe et si|λ| = 1 c’est une rotation. On désigne pardx,dy,dz,dz les applica-
tions linéaires suivantes :dx· (α,β) = α,dy· (α,β) = β si (α,β) ∈ R2 et dz·u = u,dz·u = u
si u ∈ C. Si r ∈ [0,+∞] et a ∈ C on poseDr(a) = {|z−a| < r}, Sr(a) = {|z−a| = r} et par-
fois Dr(0) est notéDr et Sr(0) est notéSr . L’axe réel est la droite{Im z= 0} identifiée avec
R×{0}. L’axe imaginaire est l’axeiR = {R e z= 0}.

Définition 1 SoitΩ un ouvert deC, f : Ω→C continue etz0∈Ω. On dit quef estC-dérivable
enz0 s’il existe l ∈ C tel que limh→0

f (z0+h)− f (z0)
h = l . Cette limite notéef ′(z0) s’appelle laC-

dérivée def enz0. On dit quef estholomorphe(ouC-dérivable) surΩ si f estC-dérivable en
tout point deΩ.

Exemples 1(de fonctions holomorhes)
- les fonctions constantes
- Ω = C, f = zp avecp∈ N∗ : alors

f ′(z) = lim
h→0

(z+h)p−zp

h
= lim

h→0

p

∑
k=1

(z+h)k−1zp−k = pzp−1.

- Ω = C\{0}, f = 1
zp avecp∈ Np : alors

f ′(z) = lim
h→0

1
(z+h)p − 1

zp

h
= lim

h→0

zp− (z+h)p

zp(z+h)ph
=

−p
zp+1 .

Exemples 2(de fonctions qui ne sont pas holomorhes)
- Ω = C et f = z.
- Ω = C et f = x.
- Ω = C et f = y.

En effet par exemple limh→0
h∈Rλ

h
h = λ

λ dépend deλ ∈ C\{0}.

Remarque 1 Soit f : Ω → C une application continue définie sur un ouvertΩ de C et soit
z0 ∈ Ω. Si f estC-dérivable enz0 alors f , vue comme application définie sur un ouvert deR2

est différentiable enz0 et siu∈ C(≃ R2) alorsd f(z0) ·u = f ′(z0)u.

Dans ce cours on va étudier les fonctions holomorphes.

I Familles sommables

Notation 2 Si (ai)i∈I ∈ CI on pose||(ai)i∈I || = supF⊂I ,F fini ∑i∈F |ai|.

On peut s’assurer que

Proposition 1 Si (ai)i∈I ∈ CI , (bi)i∈I ∈ CI et λ ∈ C alors
0) Tous les ai sont nuls ssi||(ai)i∈I || = 0.
1) Si J⊂ I alors ||(ai)i∈J|| ≤ ||(ai)i∈I ||.
2) ||(λai)i∈I || = |λ| ||(ai)i∈I ||.
3) ||(ai)i∈I1||+ ||(ai)i∈I2|| = ||(ai)i∈I || si (I1, I2) est une partition de I.
4) Si pour tout i∈ I on a |ai | ≤ |bi| alors ||(ai)i∈I || ≤ ||(bi)i∈I ||.
5) ||(ai +bi)i∈I || ≤ ||(ai)i∈I ||+ ||(bi)i∈I ||.
6) ||(ai)i∈I || ≤ ||(R e ai)i∈I ||+ ||(Im ai)i∈I ||.
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Définition 2 On dit que(ai)i∈I estsommable de somme S∈C si pour toutε > 0 il existeFε ⊂ I
fini tel que siF ⊂ I fini et Fε ⊂ F alors|S−∑i∈F ai| < ε.

Remarque 2 Si (ai)i∈I de sommesS et S′ alorsS= S′. En effet siε > 0, en considérant la
réunion deFε et F ′

ε associés àSet S′ on obtient

|S−S′| ≤ |S− ∑
i∈Fε∪F ′

ε

ai |+ |S′− ∑
i∈Fε∪F ′

ε

ai | < 2ε.

Notation 3 Si (ai)i∈I est sommable de sommeSon pose∑i∈I ai = S.

Définition 3 Si ||(ai)i∈I || < +∞, on dit que(ai)i∈I estabsolument sommable.

Proposition 2 Si (ai)i∈I est sommable de somme S alors(ai)i∈I est absolument sommable.

PreuveOn poseI+
r = {i ∈ I : R e ai > 0}, I−r = {i ∈ I : R e ai ≤ 0}, I+

i = {i ∈ I : Im ai > 0},
I−i = {i ∈ I : Im ai ≤ 0}. On remarque que
||(ai)i∈I || ≤ ||(R e ai)i∈I+r ||+ ||(R e ai)i∈I−r ||+ ||(Im ai)i∈I+i

||+ ||(Im ai)i∈I−i
||

et que les quatre termes de la somme sont majorés par|S|+1+ ||(ai)i∈F1||. Par exemple siF+
r ⊂

I+
r fini alors ||(R e ai)i∈F+

r
|| = ∑i∈F+

r
R e ai est majoré par|∑i∈F+

r
ai| donc par|∑i∈F+

r ∪F1
ai|+

||(ai)i∈F1|| et |∑i∈F+
r ∪F1

ai | ≤ |S|+1.
•

Remarque 3 La famille(ai)i∈N est sommable si et seulement si la série∑i≥0ai est absolument
convergente. En revanche il se peut que la série∑i≥0ai soit convergente sans que la famille
(ai)i∈N soit sommable.

Exemple 3 (
(−1)i

i )i∈N n’est pas sommable mais∑i≥1
(−1)i

i est convergente.

Proposition 3 Si (ai)i∈I est absolument sommable alorsĨ = {i ∈ I : ai 6= 0} est au plus dénom-
brable.

PreuveSinon il existeraitn∈ N tel queĨn = {i ∈ I : |ai| > 2−n} est non dénombrable et donc
+∞ = ||(ai)i∈Ĩn|| ≤ ||(ai)i∈I ||.
•

Proposition 4 Si (ai)i∈I est absolument sommable alors pour toutε > 0 il existe F∈ I fini tel
que||(ai)i∈I\F || < ε.

PreuveSoitε > 0. Puisque||(ai)i∈I ||< +∞ il existeF ⊂ I fini tel que||(ai)i∈I ||−ε < ∑i∈F |ai|=
||(ai)i∈F ||. On a alors||(ai)i∈I\F || < ε.
•

Théorème 1 Si (ai)i∈I est absolument sommable elle est sommable, sa somme S vérifie|S| ≤
||(ai)i∈I || et si F⊂ I fini alors |S−∑i∈F ai | ≤ ||(ai)i∈I\F ||.
Preuve On peut supposerI au plus dénombrable. SoitIk ⊂ Ik+1 une famille croissante d’en-
sembles finis dont la réunion estI . Soit ε > 0. Il existeFε fini tel que||(ai)i∈I\Fε|| < ε. Il existe
kε tel que sik≥ kε alorsFε ⊂ Ik et donc||(ai)i∈I\Ik|| < ε. Si l ≥ k≥ kε alors
|∑i∈Il ai −∑i∈Ik ai | ≤ ∑i∈Il\Ik |ai| ≤ ||(ai)i∈I\Ik|| < ε.
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La suiteSk = ∑i∈Ik ai est de Cauchy donc convergente. SoitSsa limite. Montrons queSvérifie
les conclusions voulues. Déjà,|Sk| ≤ ∑i∈Ik |ai| ≤ ||(ai)i∈I || et donc|S| ≤ ||(ai)i∈I ||. Soit F ⊂ I
fini et soitk assez grand pour queF ⊂ Ik. On a
|∑i∈Ik ai −∑i∈F ai | = |Sk−∑i∈F ai | ≤ ||(ai)i∈FI\F || ≤ ||(ai)i∈I\F ||.
En passant à la limite on obtient|S−∑i∈F ai | ≤ ||(ai)i∈I\F ||. En particulier, siFε ⊂ F alors
|S−∑i∈F ai | < ε.
•

Remarque 4 La famille (ai)i∈I est absolument sommable ssi la famille(ai)i∈Ĩ est absolument
sommable avec̃I = {i ∈ I : ai 6= 0}. Leurs sommes sont égales.

Proposition 5 Soit (ai)i∈I absolument sommable de somme S et Ik ⊂ Ik+1 dont la réunion
contientĨ = {i ∈ I : ai 6= 0}. Alors les(ai)i∈Ik,k ∈ N sont absolument sommables de sommes
Sk,k∈ N et la suite Sk converge vers S.

PreuveOn peut supposerI = Ĩ . Soit ε > 0. Il existeFε fini tel que||(ai)i∈I\Fε|| < ε. Il existekε
tel que sik≥ kε alorsFε ⊂ Ik et donc||(ai)i∈I\Ik|| < ε. Si k≥ kε alors|Sk−S| ≤ ||(ai)i∈Ik\Fε||+
||(ai)i∈I\Fε|| < 2ε.
•

Théorème 2 Soit(ai)i∈I absolument sommable de somme S et(Iλ)λ∈Λ une partition de I. Alors
les familles(ai)i∈Iλ,λ ∈ Λ sont absolument sommables et si on note Sλ,λ ∈ Λ leurs sommes,
(Sλ)λ∈Λ est absolument sommable de somme S. En d’autres termes∑λ∈Λ(∑i∈Iλ ai) = ∑i∈I ai.

PreuveOn peut supposerI et doncΛ au plus dénombrables.
Soit Λ′ ⊂ Λ fini. On a∑λ∈Λ′ ||(ai)i∈Iλ|| ≤ ||(ai)i∈I ||. Donc les(ai)i∈Iλ sont sommables et leurs
sommesSλ vérifient∑λ∈Λ′ |Sλ| ≤ ||(ai)i∈I || quelque soitΛ′ ⊂ Λ fini. Par conséquent(Sλ)λ∈Λ est
sommable. On poseS′ = ∑λ∈Λ′ Sλ.
MontronsS= S′. Soit ε > 0.
(1) Il existeF ⊂ I fini tel que||(ai)i∈I\F || < ε

3.
(2) Il existeΛ′ ⊂ Λ fini tel que||(Sλ)λ∈Λ\Λ′|| < ε

3 et F ⊂∪λ∈Λ′ Iλ.
(3) Si λ ∈ Λ′ il existeFλ ⊂ Iλ fini tel que|Sλ −∑i∈Fλ

ai | < ε
3CardΛ′ et F ∩ Iλ ⊂ Fλ.

Alors on a|S−∑λ∈Λ′ ∑i∈Fλ
ai | ≤ ||(ai)i∈I\F || < ε

3 d’après (1), (2) et (3).
On a aussi|∑λ∈Λ′(∑i∈Fλ

ai −Sλ)| < ε
3 d’après (3).

On a enfin|∑λ∈Λ′ Sλ −S′| < ε
3 d’après (2).

En sommant on obtient siε > 0
|S−S′| ≤ |S−∑λ∈Λ′ ∑i∈Fλ

ai |+ |∑λ∈Λ′(∑i∈Fλ
ai −Sλ)|+ |∑λ∈Λ′ Sλ −S′| < ε.

Ceci prouve queS= S′.
•

Remarque 5 Soit (ai)i∈I et (Iλ)λ∈Λ une partition deI . Il est possible que les(ai)i∈Iλ,λ ∈ Λ
soient absolument sommables de sommesSλ,λ ∈ Λ et (Sλ)λ∈Λ absolument sommable sans que
(ai)i∈I soit sommable. C’est le cas par exemple siI = N, ai = (−1)i , Λ = N et Iλ = {2λ,2λ+1}.
Cependant on a :

Proposition 6 Soit (ai)i∈I et (Iλ)λ∈Λ une partition de I. Si les(ai)i∈Iλ,λ ∈ Λ sont absolument
sommables et si(||(ai)i∈Iλ||)λ∈Λ est absolument sommable alors(ai)i∈I est absolument som-
mable.
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PreuveSi F ⊂ I fini et si Λ′ ⊂ Λ fini tel queF ⊂∪λ∈Λ′ Iλ alors
∑i∈F |ai| ≤ ∑λ∈Λ′ ||(ai)i∈Iλ|| ≤ ||(||(ai)i∈Iλ||)λ∈Λ)|| < +∞.
En passant au sup on obtient||(ai)i∈I || ≤ ||(||(ai)i∈Iλ||)λ∈Λ)|| < +∞.
•

On déduit de ce qui précède un énoncé qui a un parfum de Fubini.

Théorème 3 Si (ai, j)(i, j)∈I×J est absolument sommable alors

∑
i∈I

(∑
j∈J

ai, j) = ∑
(i, j)∈I×J

ai, j = ∑
j∈J

(∑
i∈I

ai, j).

Exemple 4 Si ai, j = 0 si(i, j)∈ N2, j 6= i, i +1 etai,i = 1,ai,i+1 =−1 alors∑i∈I (∑ j∈J ai, j) = 0
alors que∑ j∈J(∑i∈I ai, j) = 1. Par conséquent(ai, j)(i, j)∈N2 n’est pas absolument sommable.

Voici un corrolaire aux résultats précédents.

Corollaire Soit (ai)i∈I , (a′i)i∈I et (b j) j∈J absolument sommables de sommes A, A′ et B. Alors
(λai)i∈I , (ai +a′i)i∈I et (aib j)(i, j)∈I×J sont absolument sommables de sommesλA, A+A′ et AB.

Remarque 6 Les notions de familles sommables et absolument sommables s’étendent aux
espaces vectoriels normés. Une famille absolument sommable d’un espace de Banach est som-
mable. Ce n’est pas vrai dansC[X] muni de la norme définie parN1(a0 + ...+adXd) = |a0|+
... + |ad|. Par exemple la famille(Xn/n!)n∈N est absolument sommable mais pas sommable.
Dans un espace de dimension infinie une famille peut être sommable sans être absolument som-
mable. Considérons par exemple l’espacel∞(C) des suites de complexes bornées muni de la
norme définie parN∞((tn)n∈N) = supN∈N |tn| et qui en fait un espace de Banach. La famille
(ai)i∈N définie parai,i =

1
i+1 etai,n = 0 si i 6= n est sommable de somme la suite( 1

n+1)n∈N mais
elle n’est pas absolument sommable.

Proposition 7 Soit ( fi)i∈I une famille de fonctions définies sur E⊂ C, à valeurs complexes,
continues et bornées. On suppose que(supz∈Ω | fi(z)|)i∈I est une famille absolument sommable.
Alors pour tout z∈ E, ( fi(z))i∈I est absolument sommable et sa somme F(z) est une fonction
continue sur E.

PreuveOn peut supposerI = N. Les hypothèses impliquent que la série∑i≥0 fi converge nor-
malement donc uniformément vers une fonction continue.
•

II Séries entières, rayon de convergence,
fonctions analytiques

Définition 4 Une série formelle Aest une série de fonctions∑n≥0An dont le terme général
est de la formeAn : z∈ C 7→ An(z) = anzn où an ∈ C. La sérieA est notéeA = ∑n≥0anzn. Le
coefficienta0 s’appelle leterme constantdeA. On dit queA estconstantesi A = a0.

Exemples 5
- Les polynômesa0+ ...+anzn.
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- La série géométrique∑n≥0
zn

zn
0

avecz0 ∈ C∗.

- La série exponentielle∑n≥0
zn

n! .

- La série d’Euler∑n≥0n!zn+1.

Définition 5 Le rayon de convergence R(ou rayon) de la série formelleA = ∑n≥0anzn est

R= sup{r ∈ [0,+∞[: ∑
n≥0

|an|rn < +∞}.

Remarque 7 Le rayonR appartient à[0,+∞].

Définition 6 Si le rayon deA = ∑n≥0anzn est non nul on dit queA est unesérie entière.

Notation 4 On noteC[[z]] l’ensemble des séries formelles etC{z} le sous-ensemble deC[[z]]
composé des séries entières.

Proposition 8 (Hadamard) Le rayon R de la série∑n≥0anzn est R= liminfn→+∞|an|−1/n.

Remarque 8 Bien sur on prend ici la convention 1/0 = +∞.

Théorème 4 (Abel et Riemann) Soit A= ∑n≥0anzn de rayon R> 0. Alors :
1. Si r> R la suite|an|rn est non bornée. Par conséquent si|z| > R la série∑n≥0anzn diverge.
En revanche si r< R la suite|an|rn tend vers0.
2. Il existe une fonction continueA : DR→ C telle que si K⊂DR est compact, la série∑n≥0anzn

restreinte à K converge normalement vers la restriction deA à K.
3. La fonctionA estC-dérivable en0, A(0) = a0 et A′(0) = a1.

Notation 5 La fonctionA est aussi notée∑n≥0anzn. C’est lasommede la série entière sur son
disque de convergence DR.

Définitions 7
- Une fonctionf : Ω → C définie sur un ouvert deC estdéveloppable en série entièreenz0 ∈ Ω
s’il existe A ∈ C{z} de rayonR > 0 et r ∈]0,R] tels queDr(z0) ∈ Ω et si z∈ Dr(z0) alors
f (z) = A(z−z0).
- La fonction f estanalytiquesurΩ si f est développable en série entière en toutz0 ∈ Ω.
- Une fonction analytique surC est appeléefonction entière.

Notation 6 On noteO (Ω) l’ensemble des fonctions analytiques sur un ouvertΩ deC.

D’après le résultat d’Abel on a :

Théorème 5 Si f : Ω → C est analytique alors elle est holomorphe.

La réciproque est vraie et sera démontrée ultérieurement à l’aide la théorie de Cauchy.

Définition 8 Soit f1 ∈ O (Ω1) et f2 ∈ O (Ω2) et soitz0 ∈ Ω1∩Ω2. On dit que f1Relz0 f2 si f1
et f2 coïncident sur un voisinage dez0. La relation Relz0 est une relation d’équivalence. Une
classe d’équivalence s’appellegermede fonction analytique enz0. L’ensemble des germes de
fonctions analytiques enz0 est notéOz0. On verra plus loin qu’il y a une bijection naturelle ente
Oz0 etC{z}.
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Exemples 6
- le rayon de convergence de la série géométrique∑n≥0

zn

zn
0

est|z0| et si|z| < |z0| alors∑n≥0
zn

zn
0
=

z0
z0−z. Par conséquent la fonction 1/zest une fonction analytique surC∗.
- le rayon de convergence de la série exponentielle est+∞. Sa somme appeléeexponentielleet
notée exp.
- le rayon de convergence de la série d’Euler est 0.

Preuve des énoncés de Hadamard, Abel et RiemannSoit 0≤ r < liminf |an|−1/n. Montrons
que r < R. Soit r ′ ∈]r, liminf |an|−1/n[. Il existe N ∈ N tel que sin ∈ N est plus grand queN
alors|an|−1/n > r ′ et donc|an|rn < (r/r ′)n. Ainsi à partir du rangN le terme général de la série
∑n≥0 |an|rn est majoré par le terme général de la série géométrique de raisonr/r ′ ∈ [0,1[. Cette
série géométrique est convergente et donc∑n≥0 |an|rn < +∞. Ainsi R≥ liminf |an|−1/n.

Soitr > liminf |an|−1/n. Montrons que|an|rn est non bornée (ceci implique queR≤ liminf |an|−1/n).
Soitr ′ ∈] liminf |an|−1/n, r[. Il existe une suite strictement croissantenk,k∈N telle que|ank|−1/nk <
r ′ et donc(r/r ′)nk < |ank|rnk. Puisquer/r ′ > 1 on a limk→+∞(r/r ′)nk = +∞. Par conséquent la
suite|an|rn est non bornée.
On a donc prouvé le résultat d’Hadamard et le premier point durésultat d’Abel et Riemann :
R= liminfn→+∞|an|−1/n.
Considérons toujours 0≤ r < liminf |an|−1/n = R. Puisque|an|rn = supDr

|anzn|, la restriction de
la série∑n≥0anzn à Dr converge normalement vers une fonction continue notéeAr . De plus si
r < r ′ < liminf |an|−1/n alors la restriction deAr ′ àDr coïncide avecAr . La fonctionA : DR→C
recherchée coïncide donc avecAr en restriction àDr .
Le calcul deA(0) est immédiat. Le rayon de convergence de∑n≥1anzn−1 est le même que celui

de∑n≥0anzn et siz 6= 0 est dans le disque de convergence alorsA(z)−A(0)
z = ∑n≥1anzn−1. Ainsi

A′(0) = limz→0
A(z)−A(0)

z = a1.
•

1ère conséquenceSoit∑n≥0anzn de rayonR> 0. Si r ∈]0,R[ il existeK > 0 tel que|an|< Kr−n.

2ème conséquenceSoit ∑n≥0anzn de rayon de convergenceR > 0. Si λ ∈ C non nul alors
∑n≥0(anλn)zn est de rayonR/|λ| et si|z| < R/|λ| alors∑n≥0(anλn)zn = A(λz) = ∑n≥0an(λz)n

Application Soit∑n≥0anzn de rayonR> 0. On supposea0 = 0 eta1 6= 0. Alors il exister > 0 tel
que la série∑n≥0bnzn = 1

ra1
∑n≥0(anrn)zn est de rayon supérieur à 1 et vérifieb1 = 1 et|bn| ≤ 1.

3ème conséquenceSoit ∑n≥0anzn de rayonR> 0. Alors ∑n≥0anzn est de rayonR et si |z| < R
alorsA(z) = ∑n≥0an zn. Si tous les coefficientsan sont réels alorsA(]−R,R[)⊂ R.

Application Si z∈ C alors expz= expz. De plus exp(R) ⊂ R.

III Propriétés des séries formelles

Définition 9 (Calculs formels - sans hypothèse de convergence)
Soit A = ∑n≥0anzn, B = ∑n≥0bnzn, λ ∈ C. Alors on poseλA = ∑n≥0λanzn, A+ B = C =

∑n≥0(an+bn)zn, AB= ∑n≥0(∑k+l=nakbl)zn, A′ = A(1) = ∑n≥0(n+1)an+1zn et par récurrence,
A(n+1) = (A(n))′ si n∈ N. On pose aussiA(−1) = ∑n≥0

an
n+1zn+1.

Exemple 7 (1−z)∑n∈N zn = (∑n∈N zn)(1−z) = 1 dansC[[z]].
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Définition 10 (Topologie de Krull) SiA = ∑n≥0anzn 6= 0 on appelleordre de A et on note
ω(A) le plus petit entiern tel quean 6= 0. On poseω(0) = +∞. Si A,B∈ C[[z]] alors la distance
de Krull entreA et B estdKrull (A,B) = 2−ω(A−B). Muni de cette distanceC[[z]] est un espace
métrique. C’est lecomplété au sens de Krullde l’espace des polynômesC[z] muni des mêmes
lois, de la dérivation des polynômes et de la topologie de Krull.

Théorème 6 L’ensembleC[[z]] muni des opérations précédentes est uneC-algèbre commuta-
tive intègre et différentielle. En particulier(AB)′ = A′B+AB′ (Leibniz) etω(AB)= ω(A)+ω(B)
si A,B∈ C[[z]]. Le morphisme de dérivation est surjectif et son noyau est l’ensemble des séries
constantes. De plus si A∈ C[[z]] alors A− (A(1))(−1) = a0 et A= (A(−1))(1).

Proposition 9 (Formule de Taylor) Si A= ∑n≥0anzn∈C[[z]] alors an = A(n)
0 /n! où A(n)

0 désigne
le terme constant de la série dérivée n-ième A(n) de A.

PreuveCes résultats sont vrais dansC[z] et l’addition, la multiplication par un scalaire ou par
une série formelle ainsi que la dérivation et l’anti-dérivation sont des opérations continues au
sens de Krull. Tous passe donc au complété.
•

Composition Soit A,B∈ C[[z]] et soitAn,Bn des suites de polynômes qui convergent versA et
B au sens de Krull. On suppose de plus que le terme constanta0 de A est nul. Alors la suite
des composésBn ◦An est une suite de polynômes qui converge au sens de Krull vers une série
formelle notéeB◦A. Cette série est indépendante des suitesAn et Bn. De plus

B◦A = b0+ ∑
n≥1

(
n

∑
l=1

∑
k1+...+kl=n

ki 6=0

bl ak1...akl )z
n.

On déduit de l’associativité de la composition pour les polynômes la même propriété pour les
séries formelles : siA,B,C ∈ C[[z]] et a0 = b0 = 0 alors le terme constant deB◦A est nul et
C◦ (B◦A) = (C◦B)◦A. La règle de dérivation des composées de polynômes passe à la limite :
(B◦A)′ = (B′ ◦A)A′.

Remarque 9 Supposer quea0 = 0 est fondamental. En effet, la composition des polynômes
n’est pas continue au sens de Krull. Par exemple lorsquen tend vers+∞ la composée des
1
n = Pn◦T oùPn = zn

n etT = 1 ne converge pas au sens de Krull alors quePn tend vers 0 au sens
de Krull.

Proposition 10 (inverse pour la multiplication) Soit A∈ C[[z]] tel que a0 6= 0. Alors il existe un
unique B∈ C[[z]] tel que AB= BA= 1. On a B′ = −A′/A2. En particulier b0 = 1

a0
et b1 = −a1

a2
0

.

Preuve A = a0(1−C) avecc0 = 0. Alors B = 1
a0

D où D est la série obtenue en composant

∑n≥0zn etC. Les calculs deB′, b0 et b1 sont immédiats.
•

Remarque 10 Ce résultat implique que l’ensemble des séries formellesAdont le terme constant
a0 est non nul muni de la multiplication est un groupe commutatif.
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Exemple 8 On vérifie par récurrence surk∈N que la dérivéekème( 1
1−z)

(k) de la série formelle

( 1
1−z) est la série formelle k!

(1−z)k+1 . Par conséquent on obtient l’identité formelle remarquable

k!
(1−z)k+1 = ∑

n≥0
(n+1)...(n+k)zn.

Proposition 11 (inverse pour la composition) Soit A∈ C[[z]] avec a0 = 0 et a1 6= 0. Il existe un
unique B tel que A◦B= B◦A= z. On a b1 = 1/a1 et si a1 = 1alors bn =−∑n

l=2∑k1+...+kl=n
ki 6=0,n

al bk1...bkl

si n≥ 2. De plus B′ = 1
A′◦B.

Remarque 11 Ainsi l’ensemble des séries formellesA telles quea0 = 0 eta1 6= 0 muni de la
composition forme un groupe (non commutatif).

PreuvePuisque◦ est associatif il suffit de rechercher un inverse à droite, c’est à direB tel que
A◦B = z. Quitte à composer à droiteA par z/a1 on peut supposer quea1 = 1. On cherche
B= ∑n≥0bnzn = z+∑n≥2bnzn tel queA◦B= z. En développant on trouve que lesbn,n≥ 2 sont
solutions de

bn+
n

∑
l=2

∑
k1+...+kl=n

ki 6=0,n

albk1...bkl = 0.

L’inverse deA existe bien et ses coefficients sont bien ceux donnés dans la proposition. Le calcul
de la dérivée de l’inverse pour la composition est facile.
•

Proposition 12 Soit d∈ N,d ≥ 1, et Ed = ∑n≥1(
1
d −0)...(1

d − (n−1)) 1
n! z

n. AlorsEd ∈ C{z}
et (1+Ed)

d = 1+z formellement.

Preuve (1+ z)d − 1 = A vérifie a0 = 0,a1 = d 6= 0. Il existe doncB tel queA◦ B = z et
b0 = 0, c’est à dire(1+ B)d = 1+ z. De plusB est unique. Pour voir queB = Ed il suffit
donc de comparer les séries termes à termes. En dérivant on obtientd(1+B)d−1B′ = 1 et donc
B′ = (1

d −0)(1+B)1−1d. Par récurrence on obtientB(n) = (1
d −0)...(1

d − (n−1))(1+B)1−nd.

En identifiant les premiers termes des deux séries on obtientB(n)
0 = (1

d −0)...(1
d − (n−1)) et

doncbn = (1
d −0)...(1

d − (n−1)) 1
n! si n≥ 1. Il est facile de vérifier que le rayon de convergence

deEd est 1.
•

Proposition 13 (Modèle d’une série formelle) Soit A∈ C[[z]] non nulle, telle que a0 = 0 et soit
d son ordre. Alors il existe B,C∈ C[[z]] de la forme B= z+∑n≥2bnzn et C= ∑n≥1cnzn tels que
A = adBd = ad(1+C)zd.

PreuveOn prendC∈ C[[z]] défini parc0 = 0 cn = an+d
ad

si n > 0. On sait qu’il existeEd ∈ C[[z]]

tel que 1+z= (1+Ed)
d. On poseB = z(1+Ed ◦C).

•

IV Propriétés des séries entières et des fonctions analytiques
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Proposition 14 Soit A,B ∈ C{z} de rayons RA ≤ RB. Alors C= A+ B et D= AB sont dans
C{z} et leurs rayons sont supérieurs ou égaux à RA. AinsiC{z} est une sous-algèbre deC[[z]].
De plus si|z| < RA alorsC(z) = A(z)+B(z),D(z) = A(z)B(z).

PreuveCette proposition découle immédiatement des résultats surles familles absolument som-
mables.
•

Théorème 7 (composition des séries entières) Soit A= ∑n≥0anzn de rayon RA > 0 et B=

∑n≥0bnzn de rayon RB et soit r∈]0,RA[ tel que∑n≥0 |an|rn < RB. Alors
1. Si n∈ N la famille (blak1...akl ) l∈N

k1+...+kl =n
est absolument sommable de somme cn.

2. La série C= ∑n≥0cnzn a un rayon minoré par r
3. Si|z| < r alors C(z) = B◦A(z).

Remarque 12 en particulier on ac0 = ∑n≥0bnan
0 et c1 = (∑n≥0(n+1)bn+1an

0)a1.

PreuveOn poseK1 = ∑n≥0 |an|rn,K2 = ∑n≥0bnKn
1. On aK1,K2 < +∞. SoitN1,N2 ∈ N. On a

N1

∑
n=0

(
N2

∑
l=0

∑
k1+...+kl=n

|blak1...akl |)rn ≤
N2

∑
l=0

|bl |(
N1

∑
k=0

|ak|rk)l ≤
N2

∑
l=0

|bl |K l
1 ≤ K2.

Ainsi (blak1...akl r
n) l∈N,n∈N

k1+...+kl =n
est absolument sommable et sin est fixé(blak1...akl ) l∈N

k1+...+kl =n
est

absolument sommable et sa sommecn vérifie ∑n≥0 |cn|rn ≤ K2.
Ceci prouve 1. et 2.
Prouvons 3. Soitz∈ C tel que|z| < r. La famille (bl ak1...akl z

n)l∈N,n∈N,k1+...+kl=n est encore
absolument sommable. On a donc égalité entre les sommes suivantes :

B◦A(z) = ∑l∈N bl(∑k∈N akzk)l

= ∑l∈N bl(∑k1,...,kl∈N ak1...akl z
k1+...kl )

= ∑ l ,n∈N
k1+...+kl=n

blak1...akl z
n

= ∑n∈N(∑ l∈N
k1+...+kl=n

blak1...akl )z
n

= ∑n∈N cnzn

= C(z).

•

En composant à droite par une translation on obtient que la somme d’une série entière est
analytique.

Corollaire Soit A∈ C{z} de rayon R> 0 et soit z0 ∈ DR. Il existe alors une série B∈ C{z} de
rayon minoré par R−|z0| tel queA(z0+z) = B(z) si |z| < R−|z0|. De plus b0 = ∑n≥0anzn

0 =
A(z0) et b1 = ∑n≥0(n+1)an+1zn

0. AinsiA ∈ O (DR).

Proposition 15 Si A∈ C[[z]] alors B= ∑n≥0an+1zn, A′ = ∑n≥0(n+1)an+1zn ont même rayon

que A. Si ce rayon R est non nul alorsA(z) = a0+zB(z) etA′(z) = limh→0
A(z+h)−A(z)

h si |z|< R.

PreuvePuisque∑n≥0anzn = a0+z(∑n≥0an+1zn) on aRA ≥ RB avecB = ∑n≥0an+1zn. Puisque
|(n+1)an+1| ≥ |an+1| on aRB ≥ RA′. D’après le corollaire précédent (calcul deb1) RA′ ≥ RA.
DoncRA = RB = RA′.



J.-M. Lion, notes du cours de fonctions holomorphes, 5 mai 2004 11

Si RA est non nul il est immédiat queA(z) = a0+zB(z).
On sait déjà queA estC-dérivable à l’origine et queA′(0) = a1. Par conséquent si|z| < RA

alors Ã = h 7→ A(z+ h) admet un développement en série entière de rayon non nul,Ã(h) =
A(z+h) = ∑n≥0 ãnhn avec

∑
n≥0

(n+1)an+1zn = ã1 = Ã′(0) = A′(z).

•
Une conséquence analytique de ces résultats est :

Proposition 16 Soit f : Ω → Ω′ et g: Ω′ → C analytiques alors g◦ f analytique et(g◦ f )′ =
(g′ ◦ f ) f ′.

Exemple 9 Les fonctions exp◦exp et exp◦P avecP polynôme sont des fonctions entières.

Exemple 10 On a vu que sip ∈ N il existeE ∈ C{z} tel que(1+ E )p = 1 formellement.
D’après ce qui précède c’est vrai sur le disqueD1 qui est le disque de convergence deE .

Puisque 1/zest analytique, on déduit du résultat de composition :

Proposition 17 Soit f,g∈ O (Ω). Si g n’a pas de zéro alors f/g∈ O (Ω).

On a aussi une version pour les séries entières :

Proposition 18 Soit A,B∈ C{z}. Si b0 6= 0, il existe C∈ C{z} tel que A= BC.

Remarques 13L’ensemble des fonctions analytiques surΩ et sans zéro surΩ et l’ensemble
des séries entières dont le terme constanta0 est non nul sont des groupes multiplicatifs (com-
mutatifs).

Proposition 19 (principe des zéros isolés) Soit A= ∑n≥0anzn de rayon R> 0. Si A 6= 0 alors
il existeε ∈]0,R[ tel queA n’a pas de zéro dans Dε \{0}.
PreuveEn effet, la série entièreA est égale àzdB oùB est une série entière de même rayon queA
et de terme constant non nul. Il existe doncε∈]0,R[ tel que siz∈Dε alors|B(z)| ≥ |B(0)|/2> 0.
Si de plusz 6= 0 alorsA(z) = zdB(z) 6= 0.
•

Théorème 8 (principe des zéros isolés) Si f: Ω → C est analytique non nulle surΩ connexe
et si K⊂ Ω compact alors f−1(0)∩K est fini.

PreuveL’ensembleF = f−1(0) est un fermé deΩ. D’après le principe des zéros isolés pour les
séries entières, l’ensembleFacc des points d’accumulation deF dansΩ est ouvert dansΩ. Or
c’est un fermé deΩ inclus dansF. PuisqueΩ est connexe, siFacc est non vide alorsFacc= Ω et
doncF = Ω. Par conséquentFacc est vide et doncf−1(0)∩K est fini siK ⊂ Ω compact.
•
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Remarque 14 Ainsi si Ω est connexe et siz0 ∈ Ω alors l’application qui àf ∈ O (Ω) associe
sa série de Taylor enz0 est injective.

Ce théorème admet le corollaire suivant.

Corollaire (principe du prolongement analytique) Si f,g analytiques surΩ connexe coïncident
sur un ouvert non vide U⊂ Ω alors elles sont égales.

Puisque deux séries formelles ont même série dérivée si et seulement si elles diffèrent d’une
constante on obtient par une récurrence :

Corollaire Soit f,g analytiques surΩ connexe et n∈ N. Si f(n) et g(n) coïncident sur un ouvert
non vide U⊂ Ω alors f−g est un polynôme de dégré au plus n.

On a aussi :

Corollaire Deux représentants d’un même germe de fonction analytique en z0 ont même série
de Taylor en ce point. Ainsi l’application qui à un germe en z0 associe la série de Taylor en ce
point d’un de ses représentants est bien définie et c’est un isomorphisme entreOz0 et C{z}.
On déduit de ces résultats les conséquences suivantes.

Théorème 9 L’ensembleC{z} est une algèbre différentielle et intègre. De plus si A∈ C{z} est
de rayon R alors A′ à même rayon,A est holomorphe et analytique sur le disque DR et A′ est la
série entière associée à laC-dérivéeA′ de la fonctionA.

Théorème 10 SiΩ est un ouvert non vide et connexe deC l’ensembleO (Ω) est uneC-algèbre
différentielle intègre. En particulier les fonctions analytiques sont infinimentC-dérivables.

Proposition 20 Soit P∈C[(zi, j)i = 0, ..., r, j = 0, ...,s] et A0, ...,Ar des séries entières de sommes
A0, ...,Ar. Alors

P((A( j)
i ) i=0,...,r

j=0,...,s
) = 0

dansC[[z]] si et seulement si

P((A( j)
i ) i=0,...,r

j=0,...,s
) = 0

dans un voisinage de l’origine.

Exemples 11
- La série exponentielleE = ∑n≥0

zn

n! vérifie E = E′ formellement par conséquent sa somme,
l’exponentielle exp vérifie exp= exp′ .

- La série logarithme de(1+z), L = ∑n≥1
(−1)n−1

n zn a pour rayon 1 et vérifieL′ = ∑n≥0(−1)nzn.
Par conséquent sa somme noté log(1+z) est définie sur le disque unité et vérifie log′(1+z) =

1
1+z.

- Puisque 1
1−z = ∑n≤0zn surD1 et que la dérivéekème de la série formelle associée( 1

1−z) est la

série formelle associée à k!
(1−z)k+1 on a l’identité remarquable

k!
(1−z)k+1 = ∑

n≥0
(n+1)...(n+k)zn si z∈ D1.

- Si A,B∈ C{z} et AB= 1 de sommesA et B alorsB′ = −A′/A2.
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Théorème 11 (inversion locale) Soit A= ∑n≥1anzn ∈ C{z} telle que a1 6= 0. Alors il existe
B = ∑n≥1bnzn ∈ C{z} tel que A◦B = B◦A = z. De plus a1b1 = 1. En particulier la fonctionA
associée à A est un homéomorphisme entre deux voisinages ouverts de l’origine.

Preuve(Méthode des séries majorantes)
Un cas particulier La sérieF = z−∑n≥2zn admet 1 comme rayon de convergence et si|z|< 1

alorsF(z) = z− z2

1−z. Un calcul montre que si on noteE2 la série entière (déjà calculée) telle
(1+E2)

2 = 1+zet si on poseG(z)= (z−E2(−6z+z2))/4 alorsG(z)∈C{z} etG◦F = F ◦G=
z. Ca prouve le résultat siA = F. Notons queG est l’inverse formel deF. Si on notegn et fn les
coefficients des sériesG etF, alors f0 = 0, f1 = 1 et fn =−1 sin≥ 2, et on a d’après la formule
qui donne les coefficients de l’inverse formel,g0 = 0,g1 = 1 etgn = ∑n

l=2∑k1+...+kl=n
ki 6=0,n

gk1...gkl ≥
0 sin≥ 2.
Le cas généralComme◦ est associatif il suffit de trouver un inverse à droite. Quitte à com-
poserA par λz à droite et parz/a1λ à gauche avec|λ| petit non nul en module, on peut
supposer quea1 = 1 et que|an| ≤ 1 si n ≥ 2. On sait queA admet un unique inverseB
dansC[[z]]. Pour conclure il suffit de montrer queB ∈ C{z}. D’après les résultats formels
on sait queb1 = 1 et si n ≥ 2 alors On sait quebn = −∑n

l=2 ∑k1+...+kl=n
ki 6=0,n

al bk1...bkl et donc

|bn| ≤ ∑n
l=2∑k1+...+kl=n

ki 6=0,n
|bk1|...|bkl |. Il est alors facile de vérifier par récurrence surn ≥ 2 que

|bn| ≤ gn. Par conséquent la sérieG est une série entière.
La propriété d’homéomorphie deA découle immédiatement de l’inversion deA et de la conti-
nuité.
•

Remarque 15 En calculant la dérivée deA◦A−1 = zon obtient(A−1)′ = 1/A′ ◦A−1.

Remarque 16 Ainsi l’ensemble des séries entièresA telles quea0 = 0 et a1 6= 0 muni de la
composition forme un groupe (non commutatif).

Proposition 21 (Modèle local d’une série entière) Soit A∈ C{z} non nulle, telle que a0 = 0 et
soit d son ordre. Alors il existe B,C,D ∈ C{z} de la forme B= z+∑n≥2bnzn, C = ∑n≥1cnzn et
D d’ordre 0 tels que A= adBd = ad(1+C)zd = Dzd.

PreuveOn reprend la preuve du cas formel, on remarque queC et D obtenues sont des séries
entières et puisqueEd est une série entière on obtient le résultat pourB par composition.
•

Définition 11 Si f est analytique au voisinage dez0, on appelle ordre def en z0 et on note
ωz0( f ) l’ordre de la série de Taylor def enz0.

On a bien surωz0( f g) = ωz0( f )+ ωz0(g). On déduit de la proposition précédente la propriété
de factorisation suivante.

Proposition 22 Soit f,g∈ O (Ω) non nulles. On suppose qu’en tout point z∈ Ω on aωz(g) ≤
ωz( f ). Il existe alors h∈ O (Ω) unique telle que f= gh. De plus h est sans zéro si et seulement
si ωz(g) = ωz( f ) pour tout z∈ Ω.

PreuveOn remarque queg−1(0) ⊂ f−1(0) et d’après le théorème des zéros isolés ce sont des
ensembles discrets et fermés deΩ. On définith sans problème hors deg−1(0). Si zi ∈ g−1(0) il
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existe un ouvertUi ⊂ Ω contenantzi et fi ,gi ∈ O (Ui) et sans zéro tels quef = (z−zi)
ωzi ( f ) fi et

g = (z−zi)
ωzi (g)gi (en restriction àUi). Le quotient fi

gi
est bien analytique et la restriction deh à

Ui est égale à(z−zi)
ωzi ( f )−ωzi (g) fi

gi
.

•

V Applications ouvertes et propres

Définitions 12Soit f : X →Y une application continue entre deux espaces topologiques.Elle est
ouvertesi l’image de tout ouvert deX est un ouvert deY et elle estpropresi l’image réciproque
de tout compact deY est un compact deX.

Exemple 12 Si f ∈O (Ω) et si f ′ ne s’annule pas, d’après le théorème d’inversionf est ouverte.

Proposition 23 Si P(z) = a0 + ...+ adzd ∈ C[z] est un polynôme de degré d≥ 1 alors P est
propre.

PreuveSi z 6= 0 alorsP(z) = adzd(1+ ad−1
adz + ...+ a0

adzd ). Or lim|z|→+∞|1+ ad−1
adz + ...+ a0

adzd | = 1

donc lim|z|→+∞ |P(z)| = lim|z|→+∞ |ad| |zd| = +∞. Ceci prouve la propreté deP.
•

Lemme 1 Soit f : X →Y continue, ouverte et propre entre deux ouverts deC. Si Y est connexe
alors f est surjective.

Preuve Par hypothèsef (X) est un ouvert non vide deY. PuiqueY est connexe il suffit de
montrer quef (X) est fermé dansY c’est à dire que sib∈ f (X)∩Y alorsb∈ f (X). Fixons donc
b∈ f (X)∩Y. Il existezk ∈ X tel que limk→+∞ f (zk) = b. Puisquef est propre la suitezk reste
dans un compactK deX. On peut donc en extraire une suite convergentezki vers un pointz∞ de
K donc deX. Par continuité def on a f (z∞) = b.
•

Théorème 12 (de D’Alembert et Gauss) Si P(z) = a0 + ...+ adzd ∈ C[z] est un polynôme de
degré d≥ 1 alors P s’annule.

Preuve Si d = 1 alorsP s’annule en−a0/a1. Si d > 1 on va montrer queP est surjectif. La
dérivéeP′ est non constante. Les ensemblesP′−1(0), P(P′−1(0)) etP−1(P(P′−1(0))) sont finis.
Les ensemblesY = C \P(P′−1(0)) et X = C \P−1(P(P′−1(0))) sont donc connexes. Il suffit
de montrer queY ⊂ P(C). On aX = P−1(Y) et P est propre. Ceci implique que la restriction
P : X → Y est propre. Elle est aussi ouverte car siz∈ X, P′(z) 6= 0. Par conséquentP(X) = Y
carY connexe.
•

Proposition 24 Si n≥ 1 alors zn est ouverte, propre et surjective.

Preuve (sans utiliser D’Alembert) On posef (z) = zn. On sait déjà quef est propre. Il suffit
donc de montrer qu’elle est ouverte. SoitU un ouvert non vide deC. On poseU ′ = U \{0}. En
tout point deU ′ la dérivéef ′(z) = nzn−1 est non nulle. D’après le théorème d’inversion locale
f (U ′) est un ouvert. Pour montrer quef est ouverte il suffit donc de montrer que sir > 0 alors
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l’image du disqueDr contient un voisinage de l’origine. C’est le cas :f (Dr) = Drn car f (0) = 0
et f : Dr \{0}→ Drn \{0} est ouverte et propre donc surjective.
•

Théorème 13 (de l’application ouverte) Si f analytique non constante définie sur un ouvert
connexeΩ alors f(Ω) est ouvert.

Preuve (sans utiliser D’Alembert) Il suffit de montrer que siz0 ∈ Ω il existe un disqueDr(z0)
contenu dansΩ tel que f (Dr(z0)) contient un voisinage def (z0). On peut supposer quez0 =
f (z0) = 0 et qu’il existe une série entièreA = ∑n∈N anzn et r non nul et inférieur au rayon de
convergence deA tel queDr ⊂ Ω et f est égal àA surDr . Si f n’est pas constante alorsf n’est
pas constante au voisinage de 0 et donc l’un desan,n≥ 2 est non nul. Soitd l’ordre deA. Alors
A = adBd avecad 6= 0, B série entière de la formeB = z+ ∑n≥2bnzn. On déduit du théorème
d’inversion locale et de l’ouverture de l’applicationzd qu’il existeε > 0 petit tel queA(Dε) est
un voisinage de l’origine.
•

On peut déduire le théorème de D’Alembert à partir du théorème de l’image ouverte. Un poly-
nôme non constant est surjectif car c’est une application propre et ouverte.

On déduit du théorème de D’Alembert-Gauss et de la division euclidienne des polynômes que
l’équationzn−b = 0 a exactementn racines sib 6= 0. On obtient alors une précision combina-
toire sur le modèle local d’une fonction analytique.

Proposition 25 (modèle local d’une série entière - bis) Soit A= ∑n≥d anzn ∈ C{z} avec d≥ 1
et soitA sa somme. Si r> 0 est assez petit il existe U voisinage ouvert de l’origine et r> 0 petit
tels que tout t∈ Dr \{0} a exactement d préimages parA dans U. De plus, si z∈U \{0} alors
A′(z) 6= 0.

Preuve Il existe une série entièreB de la formeB = z+∑n≥2bnzn tel queA = adBd. Soit B la
somme deB. D’après le théorème d’inversion locale, siε > 0 petit alors il existe un voisinage
ouvertU de l’origine tel queB est un homéomorphisme deU surDε. L’image deDε par l’appli-
cationz 7→ adzd est le disqueDr recherché avecr = |ad|εd. La condition surA′ est immédiate
car siε > 0 petit alorsU et Dr sont petits.
•

Remarque 17 Cette proposition dit que le modèle local d’une série entière est celui dure-
vêtement ramifié à d feuillets.On remarque d’abord que sit tend vers 0 alors max{|u| : u ∈
U, f (u) = t} tend vers 0. Fixonst0 ∈ Dr \ {0}. Il existe un voisinageV0 de t0 etU1, ...,Ud des
voisinages deux à deux disjoints des préimagesu1, ...,ud de t0 tels queA : Ui → V0 soit un
biholomorphisme. On définit ainsi les réciproques qui paramétrisent holomorphiquement les
préimagesui(t) au voisinage det0. On ne peut pas faire cette paramétrisation surDr \ {0} si
d > 1. On déduit de la description du modèle local d’une série entière :

Proposition 26 Soit f ∈ O (Ω). Si f′ s’annule alors f n’est pas injective.

Corollaire Un polynôme P est injectif (ou bijectif) si et seulement si c’est une application affine
non constante.
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PreuveLes applications affines non constantes sont bijectives. Réciproquement siP est injectif
son degré est au moins 1. Si son degré est strictement supérieur à 1 alorsP′ n’est pas constant
et s’annule : ainsiP n’est pas injectif.
•

Application Si f : Ω → U est analytique et bijective alors sa réciproque est analytique. En
effet d’après la proprosition précédente en tout point deΩ, f ′ est non nulle et donc localement
inversible (dans la classe des fonctions analytiques).

Un autre corollaire du théorème de l’image ouverte est le principe du maximum.

Théorème 14 (Principe du maximum) SoitΩ un ouvert connexe, U un ouvert deΩ et f ∈
O (Ω). Si la restriction de| f | à U admet un maximum alors f est constante surΩ.

PreuveSupposons que la restriction de| f | àU admette un maximum en un pointz0. On pose
| f |(z0) = R. Alors f (U)⊂DR et f (U) contient le pointq0 = f (z0) de moduleR. Par conséquent
f (U) n’est pas un voisinage deq0 et doncf (U) n’est pas ouvert alors queU est ouvert. Ainsif
n’est pas ouverte alors queΩ est connexe. Doncf est constante.
•

Le principe du maximum admet les variantes suivantes.

Corollaire Si Ω est un ouvert connexe et f∈ O (Ω) n’est pas constante alors pour tout z∈ Ω
on a| f (z)| < supΩ | f |.
Corollaire SiΩ est un ouvert connexe et relativement compact et si f∈ O (Ω) est non constante
se prolonge continument àΩ alors pour tout z∈ Ω on a | f (z)|< supΩ\Ω | f |.
On obtient grâce au principe du maximum la caractérisation suivante des polynômes.

Proposition 27 (Théorème de Liouville) Si f∈ O (C) vérifielim|z|→+∞
f (z)
zd = 0 pour un certain

d ∈ N alors f est un polynôme de degré au plus d−1.

Remarque 18 En particulier sif est bornée alors lim|z|→+∞
f (z)
z = 0 donc f est constante.

Preuve Soit P(z) = ∑d−1
k=0

f (k)(0)
k! zk le polynôme de Taylor de degréd−1 de f en 0. Il existe

g∈ O (C) telle quezdg = f −P. On a lim|z|→+∞ g(z) = 0. Par conséquentg est nul etf = P.
•

Corollaire (Théorème de D’Alembert-Gauss) Si P(z) = a0 + ...+adzd ∈ C[z] est un polynôme
de degré d≥ 1 alors P s’annule.

Preuve On raisonne par contraposée. SoitP un polynôme qui ne s’annule pas. PuisqueP est
propre, il existem> 0 tel que|P(z)| ≥ m si z∈ C. Par conséquentf = 1/P est une fonction
entière bornée donc c’est un polynôme constant. Son inverseP est de degré 0.
•

Définition 13 Soit t ∈ C∗. Une fonction f : C → C estt périodiquesi f (z+ t) = f (z) pour
z∈ C c’est à dire sif (z+nt) = f (z) pourz∈ C et n∈ Z.

Une conséquence du principe du maximum est :
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Proposition 28 Soit t1, t2 ∈ C∗ et indépendants surR (i.e. t1/t2 /∈ R) et soit f analytique t1 et
t2 périodique. Alors f est constante.

Preuve On poseK = {λt1 + µt2 : (λ,µ) ∈ [0,1]2}. L’ensembleK est compact par conséquent
f (K) est compact. Puisquef estt1 et t2 périodique,f (C) = f (K) et donc f (C) est compact.
Ainsi f (C) n’est pas ouvert. La fonctionf est donc constante.
•

Une autre conséquence du principe du maximum est :

Proposition 29 (lemme de Schwarz) Soit f: D1 → D1 analytique telle que f(0) = 0. Alors
| f ′(0)| ≤ 1 et si z∈ D1 alors | f (z)| ≤ |z|. De plus si| f ′(0)| = 1 ou s’il existe z0 ∈ D∗ tel que
| f (z0)| = |z0| alors il existeλ de norme 1 tel que f(z) = λz, c’est à dire f est une rotation.

PreuvePuisquef (0) = 0 il existeg∈ O (D1) tel que f = zgetg(0) = f ′(0). De plus| f (z)| ≤ 1
surD1. Soitz1 ∈ D1 et r ∈]|z1|,1[. D’après le principe du maximum

|g(z1)| ≤ sup
Dr

|g(z)|= sup
Sr

|g(z)|= (sup
Sr

| f (z)|)/r ≤ (1/r).

Ainsi |g(z1)| ≤ minr∈]|z1|,1[ 1/r = 1. Si | f ′(0)| = 1 ou s’il existez0 ∈ D∗ tel que| f (z0)| = |z0|
alors|g(0)|= 1 ou |g(z0)| = 1 et doncg est constante égale à unλ avec|λ| = 1.
•

On déduit du lemme de Schwarz qu’une fonctionf entière et bornée est constante. En effet si
M majore| f |, z0 ∈ C et r > 0 alors le lemme de Schwarz appliqué à1

M f (z0 + rz) assure que
r| f ′(z0)| ≤ M quelque soitr > 0 et doncf ′(z0) = 0 en tout point (d’après J. Milnor).

Le lemme de Schwarz est le point central de la preuve du théorème suivant.

Théorème 15 L’ensemble G des restrictions à D1 des homographies ga,λ,a∈ D1, |λ| = 1 défi-
nies par ga,λ(z) = λ z−a

1−az est un groupe de bijections analytiques de D1 dans lui-même. L’inverse
de ga,λ est g−λa,λ. De plus toute bijection analytique de D1 dans lui-même est un élément de G.

PreuveSoit z,a∈ D1 et λ ∈ S1. Si |z| = 1 alors

|ga,λ(z)| = | z−a
1−az

| = | z−a
z(z−a)

| = |z−a
z−a

| = 1.

Ainsi ga,λ(S1) ⊂ S1. Or ga,λ n’est pas constante. Le principe du maximum implique alors que
ga,λ(D1) ⊂ D1. Un calcul immédiat montre que l’inverse dega,λ estg−λa,λ. Ainsi ga,λ est bien
une bijection analytique deD1 dans lui-même etG est un groupe (pour la composition).
Considérons maintenant une bijection analytiqueg deD1 dans lui-même. On poseh = ga,1◦g
aveca = g(0). Alors h est une bijection analytique deD1 dans lui-même qui fixe 0. Si on
applique le lemme de Schwarz àh et h−1 en z∈ D1 et enh(z) on obtient|h(z)| ≤ |z| et |z| =
|h−1(h(z))| ≤ |h(z)| et donc|z| = |h(z)|. Toujours d’après le lemme de Schwarzh est donc une
rotation eth∈ G doncg = ga,1

−1◦h∈ G.
•

Le groupeG s’appelle legroupe hyperbolique.Donnons en une description sommaire. Le calcul
qui prouve que les éléments deG laisse invariantS1 permet de montrer que l’image par une



J.-M. Lion, notes du cours de fonctions holomorphes, 5 mai 2004 18

homographie d’un cercle qui ne passe pas par le pôle de l’homographie est un cercle. On en
déduit que l’image d’un cercle qui passe par le pôle est une droite. On constate facilement que
l’image d’une droite qui passe par le pôle est une droite épointée alors que l’image d’une droite
qui ne passe par le pôle est un cercle épointé. Par exemple l’image deR par l’homographiez−i

z+i
est le cercle unité privé de−1. C’est vrai en particulier pour les éléments deG. On remarque
queG agit transitivement sur le disque : par exemplega,1 envoiea sur 0. Tout élément deG
se prolonge en un homéomorphisme deD1. On peut regarder l’action deG surD1 ou surS1.
Ces deux points de vue complémentaires introduisent un vocabulaire différent pour décrire les
mêmes objets. Il y trois grandes familles d’éléments deG\{z} :
- Les élémentselliptiquesont un seul point fixe dansD1 et il est dansD1. Ce sontles rotations
hyperboliques.L’ensemble des elliptiques qui fixent un point donné deD1 est conjugué au
groupe des rotations du plan vectoriel euclidien (privé de l’identité). Il agit surS1 de façon
conjuguée à l’action du groupe des rotations du cercle.
- Les élémentsparaboliquesont un seul point fixe dansD1 et il est surS1. Ce sont leshorolations
hyperboliques.L’ensemble des paraboliques qui fixent un point donné deS1 est conjugué au
groupe des translations deR (privé de l’identité). Tout cercle tangent àS1 en ce point est laissé
globalement invariant par ces éléments paraboliques.
- Les élémentshyperboliquesont deux points fixes dansD1 et ils sont surS1. Ce sont les
translations hyperboliques.L’ensemble des hyperboliques qui fixent deux points donnés de S1

est conjugué au groupe des homothéties positives deR (privé de l’identité). Les arcs de cercles
reliant dansD1 les deux points fixes sont globalement invariants par ces éléments hyperboliques.

VI Sphère de Riemann, fonctions méromorphes

Définition 14 On appellesphère de Riemannl’espace topologiqueCP1 défini de la façon sui-
vante :CP1 est l’espaceC auquel on ajoute un point noté∞. La topologie deCP1 est engendrée
par la topologie deC et les ensemblesDr(∞) = {|z| > 1/r}∪{∞}, r > 0 qui forment une base
de voisinages de∞.

Propriétés La sphère de Riemann est homéomorphe à la sphère euclidienneSeuc de R3. La
projection stéréographique de pôle sudprS est un exemple d’homéomorphisme entre les deux
sphères. Elle est définie de la façon suivante : l’image du pôle sudS=(0,0,−1) estprS(0,0,−1) =
∞ et six= (x1,x2,x3)∈Seuc\{(0,0,−1)}, prS(x) = x1

1+x3
+ i x2

1+x3
. En particulier l’image du pôle

nordN = (0,0,−1) est 0. L’image parprS de l’hémisphère nord est le disque unité deC. Cette
projection associe à tout point de la sphère autre que le pôlesud l’unique point d’intersection du
plan équatorial avec la droite reliant ces deux points. De façon analogue on définit la projection
stéréographique de pôle nordprN. L’applicationφ = prN ◦pr−1

S échange 0 et l’∞ etφ(z) = 1/z.
C’est une involution. Enfin on peut vérifier que la projectionstéréograpiqueprS estconforme,
c’est à dire qu’elle respecte les "angles". C’est la raison pour laquelle elle fournit un outil pour
faire des cartes de navigation.
Une suite(zn)n∈N de complexes tend vers l’∞ si et seulement si la suite(1/zn)n∈N tend vers 0.
Soit z0 ∈ CP1 et f : Dr(z0) \ {z0} → CP1. L’application f est continue enz0 si et seulement si
pour toutε > 0 il existeη ∈]0, r[ tel que f (Dη(z0)) ⊂ Dε( f (z0)). En particulier sif (z0) = ∞
c’est équivalent à dire que limz→z0 | f (z)| = +∞ ou encore limz→z0 1/ f (z) = 0.
La sphère de Riemann s’appelle aussidroite projective (complexe).En voici la raison. Soitπ
l’application deC2 \ {0} dansCP1 qui à (u,v) ∈ C2 \ {0} associeu/v si v 6= 0 et l’∞ sinon.
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Cette application est continue, surjective et siz∈ C, π−1(z) est la droite vectorielle épointée
{(u,v) ∈ C2\{0} : u−zv= 0} alors queπ−1(∞) est la droite "horizontale" épointée. La droite
projective paramétrise donc l’espace des droites vectorielles deC2 vues de l’origine.

Exemples 13Par prolongement continu, les fractions rationnelles sontdes applications conti-
nues deCP1 dans elle-même appelées encore fractions rationnelles. Ainsi 1

0 = ∞. Les homo-
graphiesh = az+b

cz+d avecad−bc 6= 0 sont des homéomorphismes deCP1.

Propriétés Les homographies forment un groupe appelé groupe de Moebius. Il est en bijection
avec le groupeSL2(C) des automorphismes linéaires deC2 de déterminant 1. En effet pour des
raison d’homogénéité on peut toujours écrire une homographie h sous la formeh = az+b

cz+d avec

ad−bc = 1 et sig est l’automorphisme deC2 de matrice(ab
bc) dans la base canonique alors

h(π(w)) = π(g(w)) si w∈ C2\{0}.
Etant donné trois points distinctsa,b,c de CP1 il existe une et une seule homographieh qui
envoiea sur∞, b sur 0 etc sur 1. C’est l’homographieha,b,c(z) = z−b

z−a
c−a
c−b. On appellebirapport

du quadruplet(a,b,c,d) de points distincts deCP1 le nombreha,b,c(d) = d−b
d−a

c−a
c−b. Il résulte de

l’existence et unicité de l’homographieha,b,c que deux quadruplets de points sont échangés par
une homographie si et seulement si ils ont même birapport.
Enfin considérons une homographieh = az+b

cz+d , un cercleC et une droiteδ deC. Alors h(C) est

un cercle sauf siC contient le point−d
c (c’est alors une droite qui évite−d

c ), eth(δ) est un cercle
qui passe par−d

c sauf siδ contient le point−d
c (c’est alors une droite qui passe par−d

c ).

Définition 15 Si Ω est un ouvert deCP1, une applicationf : Ω → CP1 est diteanalytiquesi
pourz0 ∈ Ω on a :
- z0 6= ∞, f (z0) 6= ∞ et f analytique au voisinage dez0,
- z0 6= ∞, f (z0) = ∞ et 1/ f analytique au voisinage dez0,
- z0 = ∞, f (z0) 6= ∞ et f (1/z) analytique au voisinage de 0,
- z0 = ∞, f (z0) = ∞ et 1/ f (1/z) analytique au voisinage de 0,

Remarque 19 Une application analytique à valeurs dansCP1 est donc continue.

Puisque1
z est un homéorphisme deCP1, le théorème de l’application ouverte admet le corollaire

suivant.

Proposition 30 Si Ω est un ouvert connexe deCP1 et f : Ω → CP1 une application analytique
non constante alors f est ouverte.

Application Une fraction rationnelle est une application analytique deCP1 dans elle-même.
Si elle n’est pas constante elle est ouverte. Elle est proprecar CP1 est compact. OrCP1 est
connexe. Elle est donc surjective.

Définition 16 L’ensembleC{z} est un anneau intègre. Son corps des fractions notéC{z}[1
z]

s’appellele corps des germes de fonctions méromorphes.La fraction 1
z est l’inverse dez. C’est

un corps différentiel : la dérivée deAB estA′B−AB′
B2 .

Propriétés Cette notation est justifiée par l’observation suivante. Soit A,B∈ C{z} non nuls et
N = ω(B)−ω(A). Si N≤ 0 alors il existeC∈C{z} unique tel queA= BC. De plusω(C) =−N.
La fraction A

B est égale àC. Si N > 0 alors il existeC = ∑n≥0cnzn ∈ C{z} unique tel que
zNA = BC. De plusc0 6= 0. La fraction A

B est égale à la fractionCzN . Elle s’écrit de façon unique
A
B = P(1

z)+D(z) oùP(1
z) ∈ C[1

z] etD ∈ C{z} : P(1
z) = c0

1
zN + ...+cN−1

1
z etD = ∑n≥0cN+nzn.
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Définition 17 Le nombre−N = ω(A)−ω(B) s’appelle l’ordre de A
B et il est notéω(A

B). Son
opposé s’appelle lamultiplicitédu pôle. Le pôle estsimples’il est de multiplicité 1. La fraction
P(1

z) = c0
1
zN + ...+cN−1

1
z s’appelle lapartie polairede A

B. Le coefficientcN−1 estle résidude
A
B et il est noté Res(A

B). La partie polaire est nulle si et seulement siω(A
B)≥ 0. Si ω(A

B) > 0 alors
ce nombre s’appelle lamultiplicitédu zéro.

Remarques 20L’ordre d’un germe de fonction méromorphe est un morphisme surjectif entre le
groupe multiplicatifC{z}[1

z]\{0} et Z. Les applications partie polaire et résidu sont linéaires.

Propriétés A chaque germe de fonction méromorpheF = A
B = P(1

z)+D(z) ∈ C{z}[1
z] est as-

sociée une fonction analytiqueF appeléesomme de Fet définie sur le disque de convergence
Dr deD sauf en 0 :F(z) = P(1

z)+D(z) où D est la somme deD. La dérivéeF ′ a pour somme
la dérivée deF. Si l’ordre ω(F) est positif ou nul alorsF ∈ C{z} et F est analytique en 0. Si
l’ordre ω(F) est négatif alors lim|z|→0 |F(z)|= +∞ et 1

F se prolonge analytiquement en 0. Ainsi
F se prolonge en une application analytique deDr dans la sphèreCP1. Inversement à toute ap-
plication analytiquef : U → CP1 définie sur un voisinage de 0 est associée un germe fonction
méromorpheF = A

B ∈ C{z}[1
z].

Définition 18 Une fonctionméromorphesur un ouvertΩ deCP1 est une fonction analytique
f qui vérifie les propriétés suivantes. Elle est définie surΩ\P oùP est sous-ensemble fermé et
discret deΩ. Si z0 ∈ P alors :
- z0 6= ∞ et z 7→ f (z0 + z) coïncide avec la somme d’un germe de fonction méromorpheFz0 =
A
B ∈ C{z}[1

z]

- z0 = ∞ etz 7→ f (1/z) coïncide avec la somme d’un germe de fonction méromorpheFz0 = A
B ∈

C{z}[1
z].

L’ensembleP s’apellediviseurde f . Les points deP sont les pôles def . Si z0 ∈ P l’ordre (resp.
la partie polaire, le résidu) def enz0 est l’ordre (resp. la partie polaire, le résidu) deFz0. L’ordre
est notéωz0( f ) et le résidu Resz0( f ). La multiplicité du pôlez0 est la multiplicité du pôle deFz0.
C’est l’opposé de l’ordre. Le pôlez0 estsimples’il est de multiplicité 1. Siωz0( f ) = 0 alors f
ne s’anulle pas enz0. Si ωz0( f ) > 0 alors f s’annule enz0, et on dit quez0 est unzéro de f de
multiplicitéωz0( f ). Si z0 n’est pas un pôle ou un zéro def alors Resz0( f ) = 0 etωz0( f ) = 0.

Notation 7 On noteM (Ω) l’espace des fonctions méromorphes deΩ.

Exemple 14 Les fonctions rationnelles sont méromorphes.

Remarques 21SupposonsΩ connexe. On vérifie alors facilement queM (Ω) est un corps
différentiel. SiΩ ⊂ C c’est même le corps des fractions deO (Ω) (théorème non démontré dans
le cours). Il résulte de ce qui précède qu’il y a une correspondance entreM (Ω) et l’ensemble
des applications analytiques deΩ dansCP1 autres que la constante∞.

Remarques 22Si z0 6= ∞ et P = 0 alors f se prolonge enz0 en une fonction analytique. Les
applications qui àf ∈M (Ω) associe sa partie polaire ou son résidu enz0 sont linéaires.

Proposition 31 SoitΩ un ouvert deC, f ∈ M (Ω) et soit U⊂ Ω un ouvert relativement com-
pact deΩ. Il existe une fonction rationnelle R et une fonction analytique g∈ O (U) telle que
la restriction à U de f coïncide avec R+ g. Plus précisément l’ensembleP des pôles de la
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restriction de f à U est fini et

R(z) = ∑
zi∈P

Pi(
1

z−zi
)

où Pi(
1

z−zi
) est la partie polaire de f en zi ∈ P .

PreuveLa finitude deP résulte de la relative compacité deU. Le reste est immédiat.
•

Corollaire Si f = P
Q est une fraction rationnelle elle admet une décomposition en éléments

simples. Si elle n’a pas de pôle c’est un polynôme.

PreuveLe diviseur def estP = Q−1(0). On écrit f = R+g avec

R(z) = ∑
zi∈P

Pi(
1

z−zi
)

etgune fonction entière. Soitn le degré deP. On a lim|z|→+∞ | f (z)/zn+1|= 0 et lim|z|→+∞ |R(z)|=
0. Par conséquent lim|z|→+∞ |g(z)/zn+1| = 0. D’après Liouville,g est un polynôme de degré au
plusn.
•

Corollaire Si f : CP1→CP1 est une application analytique alors c’est une fraction rationnelle.

PreuveSoitP = f−1(∞)∩C. C’est un ensemble fini. SoitR(z) = ∑zi∈P Pi(
1

z−zi
). Alors f −R=

g est une application analytique de la sphère dans elle-même qui est telle queg−1(∞)∩C est

vide. Sig(∞) 6= ∞ alorsg est bornée donc constante. Sinond =−ω∞(g) > 0 et limz→∞
g(z)
zd+1 = 0.

Par conséquentg est un polynôme de degré au plusd (Liouville) et f est une fraction rationnelle.
•

Proposition 32 Si h: CP1 → CP1 est une bijection analytique alors h est une homographie.

PreuveSi h(∞) ∈ C on poseH = 1
h−h(∞) . Sinon on poseH = h. Il suffit de montrer queH est

affine. PuisqueH(∞) = ∞ on aH(C) = C. Finalement la restriction deH à C est une fraction
rationnelle sans pôle et injective. L’absence de pôle assure que c’est un polynôme. L’injectivité
permet de conclure queH est affine.
•

Définition 19 Soit f ∈M (Ω) non nulle. Ladérivée logarithmiquede f est la fonction méro-

morphe f ′
f .

Soit f ∈ M (Ω). Si f = g/h en restriction à un ouvertU alors f ′
f = g′

g − h′
h . Ainsi les pôles

de la dérivée logarithmique def sont les zéros et les pôles def . Puisque la dérivée d’une
série formelleA = ∑n≥d anzn = adzd(1+∑n≥1

an+d
ad

zn) d’ordred est la sérieA′ = dadzd−1(1+

∑n≥1
(n+d)an+d

dad
zn), il vient dA= zA′(1+ zB). Ce calcul appliqué aux séries entières associées

à g et h en un zéro ou en un pôlez0 de f montre quez0 est un pôle simple de la dérivée
logarithmique et que le résidu de la dérivée logarithmique en z0 est égal à l’ordre def . S’il est
positif z0 est un zéro def et le résidu est égal à sa multiplicité. S’il est négatifz0 est un pôle de
f et le résidu est égal à l’opposé de sa multiplicité. Ceci se résume en :
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Proposition 33 Si f ∈M (Ω) et z∈ Ω alorsResz
f ′
f = ωz( f ).

On déduit obtient de ce calcul et du corollaire précédent :

Proposition 34 SoitΩ un ouvert deC, f ∈M (Ω) et soitU⊂Ω un ouvert relativement compact
deΩ. On poseP = f−1(∞) etZ = f−1(0). Il existe une fonction analytique g∈ Ω(U) telle que

f ′

f
= g+ ∑

zi∈(P ∪Z )∩U

ωzi( f )
z−zi

si z∈U.

VII Exponentielle et logarithme

Notation 8 Si z0 ∈ C et 0≤ r < R≤ +∞ on noteCR
r (z0) la couronne{r < |z−z0| < R}. On

poseCR
r (0) = CR

r .

Proposition 35 Soit µ∈ C. Les fonctions analytiques surC qui vérifient l’équation différen-
tielle f ′ = µ f (∗) sont les fonctions de la formeλexp(µz) où λ ∈ C.

PreuveLes fonctionsλexp(µz) sont bien solutions de (∗). Réciproquement, en dérivant l’équa-
tion différentielle (∗) on constate que les solutions de (∗) vérifient f (n) = µn f pour toutn∈ N.
En évaluant à l’origine et en utilisant la formule de Taylor on trouve que sif est solution de
(∗) alors sa série de Taylor est de la formeλ∑n≥0

µnzn

n! . La fonction f est donc bien du type
λexp(µz).
•
Proposition 36 Les fonctions analytiques surC qui vérifient l’équation fonctionnelle f(z′ +
z) = f (z′) f (z) (∗∗) sont les fonctions de la formeexp(µz) où µ∈ C et la fonction nulle.

Preuve En appliquant la formule de Taylor àg = exp(µz) en z′ on constate queg(z′ + z) =

∑n≥0
µng(z′)zn

n! = g(z′)∑n≥0
µng(z′)zn

n! = g(z′)g(z). Par conséquent les fonctions exp(µz) sont bien
solutions de (∗∗).
Réciproquement considérons une fonction analytiquef solution de (∗∗). Alors en évaluantf
à l’origine et en écrivant 0= 0+ 0 on obtientf (0) = f (0)2 et donc f (0) = 0 ou f (0) = 1. Si
f (0) = 0 alors f (z) = f (0+ z) = 0 f (z) = 0 donc f est nulle. Supposons donc quef (0) = 1.
Soitz′ ∈ C. Dérivons (au sens complexe) à l’origine l’applicationz 7→ f (z′+z) = f (z′) f (z). On
obtient quef ′(z′) = f (z′) f ′(0). Par conséquentf est une solution de (∗) avecµ= f ′(0).
•

Remarques 23
- Pour montrer l’identité exp(z+z′) = exp(z)exp(z′) on peut écrire

∑
n≥0

(z+z′)n

n!
= ∑

n≥0
∑

k+l=n

zkz′l

k!l !
= ∑

k≥0
∑
l≥0

zkz′l

k!l !
= (∑

k≥0

zk

k!
)(∑

l≥0

z′l

l !
).

Ceci est permis car( rn

n! )n∈N est sommable.
- Si z∈ C, expzexp(−z) = 1. En particulier exp(C) ⊂ C∗.
- Les preuves des propositions sont locales : les solutions de (∗) où de(∗∗) dansO (Dr) sont du
même type que les solutions entières.

La proposition précédente est équivalente à :
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Théorème 16 Si φ : (C,+)→ (C∗,x) est un morphisme analytique alorsφ est du type exp(µz).

Proposition 37 L’application exp :R →]0,+∞[ est un homéomorphisme et|exp(x+ iy)| =
expx si z= x+ iy ∈ C.

PreuveSi x′ > x≥ 0 alors expx′ = ∑n≥0
x′n
n! > ∑n≥0

xn

n! = expx≥ x. Ainsi exp(−x) = 1/expx>
1/expx′ = exp(−x′) ≤ 1/x′. Donc exp(R) ⊂]0,+∞[, limx→+∞ expx = +∞, limx→−∞ expx = 0
et exp en restriction àR est strictement croissante et continue. C’est donc un homéomorphisme
deR sur]0,+∞[.
Si z= x+ iy alorsexp(x+ iy) = exp(x− iy) donc

|exp(x+ iy)|2 = exp(x+ iy)exp(x− iy)exp(2x) = (expx)2.

•

Proposition 38 L’exponentielle est surjective deC dansC∗. De plus si x∈ R alors exp(x+
iR) = Sexpx et si y∈ R alors exp réalise un homéomorphisme entreR + iy et la demi-droite
réelle]0,+∞[exp(iy).

Preuve Puisque exp :R →]0,+∞[ est un homéomorphisme et que|exp(x+ iy)| = expx on a
exp−1(Sexpx) = x+ iR si x ∈ R. De plus puisque exp(x+ iy) = expxexp(iy), l’exponentielle
réalise bien un homéorphisme entreR+ iy et la demi-droite réelle]0,+∞[exp(iy).
Pour montrer que exp(C) = C∗ il suffit donc de montrer queS1 = exp(iR). Or, S1 est connexe
et exp est ouverte. Il suffit donc de montrer que exp(iR) est fermé dansS1.
Puisque exp est ouverte il existe 1> ε > 0 tel que le disqueDε(1) de centre 1= exp0 et de rayon
ε est dans exp(C). Soit u ∈ exp(iR). Montrons queu ∈ exp(iR). Il suffit de montrer queu ∈
exp(C) car exp−1(Sexpx) = x+ iR. Puisqueu∈ exp(iR) il existev∈ iR tel que|u−exp(iv)|< ε.
Ainsi u/exp(iv) ∈ Dε(1). Il existe doncw ∈ C tel que exp(w) = u/exp(iv). Par conséquent
u = exp(iv+w) et u a donc un antécédent.
•

Proposition 39 L’exponentielle est périodique. Plus précisément, il existe π réel strictement
positif tel que si u∈ C∗ il existe v∈ C tel queexp−1(u) = v+2iπZ.

Preuve La restriction exp :iR → S1 = exp(iR) est ouverte puisque exp est ouverte. De plus
exp(iR) = S1. Si cette restriction était injective ce serait donc un homéomorphisme. Ce n’est
pas possible car le cercleS1 est compact et la droiteiR ne l’est pas. Par conséquent il existe
u ∈ S1 qui possède au moins deux antécédents. Soitw l’un d’eux. Il résulte de la propriété
de morphisme de l’exponentielle que exp−1(u) = w+exp−1(1). Par conséquentu = 1 a aussi
plusieurs antécédents et il suffit donc d’étudier le groupe additif exp−1(1) (c’est à dire le noyau
de exp). Puisque exp est localement inversible, exp−1(1) est un fermé deC (inclus dansiR)
et sans point d’accumulation. Ainsi exp−1(1) \ {0} est un fermé non vide. Il existev dans
exp−1(1) \ {0} qui minimise la distance à l’origine. Soitv′ ∈ exp−1(1). Soit n ∈ Z tel quenv
minimise la distance dev′ àvZ. Puisque 0,v et v′ sont alignés on a|v′−nv| < |v|. Or v′−nvest
un antécédent de 1. Par conséquentv′ = nv. Ainsi exp−1(1) = vZ. Le nombreπ recherché est
v/2i ou son opposé.
•
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Remarque 24 L’ensemble 2iπZ est le noyau du morphisme exp.

Corollaire Soit b∈ C∗ et n∈ N. L’équation zn − b = 0 a exactement n racines. De plus
si exp(u) = b alors les racines de l’équation sont les nombresexp((u+ 2ikπ)/n)) avec k∈
{0, ...,n−1}.
PreuvePuisque exp(C) = C∗ si n = 0 l’équation n’a pas de racine et sin > 0 alors il existeu
tel que exp(u) = b. Supposonsn > 0. La description de toutes les racines de l’équation découle
du fait quez∈ C 7→ exp(nz) ∈ C∗ est un morphisme surjectif dont le noyau est2iπ

n Z.
•

Proposition 40 expiπ
2 = i.

PreuvePuisque(exp(iπ))2 = 1 et exp(iπ) 6= 1 on a exp(iπ)=−1. Ceci implique que(expiπ
2 )2 =

−1 et donc que expiπ2 ⊂ {i,−i}. D’autre part, l’applicationt ∈ R 7→ exp(it ) ∈ S1 est une pa-
ramétrisation du cercle unité par l’abscisse curviligne car d

dt exp(it ) = i exp(it ) est de norme
1. L’axe réelR sépare le cercleS1 en deux composantes connexes incluses dans{Im z> 0}
et {Im z< 0}. L’une d’elle est paramétrée bijectivement via exp(it ) par l’intervalle ]0,π[,
l’autre par]− π,0[. Puisque la dérivée det ∈ R 7→ exp(it ) en t = 0 vaut 1, on en déduit que
exp(i]0,π[)⊂ {Im z> 0}. En particulierR e (expiπ

2 ) > 0 et donc expiπ2 = i.
•

Définition 20 Si z∈ C∗, on appelleargumentdez tout réelθ tel que exp(iθ) = z/|z|.
Soit z∈ C∗. Puisque exp(C) = C∗, le pointz admet au moins argumentθ et puisque 2iπZ est
le noyau de exp, l’ensemble des arguments dez estθ + 2πZ. Le point z admet un et un seul
argument dans chaque intervalle[t, t +2π[.

Définition 21 Si z∈ C on pose

cosz=
exp(iz)+exp(−iz)

2
sinz=

exp(iz)−exp(−iz)
2i

.

On peut vérifier que :

Proposition 41 Les fonctionscosetsin sont entières,2π périodiques et vérifient
1) cosz+ i sinz= exp(iz)

2) cosz= ∑k≥0(−1)k x2k

(2k)! , sinz= ∑k≥0(−1)k x2k+1

(2k+1)!
3) cosz= cos(−z), sinz= sin(−z)
4) cos2+sin2 = 1
5) sin′ = cos, cos′ = −sin
6) cos(z+π/2) = −sinz, sin(z+π/2) = cosz
7) cos(R) = sin(R) = [−1,1]
8) cos(C) = sin(C) = C
9) cos−1(cosz) = (z+2πZ)∪ (−z+2πZ),

sin−1(sinz) = (z+2πZ)∪ (π−z+2πZ)

Définition 22 La fonctiontangenteest la fonction analytique définie par tanz= sinz
cosz. Elle est

définie etπ-périodique surC\ π
2 +πZ. Elle s’annule surπZ. Son inversecosz

sinz est lacotangente
et elle est définie surC\πZ.
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Remarque 25 Les restrictions àR des fonctions trigonométriques précédentes correspondent
aux fonctions trigonométriques usuelles.

Définition 23 SoitΩ un ouvert deC. Unedétermination du logarithmesurΩ est une fonction
analytiquel ∈ O (Ω) telle que exp(l(z)) = z si z∈ Ω.

Remarque 26 Si 0∈ Ω alors il n’existe pas de détermination du logarithme surΩ.

Proposition 42 Si l est une détermination du logarithme sur un ouvert connexe Ω les détermi-
nations du logarithme sur cet ouvert sont les applications l+2iπn,n∈ N.

PreuveLes applicationsl +2iπn,n∈N sont clairement des déterminations du logarithme. Réci-
proquement, soitL une détermination du logarithme. Siz∈ Ω alors exp(L(z)) = exp(l(z)) = z.
Donc il existen(z) ∈ Z tel queL(z)− l(z) = n(z). La fonctionz 7→ n(z) est continue sur un
ouvert connexe et à valeurs entières. Elle est donc constante.
•

Corollaire Si l et L sont deux déterminations du logarithme sur un ouvertconnexeΩ alors pour
tous z,z′ ∈ Ω on a l(z′)− l(z) = L(z′)−L(z).

Proposition 43 Soit U un ouvert connexe et non vide deC. Si la restriction deexp à U est
injective alors il existe une détermination du logarithme sur Ω = exp(U).

PreuveSi exp :U → Ω est injective alors elle est bijective et sa réciproque est analytique. Cette
dernière est une détermination du logarithme.
•

Notations 9Si t ∈ R on poseδt = [0,+∞[exp(it ) et Ωt = C\δt . On noteΩ+ = {Im z> 0} et
Ω− = {Im z< 0}. On pose enfinBt = {x+ iy : y∈]t, t +2π[.

Remarque 27 Puisque exp :Bt → Ωt est bijective, il existe des déterminations du logarithme
sur l’ouvertΩt.
En revanche :

Proposition 44 Soit r< R∈ [0,+∞]. Il n’existe pas de détermination du logarithme sur CR
r =

{r < |z| < R}.
Preuve On raisonne par l’absurde. Supposons quel soit une détermination du logarithme sur
CR

r . Sa restriction àCR
r \]r,R[ est une détermination du logarithme sur ce domaine. Soits∈

]r,R[. Considéronsf :]0,2π[→ C définie par f (t) = l(sexp(it )). Alors f (t) = f (π) + it − iπ
si t ∈]0,2π[. Par conséquentl(s) = lim0 f (t) = f (π)− iπ mais aussil(s) = l(sexp(2iπ)) =
lim2π f (t) = f (π)+ iπ. C’est la contradiction recherchée.
•

Définition 24 La détermination du logarithme surΩπ = C\]−∞,0] qui vaut 0 pourz = 1
s’appelle ladétermination principaledu logarithme et elle est notée log.

Remarques 28Si x∈]0,+∞[, logx coïncide avec le logarithme usuel. Sil est une détermination
du logarithme définie au voisinage d’un pointz∈ C∗ alors il existe un argumentθ(z) de z tel
l(z) = log|z|+ iθ(z).



J.-M. Lion, notes du cours de fonctions holomorphes, 5 mai 2004 26

Proposition 45 Soit Ω ouvert connexe et l∈ O (Ω). Si l est une détermination du logarithme
alors l′ = 1/z. Réciproquement, si l′ = 1/z alors il existe c∈ C tel que l+c soit une détermi-
nation du logarithme.

PreuveSi l est une détermination du logarithme alorsl ′(z)= 1/exp′(l(z))= 1/exp(l(z))= 1/z.
Réciproquement considéronsl ∈ O (Ω) telle quel ′ = 1/z. Soit z0 ∈ Ω. Soit u0 ∈ C tel que
exp(u0) = z0. On posec = u0− l(z0), L = l + c et g = zexp(−L). Alors g′ = 0 carL′ = 1/z.
PuisqueΩ est connexe ceci implique queg est constant. Org(z0) = z0exp(−u0) = z0/z0 = 1.
Par conséquentg vaut 1, exp(L(z)) = zet doncL est une détermination du logarithme.
•

Exemple 15 La sommeL de la série logarithme∑n≥1
(−1)n−1

n zn vérifie L(0) = 0 et L ′(z) =
1/(1+z). Par conséquentL(z−1) est la détermination principale du logarithme sur le disque
de centre 1 et de rayon 1 (rayon de convergence de la série logarithme).

Une conséquence immédiate de la propriété de morphisme de l’exponentielle est un analogue
partiel pour les déterminations du logarithme.

Proposition 46 Soit l1 ∈ O (Ω1) et l2 ∈ O (Ω2) des déterminations du logarithme sur des ou-
verts. Si z1 ∈ O (Ω1), l’application l : z1Ω2 → C qui à z associe l1(z1)+ l2(z/z1) est une déter-
mination du logarithme.

On déduit de cette proposition et du développement de la détermination principale du loga-
rithme en 1 le résultat suivant.

Proposition 47 Soit z0 6= 0 et soit l0 ∈ exp−1(z0). La détermination du logarithme l, définie
sur le disque D|z0|(z0) et qui vaut l0 en z0 admet le dévelopement en série entière suivant : si

|z| < |z0| alors l(z0+z) = l0+∑n≥1
(−1)n−1

n
zn

zn
0
.

Définitions 25Si n∈ N∗ on appelledétermination de la racine n-ème de z surΩ une fonction
analytique n

√ ∈ O (Ω) telle que n
√

zn = z (on note 2
√

=
√

). Si α ∈ C et l : Ω → C est une
détermination du logarithme alors on appelledétermination de la puissance zα associée à lla
fonction pα définie parpα(z) = exp(αl(z)) si z∈ Ω.

On obtient facilement :

Proposition 48 p′α = αpα−1 (si α 6= 0), pα+β = pαpβ, z= (p1
n
)n et pn(z) = zn si n∈ N.

Exemple 16 La racine carrée admet une détermination sur tout domaine sur lequel il existe
une détermination du logarithme.

Proposition 49 SoitΩ un domaine connexe sur lequel la racine carrée possède une détermina-
tion notée√. Alors la racine carrée possède exactement deux déterminations surΩ, √ et−√

.

Elles sont injectives,
√

Ω∩−
√

Ω = /0 et 0 /∈ Ω.

Preuve Il est clair que si√ est une détermination de la racine carrée alors−√ en est une

seconde. Puisque√ a une réciproque à gauche elle est injective et
√

Ω n’est pas un voisinage

de l’origine (z2 n’est pas injective au voisinage de l’origine). Par conséquent 0/∈
√

Ω et donc
0 /∈ Ω. S’il existe z,z′ ∈ Ω tels que

√
z= −

√
z′ alors en élevant au carré on obtientz = z′ et
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donc
√

z= z= 0, ce qui est contradictoire avec ce qui précède. Sig est une détermination de la
racine carrée, elle est égale à√ sur un ferméF deΩ, elle est égale à−√ sur un ferméF ′ de
Ω, F ∩F ′ est vide alors queF ∪F ′ = Ω. PuisqueΩ est connexe, l’un des fermés est vide. Il n’y
pas trois déterminations de la racine carrée surΩ.
•

Proposition 50 Soit r < R∈ [0,+∞]. Il n’existe pas de détermination de la racine carrée sur
la couronne CRr .

PreuveOn raisonne par l’absurde. Supposons queg soit une détermination de la racine carrée
surCR

r . Quitte à prendre son opposé on peut supposer queg( r+R
2 ) > 0. Sa restriction àCR

r \]−
R,−r[ coïncide avecz 7→ exp(1

2 logz) où log est la détermination principale du logarithme.
Considéronsf :]− π,π[→ C définie par f (t) = g( r+R

2 exp(it )). Alors f (t) = g( r+R
2 )exp( it

2).

Ainsi g(− r+R
2 ) = limπ f (t) = ig( r+R

2 ) mais aussig(− r+R
2 ) = lim−π f (t) = −ig( r+R

2 ) C’est la
contradiction recherchée.
•

Définition 26 Le cosinus hyperbolique,le sinus hyperbolique,la tangente hyperbolique,et la
cotangente hyperboliquesont définis par :
coshz= cosiz, sinhz= siniz

i , tanh= sinh
cosh, cothz= cosh

sinh.

VIII Une formule intégrale fondamentale

Soit R> 0 etg une fonction continue deSR dansC. Si z∈ C\SR et k∈ N on pose

gk(z) =
k!
2iπ

Z 2π

0

g(Rexp(it ))
(Rexp(it )−z)k+1 iRexp(it )dt.

Si n∈ N on pose

an =
1

2iπ

Z 2π

0

g(Rexp(it ))
(Rexp(it ))n+1 iRexp(it )dt,

bn = − 1
2iπ

Z 2π

0
g(Rexp(it ))(Rexp(it ))n−1iRexp(it )dt.

Exemples 17Soit m∈ N. Si g(z) = zm alors lesbn,n≥ 1 sont tous nuls et lesan sont tous nuls
saufam qui vaut 1. Plus généralement siA est la somme d’une série entière∑n≥0anzn de rayon
strictement supérieur àRalors on a l’identité

an =
1

2iπ

Z 2π

0

A(Rexp(it ))
(Rexp(it ))n+1 iRexp(it )dt.

Si g(z) = z−m etm 6= 0 alors lesan sont tous nuls et lesbn sont tous nuls saufbm qui vaut−1.

On estime|an| on fonction de supζ∈SR
|g(ζ)|.

Proposition 51 (estimations de Cauchy) Si n∈ N, |an| ≤
supζ∈SR

|g(ζ)|
Rn .

Preuve |an| ≤ 1
2π

R 2π
0

|g(Rexp(it ))|
Rn+1 Rdt≤ supζ∈SR

|g(ζ)|
Rn .

•
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Proposition 52 Le rayon de convergence de la série A= ∑n≥0anzn est au moins R et celui
de la série B= ∑n≥1bnzn est au moins1/R. De plus si|z| < R alors g0(z) = ∑n≥0anzn et

g(k)
0 (z) = gk(z) pour k∈ N. Si |z|> R alors g0(z) = ∑n≥1bn

1
zn . En particulier g0 est analytique.

PreuveSoit z∈ C\ fixé tel que|z| < R et soitk∈ N. On poseη = |z|
R . Si t ∈ [0,2π],

∂k

∂zk

1
Rexp(it )−z

=
k!

(Rexp(it )−z)k+1 =
1

(Rexp(it ))k+1

k!
(1− z

Rexp(it ))
k+1

donc on obtient en développant le troisième terme

k!
(Rexp(it )−z)k+1 = ∑

n≥0
(n+1)...(n+k)

zn

(Rexp(it ))n+k+1

et ∑n≥0 |(n+1)...(n+k) zn

(Rexp(it ))n+k+1 | ≤ 1
Rk+1 ∑n≥0(n+1)...(n+k)ηn. De plusg est bornée

car continue sur le compactSR. Par conséquent àz fixé la suite de fonctionsfk,l (z)(t) =

∑l
n=0(n+1)...(n+k) g(Rexp(it ))

(Rexp(it ))n+k+1 iRexp(it )zn définies sur[0,2π] converge uniformément vers

k! g(Rexp(it ))
(Rexp(it )−z)k+1 iRexp(it ). Prenonsk = 0. Puisque

R 2π
0 f0,l (z)(t)dt = ∑l

n=0anzn, on obtient en

faisant tendrel vers l’infini g0(z) = ∑n≥0anzn. Ainsi le rayon de la série∑n≥0anzn est au

moinsR et sik∈ N g(k)
0 (z) = ∑n≥0(n+1)...(n+k)an+kzn. De plus fk,l (z)(t) = ∂k

∂zk f0,l+k(z)(t).

Ainsi
R 2π

0 fk,l (z)(t)dt = ∑l
n=0(n+1)...(n+k)an+kzn et on obtient en faisant tendrel vers l’infini

gk(z) = ∑n≥0(n+1)...(n+k)an+kzn. Ceci prouveg(k)
0 = gk.

Soit z∈ C\ fixé tel que|z| > R. On poseη = R
|z| . Si t ∈ [0,2π],

1
Rexp(it )−z

= −1
z

1

1− Rexp(it )
z

= − ∑
n≥1

(Rexp(it ))n−1

zn

et ∑n≥1 | (Rexp(it ))n−1

zn | ≤ 1
|z| ∑n≥0 ηn. De plusg est bornée car continue sur le compactSR. Par

conséquent la suite de fonctions

hk(t) = −
k

∑
n=1

g(Rexp(it ))(Rexp(it ))n−1iRexp(it )
1
zn

définies sur[0,2π] converge uniformément versg(Rexp(it ))
Rexp(it )−ziRexp(it ). En intégrant sur l’intervalle

[0,2π] il vient queg0(z) = ∑n≥1bn
1
zn . Ceci prouve aussi que le rayon de la série∑n≥1bnzn est

au moins 1/R.
•

Proposition 53 (estimations de Cauchy) Si z∈ DR et k∈ N,

|g(k)(z)| ≤ sup
ζ∈SR

|g(ζ)| k!R
(R−|z|)k+1.

Preuve |g(k)(z)| ≤ k!
2π

R 2π
0

|g(Rexp(it ))|
(R−|z|)k+1 Rdt≤ supζ∈SR

|g(ζ)| k!R
(R−|z|)n+1 .
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On considère maintenant une suite de fonctions continuesg j définies surSR et qui convergent
uniformément vers ˜g. On noteg j ,k les fonctions définies par

g j ,k(z) =
k!
2iπ

Z 2π

0

g j(Rexp(it ))

(Rexp(it )−z)k+1 iRexp(it )dt si |z| 6= R

et on pose

g̃k(z) =
k!
2iπ

Z 2π

0

g̃(Rexp(it ))
(Rexp(it )−z)k+1 iRexp(it )dt si |z| 6= R.

Proposition 54 A k fixé, gj ,k est la dérivée kème de gj ,0, et la suite gj ,k converge uniformément
sur tout compact de DR versg̃k qui est la la dérivée kème dẽg0.

Preuve Il suffit de remarquer que sir ∈]0,R[ alors

sup
|z|≤r

t∈[0,2π]

| g̃(Rexp(it ))−g j(Rexp(it ))

(Rexp(it )−z)k+1 | ≤ sup
t∈[0,2π]

|g̃(Rexp(it ))−g j(Rexp(it ))|
(R− r)k+1

et donc la suite sup|z|≤r,t∈[0,2π] |
g̃(Rexp(it ))−g j (Rexp(it ))

(Rexp(it )−z)k+1 | tend vers 0.
•

On applique cette proposition à∑ j
n=0anzn où∑n≥0anzn est une série de rayon strictement supé-

rieur àR. Si on noteA sa somme on obtient (en utilisant les calculs des exemples dudébut du
chapitre) :

Corollaire (formule de Cauchy pour les séries entières) Soit∑n≥0anzn de sommeA et de rayon
strictement supérieur à R. Si|z|< R alors

A(k)(z) =
k!
2iπ

Z 2π

0

A(Rexp(it ))
(Rexp(it )−z)k+1 iRexp(it )dt si k∈ N.

De plus si n∈ N alors

an =
1

2iπ

Z 2π

0

A(Rexp(it ))
(Rexp(it ))n+1 iRexp(it )dt.

IX Formes exactes et localement exactes,
intégrales curvilignes, indices

Définition 27 SoitΩ un ouvert deC. Une1-forme différentielle à valeurs complexes(en abrégé
uneforme)ω = adx+bdy surΩ est une application continueω deΩ dans l’espaceL(C,R2)
des applicationsR-linéaires deR2 dansC. Si les coefficients a et b sont Ck on dit queω est Ck

(k∈ N∪{∞}). On noteΛ1(Ω) le C-espace vectoriel des formes définies surΩ.

Exemples 18
- ω = d f = ∂ f

∂xdx+ ∂ f
∂ydyavec f : Ω → C différentiable.

- Si f est holomorphe alorsω = f dz.
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Notation 10 Si z∈ Ω on pose|ω(z)| = sup||u|=1 |ω(z) ·u|. En particulier siω(z) = g(z)dz(i.e
b = ia) alors|ω(z)| = |g(z)|.
Définitions 28 Soit ω une forme définie sur un ouvertΩ. Elle est diteexactesi c’est la dif-
férentielle d’une fonctionf qui est appeléeprimitive de ω. Elle est ditelocalement exactesi
toutz0 ∈ Ω admet un voisinage sur lequelω est exacte. Supposonsω C1. Elle est diteferméesi
∂b
∂x −

∂a
∂y = 0.

Remarque 29 Les formes exactes (resp. localement exactes, fermées) forment unC-espace
vectoriel.

Exemples 19
- dx, dy, dzet dz sont des formes exactes.
- SoitA une série entière de rayon infini etA sa somme. Alorsω = Adzest exacte. Une primitive
deω est la somme de l’antidérivéeA(−1)

- Si n > 1 une primitive dedz
zn surC∗ est 1

(1−n)zn−1 .

- La formeω = dz
z est localement exacte mais n’admet pas de primitive surC∗ car il n’existe

pas de détermination du logarithme surC∗.
- Soitω1 = xdx+ydy

x2+y2 etω2 = xdy−ydx
x2+y2 . Alors ω1 = d log|z| est exacte etdz

z = ω1+ iω2. Par consé-
quent la formeω2 est localement exacte mais elle n’est pas exacte surC∗.

Proposition 55 (lemme de Schwarz) Si f: Ω → C est C2 alors d f est fermée.

Il suffit d’utiliser ∂2 f
∂x∂y = ∂2 f

∂y∂x.

Proposition 56 (lemme de Poincaré) Siω = adx+bdy est C1 et fermée alors elle est localement
exacte.

PreuveSoitz0∈Ω etε > 0 tel quez0+]−ε,ε[2⊂Ω. On posef (x,y) =
R x

0 a(u,0)du+
R y

0 b(x,v)dv.
En dérivant sous le signe

R

on obtient :
∂ f
∂x(x,y) = a(x,0)+

R y
0

∂b
∂x(x,v)dv= a(x,0)+

R y
0

∂a
∂y(x,v)dv= a(x,y)

∂ f
∂y(x,y) = b(x,y).
•

Définitions 29On appellearc une application continueγ : [a,b]→ C = R2. On dit queγ est un
arc de l’ouvertΩ si γ([a,b]⊂ Ω. Si l’applicationγ est injective on dit queγ est unarc plongé.
On appellelacetun arcγ tel queγ(a) = γ(b). Si l’applicationγ restreinte à[a,b[ est injective on
dit queγ est unecourbe de Jordan.
L’ opposé−γ d’un arcγ : [a,b]→ C = R2 est l’arc−γ : [a,b]→ R2 défini par−γ(t) = γ(b−(t−
a)).
La sommedeux arcsα : [a,b] → C = R2 et β : [c,d] → C = R2 tels queα(b) = β(c) est l’arc
α + β : [a+c

2 , b+d
2 ] → R2 défini par :α + β(t) = α(2(t − c/2)) si t ∈ [a+c

2 , b+c
2 ] et α + β(t) =

β(2(t−b/2)) si t ∈ [b+c
2 , b+d

2 ].

Notation 11 Si γ : [a,b] → C = R2 est un arc eta≤ c≤ d ≤ b alorsγd
c est la restriction deγ à

[c,d] et γc
d est l’opposé deγd

c.
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Définition 30 Soitγ : [a,b]→ C un arcC1 par morceaux etω une 1-forme différentielle définie
sur un voisinage deγ([a,b]). On appelleintégrale deω le long deγ et on note

R

γ ω le nombre
R

γ ω =
R b

a ω(γ(t)).γ′(t)dt.

Avec cette définition la formule de Cauchy pour les séries entières devient :

Corollaire (formule de Cauchy pour les séries entières) Soit∑n≥0anzn de sommeA et de rayon
strictement supérieur à R etγ(t) = Rexp(it ) si t ∈ [0,2π]. Alors

A(k)(z0) =
k!
2iπ

Z

γ

A(z)

(z−z0)k+1dz si |z0| < R et k∈ N.

Remarques 30L’applicationω →
R

γ ω est une formeC-linéaire.
Si ω = d f alors

R

γ ω =
R

γ d f = f (γ(b))− f (γ(a)).
Soitφ : [c,d]→ [a,b] un homéomorphisme croissant,γ : [a,b]→Ω un arc etω une forme définie
surΩ. Si φ et γ sontC1 par morceaux alors

R

γ◦φ ω =
R

γ ω. C’est la formule du changement de
variables.

Proposition 57 |Rγ ω| ≤ supγ ||ω|| · longueur deγ.

PreuveOn a|
R

γ ω| ≤
R b

a |ω(γ(t)).γ′(t)|dt ≤
R b

a |ω(γ(t))|.|γ′(t)|dt ≤ supγ ||ω|| · longueur deγ.
•

Proposition 58 On a
R

α+β ω =
R

α ω+
R

β ω et
R

−α ω = −R

α ω quand ces termes sont définis.

Proposition 59 Si f : Ω → C est C1 sur Ω connexe et d f= 0 alors f est constante.

PreuveSoitz∈ Ω etε > 0 tel queDε(z)⊂ Ω. Si z′ ∈ Dε(z) et t ∈ [0,1] on poseγ(t) = (1− t)z+
tz′. Alors f (z′)− f (z) =

R

γ d f = 0. La fonction f est localement constante surΩ connexe. Elle
est donc constante.
•

Corollaire Deux primitives d’une formeω sur un ouvert connexe diffèrent d’une constante.

Corollaire Si f et g sont deux primitives d’une formeω sur un ouvert connexeΩ alors pour
tous z,z′ ∈ Ω on a f(z′)− f (z) = g(z′)−g(z).

Proposition 60 Soit r> 0 et γ(t) = ir exp(it ) si t ∈ [0,2π]. Alors
R

γ
dz
z = 2iπ.

Preuve En effet soit l− π
2

et l π
2

des déterminations du logarithme surΩ− π
2

et Ω π
2
. Puisque

γ([0,π])⊂ Ω− π
2

et γ([π,2π])⊂ Ω π
2

il vient

Z

γ

dz
z

=

Z

γπ
0

dz
z

+

Z

γ2π
π

dz
z

= iπ+ iπ = 2iπ.

RappelUn ouvert connexe deC est connexe par arcs, par arcsC1 par morceaux et par segments
parallèles aux axes.
•
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Proposition 61 Soit z0 = x0+ iy0 ∈ C, ε > 0 etω = adx+bdy définie surΩ = z0+]−ε,ε[2 ou
sur Ω = Dε(z0). Alorsω est exacte si et seulement si

Z x

x0

a(u,y0)du+

Z y

y0

b(x,v)dv=

Z x

x0

a(u,y)du+

Z y

y0

b(x0,v)dv

pour tout z= x+ iy ∈ Ω et alors une primitive deω est la fonction f définie par

f (x,y) =
Z x

x0

a(u,y0)du+
Z y

y0

b(x,v)dv=
Z x

x0

a(u,y)du+
Z y

y0

b(x0,v)dv.

Preuve C’est une condition nécessaire. En effet, siF est une primitive deω alorsF(x,y0)−
F(z0) =

R x
x0

a(u,y0)du, F(x,y)− F(x,y0) =
R y

y0
b(x,v)dv, F(x0,y)− F(z0) =

R y
y0

b(x0,v)dv et
F(x,y)−F(x0,y) =

R x
x0

a(u,y)du. Les sommes des deux premiers et des deux derniers termes
sont toutes les deux égales àF(x,y)−F(z0).
C’est une condition suffisante. En effet si

f (x,y) =
Z x

x0

a(u,y0)du+
Z y

y0

a(x,v)dv=
Z x

x0

a(u,y)du+
Z y

y0

a(x0,v)dv

alors en dérivant la seconde expression par rapport àx on obtient ∂ f
∂x = a et en dérivant la

première par rapport ày on obtient∂ f
∂y = b.

•

Remarque 31 Cette condition nécessaire et suffisante est équivalente à dire que
R

γ ω = 0 si γ
est une paramétrisation affine par quatre morceaux du bord d’un rectangle à cotés parallèles aux
axes, inclus dansΩ et dont l’un des sommets estz0.

Corollaire Une formeω définie sur un ouvertΩ est localement exacte si
R

γ ω = 0 dès queγ est
une paramétrisation affine par quatre morceaux du bord d’un rectangle à cotés parallèles aux
axes et inclus dansΩ.

Corollaire (lemme de Poincaré) Soit z0 = x0 + iy0 ∈ C, ε > 0 et ω = adx+ bdy définie sur
Ω = z0+]− ε,ε[2 ou surΩ = Dε(z0). Si ω est localement exacte alors elle est exacte et une
primitive est définie par

f (x,y) =
Z x

x0

a(u,y0)du+
Z y

y0

b(x,v)dv.

PreuveOn posef (x,y) =
R x

x0
a(u,y0)du+

R y
y0

b(x,v)dv. D’après ce qui précède. Si(x,y) ∈ Ω et
(x′,y′) proche de(x,y) alors

f (x′,y′)− f (x,y) =

Z x′

x
a(u,y)du+

Z y′

y
b(x′,v)dv=

Z x′

x
a(u,y′)du+

Z y′

y
b(x,v)dv.

Et donc∂ f
∂x(x,y) = a(x,y) et ∂ f

∂y(x,y) = b(x,y).
•
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Proposition 62 Soit ω définie surΩ ouvert connexe deC. Alors ω est exacte si et seulement
si

R

γ ω = 0 sur tout lacet C1 par morceaux inclus dansΩ. On obtient une primitive de la façon

suivante. On fixe z0 ∈ Ω et si z∈ Ω on pose f(z) =
R

γ ω où γ est un arc C1 par morceaux
γ : [a,b] → Ω tel queγ(a) = z0 et γ(b) = z.

Preuve Supposonsω exacte et soitf une primitive deω. Si γ : [a,b] → Ω est un lacetC1 par
morceaux alors

Z

γt
a

ω = f (γ(t))− f (γ(a)) = f (γ(t))− f (γ(b)) = −
Z

γb
t

ω

et donc
R

γ ω = 0. La condition annoncée est bien nécessaire.
Montrons qu’elle est suffisante. Soitz0 ∈Ω fixé. Soitzun point deΩ. PuisqueΩ est connexe par
arcC1 par morceaux il existe un arcγ : [a,b]→ Ω C1 par morceaux tel queγ(a) = z0 etγ(b) = z.
On posef (z) =

R

γ ω. Le nombref (z) ne dépend pas deγ. En effet soitβ : [a,b]→ Ω un arcC1

par morceaux tel queβ(a)= z0 etβ(b)= z. Alors γ−β est un lacet donc
R

γ ω−
R

β ω =
R

γ−β ω = 0
et donc f (z) =

R

β ω. En considérant des arcs linéaires par morceaux parallèles aux axes on
constate quef est une primitive locale deω au voisinage de tout point deΩ. Par conséquent
f estC1 et d f = ω.
•

Dans toute la suite du chapitre on ne considère que des formeslocalement exactes.

Soit ω une forme localement exacte sur un ouvertΩ et soitγ : [a,b] → Ω un arc deΩ. Puisque
γ([a,b]) est compact il existeε > tel que sit ∈ [a,b] alorsD2ε(γ(t)) ⊂ Ω. Puisqueγ est unifor-
mément continue, il existet0 = a ≤ t1 ≤ ... ≤ td = b tels queγ([tk−1, tk]) ⊂ Dε(γ(tk)) = Uk si
k∈ {1, ...d}. De plus la restriction deω à chaque disqueUk admet une primitivefk.

Définitions 31La familleU = (tk,Uk, fk)1≤k≤d ci dessous est diteassociéeàω etγ. La primitive
deω le long deγ et subordonnée à(tk,Uk, fk)1≤k≤d est la fonctionFγ

U : [a,b] → C suivante : si
t ∈ [tl , tl+1] alors

Fγ
U (t) = ∑

0<k≤l

( fk(γ(tk))− fk(γ(tk−1)))+( fl+1(γ(t))− fl+1(γ(tl))).

l’ouvert Ω, l’arc γ et les disques Uk

Remarques 32La fonctionFγ
U est continue et siγ estC1 par morceaux alorsFγ

U (t) =
R

γt
a
ω. En

particulier siω = d f alorsFγ
U (t) = f (γ(t))− f (γ(a)).

Proposition 63 La primitive Fγ
U deω le long deγ ne dépend pas deU .

PreuveSoitU etV associées àω etγ et soitFγ
U etFγ

V
les primitives subordonnées. L’ensemble

E = {t ∈ [a,b] : Fγ
U (t)−Fγ

V
(t) = 0} est un fermé et il est non vide car il contienta. Il suffit donc

de montrer qu’il est ouvert puisque[a,b] est connexe. Soitt ∈ E, U un disque ouvert de centre
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γ(t) inclus dans lesUk et lesVl qui contiennentγ(t) et f une primitive deω surU. Puisque deux
primitives deω surU ne diffèrent que d’une constante, il résulte de la définitiondeFγ

U et deFγ
V

que sit ′ est voisin det alors

Fγ
U (t ′)−Fγ

U (t) = f (γ(t ′))− f (γ(t)) = Fγ
V

(t ′)−Fγ
V

(t).

Par conséquentE est ouvert.
•

Notation 12 PuisqueFγ
U ne dépend pas deU on la noteFγ et on pose

R

γ ω = Fγ(b)−Fγ(a).
Ceci n’est défini que siω est localement exacte.

Remarques 33L’application qui àω localement exacte associe
R

γ ω est une formeC-linéaire.
Soit γ = α+β. Alors

R

γ ω =
R

γ α+
R

γ β.
Soit φ : [c,d] → [a,b] un homéomorphisme croissant,γ : [a,b] → Ω un arc etω une forme
localement exacte définie surΩ. Si φ et γ sontC1 par morceaux alorsFγ◦φ(d) = Fγ(b).

En utilisant les propriétés de linéarités de l’intégrale par rapport à l’addition des arcs on obtient
facilement (un dessin peut aider) :

Proposition 64 Soit α : [a,b] → Ω, β : [c,d] → Ω deux arcs,ω une forme localement exacte
définie surΩ et [u,u+w] ⊂ [a,b], [v,v+w] ⊂ [c,d]. On suppose queα(u+ t) = β(v+w− t) si
0≤ t ≤ w. Alors

Z

α
ω+

Z

β
ω =

Z

αu
a

ω+

Z

αb
u+w

ω+

Z

αv
c

ω+

Z

αd
v+w

ω.

Définition 32 Deux lacetsγ0 : [a,b] → Ω et γ1 : [a,b] → Ω sonthomotopesdansΩ s’il existe
Γ : [0,1]× [a,b]→ Ω continue telle queΓ(0, t) = γ0(t) et Γ(0, t) = γ0(t) si t ∈ [a,b] etΓ(λ,a =
Γ(λ,b) si λ ∈ [0,1]. Ils sont dithomotopes à origine fixéelorsqueΓ(λ,a) est indépendant deλ.

Exemple 20 Soit f (z) = a1z+ ... ∈ C{z} (a1 6= 0). Si r > 0 petit alors le lacetγ : [0,1] →
C∗ défini parγ(t) = r exp(2iπt) est homotope dansC∗ à f ◦ γ. Pour le voir on écritf (z) =
sexp(2iπu)z(1+ g(z)) avecg ∈ C{z} et g(0) = 0. Il existe ε > 0 tel que si|z| < ε alors et
|g(z)|< 1. Choisissonsr ∈]0,ε[. L’application

(λ, t)∈ [0,1]2 7→ Γ(λ, t) = (1+λ(
s
r
−1))exp(λ2iπu)γ(t)(1+λg(γ(t)))

est une homotopie dansC∗ entre les deux lacets.

Théorème 17 Si ω est une forme localement exacte définie sur un ouvertΩ et siγ0 et γ1 sont
des lacets homotopes dansΩ alors

R

γ0
ω =

R

γ1
ω.

PreuveSoit λ ∈ [a,b] et soitU = (tk,Uk, fk)1≤k≤d associée àγλ = [a,b] → Ω,γλ(t) = Γ(λ, t).
Si un µ est voisin deλ alorsU = (tk,Uk, fk)1≤k≤d est encore associée àγµ. On a

R

γλ
ω =

∑0<k≤d( fk(γλ(tk))− fk(γλ(tk−1))) et
R

γµ
ω = ∑0<k≤d( fk(γµ(tk))− fk(γµ(tk−1))). Donc la dif-

férence
R

γλ
ω− R

γµ
est égale à

∑
0<k≤d

(( fk(γλ(tk))− fk(γµ(tk)))− ( fk(γλ(tk−1))− fk(γµ(tk−1))))
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ou encore à
−( f1(γλ(a))− f1(γµ(a)))+

∑
0<k<d

(( fk(γλ(tk))− fk(γµ(tk)))− ( fk+1(γλ(tk))− fk+1(γµ(tk))))+

( fd(γλ(b))− fd(γµ(b))).

Puisque deux primitives deω sur un ouvert connexe ne diffèrent que d’une constante, on re-
marque que si 0< k < d alors

( fk(γλ(tk))− fk(γµ(tk)))− ( fk+1(γλ(tk))− fk+1(γµ(tk))) = 0.

Finalement
R

γλ
ω− R

γµ
ω est égale à

( fd(γλ(b))− fd(γµ(b)))− ( f1(γλ(a))− f1(γµ(a)))

ou encore à
( fd(γλ(b))− f1(γλ(a)))− ( fd(γµ(b))− f1(γµ(a))).

Or les fonctionsf1, fd diffèrent d’une constante surU1∩Ud car ce sont des primitives deω sur
U1∩Ud qui est connexe. De plus,γλ(a) = γλ(b) et γµ(a) = γµ(b). Par conséquent

( fd(γλ(b))− f1(γλ(a))) = ( fd(γµ(b))− f1(γµ(a)))

et donc
R

γλ
ω−

R

γµ
ω = 0.

•
Une application de ce théorème est la formule de Cauchy pour les fonctions analytiques.

Théorème 18 (formule de Cauchy pour les fonctions analytiques) SoitΩ un ouvert deC, z0 ∈
Ω et R> 0 tel queDR(z0)⊂ Ω etγ : [0,1]→ Ω\{z0} un lacet homotope àΓ : [0,1]→ Ω,Γ(t) =
z0+Rexp(2iπt) dansΩ\{z0}. Alors

f (k)(z0) =
k!
2iπ

Z

γ

f (z)

(z−z0)k+1dz si k∈ N.

PreuveLa forme f (z)
(z−z0)k+1dzest localement exacte dansΩ\{z0}. Le lacetγ est homotope dans

Ω\{z0} à tout cercleΓr : [0,1]→ Ω,Γr(t) = z0+ r exp(2iπt) avecr ∈]0,R]. On a donc

Z

γ

f (z)

(z−z0)k+1dz=

Z

Γr

f (z)

(z−z0)k+1dz

si r ∈]0,R]. On a aussi par définition

Z

Γr

f (z)
(z−z0)k+1dz=

Z 2π

0

f (z0+ r exp(it ))
(r exp(it ))k+1 ir exp(it )dt.

On choisitr inférieur au rayon de convergence de la série entière associée àf enz0 et on conclut
à l’aide de la formule de Cauchy pour les séries entières.
•
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On verra dans le chapitre suivant de nombreuses conséquences de cette formule.

Définitions 33SoitΩ un ouvert connexe etz0 un point fixé deΩ. SoitLz0 l’ensemble des lacets
de Ω d’origine z0 et paramétrés par [0,1]. Cet ensemble est stable par addition des lacets, par
passage à l’opposé, l’addition est associative et le lacetz0 est le neutre pour l’addition. Par
conséquent(Lz0,+) est un groupe. La relation être homotope à origine fixée est une relation
d’équivalence dansLz0 compatible avec l’addition. Le groupe quotient s’appellepremier groupe
fondamental de(Ω,z0) et il est notéΠ1(Ω,z0). Si z1 est un autre point deΩ on montre que le
groupeΠ1(Ω,z1) est isomorphe àΠ1(Ω,z0). Pour celà on considère un arcα d’extrémitész1

et z0 et on commence par remarquer que siγ ∈ Lz0 alorsα + γ−α appartient àLz1. On peut
donc parler du groupe fondamental deΩ et on le noteΠ1(Ω). Il est clair que deux ouverts de
C qui sont homéomorphes ont même groupe fondamental. Cette notion essentielle en topologie
est due à Henri Poincaré. On dit queΩ estsimplement connexesi Π1(Ω,z0) est nul. Ceci est
équivalent à supposer que tout lacet deΩ est homotope à un point. C’est le cas par exemple de
C où deD1.On vérifie sans peine les deux propositions suivantes :

lacet non homotope à un point dans un ouvert non simplement connexe

Proposition 65 Soitφ : Ω → Ω′ un homéomorphisme entre deux ouverts deC. Si l’un est sim-
plement connexe l’autre aussi.

Proposition 66 Les ouvertsC,Ωθ,Ω+,Ω−,Bt ,Dr(z) sont simplement connexes.

Remarques 34Si Ω est une forme localement exacte définie surΩ alors il résulte de ce qui
précède que siγ0 et γ1 représentent le même élément deΠ1(Ω,z0) alors

R

γ0
ω =

R

γ1
ω et par

conséquent on définit une application[ω] : Π1(Ω,z0) → C qui à la classe[γ] d’un élémentγ de
Az0 associe

R

γ ω. Vu la propriété d’addition de l’intégrale, cette application est un morphisme
de groupe. SurΩ simplement connexe cette application est nulle. Ainsi :

Proposition 67 Toute forme localement exacte définie sur un ouvert simplement connexe deC
est exacte.

La réciproque est vraie et sera vue ultérieurement.

Exemple 21 L’ouvert C∗ n’est pas simplement connexe car
R

γr
dz
z = 2iπ.

Définition 34 Soitz0 ∈ C etγ : [a,b]→ C\{z0} un lacet. On appelleindice deγ par rapport à
z0 et on note Indz0(γ) le nombre 1

2iπ
R

γ
dz

z−z0
.

Proposition 68 SoitΩ un ouvert connexe deC∗. Il existe une détermination du logarithme sur
Ω si et seulement siInd0(γ) = 0 pour tout lacet deγ.
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Preuve C’est juste une reformulation de la condition nécessaire etsuffisante pour quedz
z soit

exacte surΩ.
•

L’indice d’un lacet par rapport àz0 dansΩ = C\{z0} est un invariant d’homotopie. Nous allons
montrer que c’est un entier qui caractérise les lacets deΩ à homotopie près.

Proposition 69 Si z0 ∈ C et γ : [a,b] → C\{z0} est un lacet alors l’indiceIndz0(γ) ∈ Z.

PreuveQuitte à faire une translation on peut supposer quez0 = 0. Soit Fγ une primitive de la
forme localement exactedz

z le long deγ. Si t ∈ [a,b] on poseg(t) =
γ(a)
γ(t) exp(Fγ(t)). Montrons

queg vaut 1. Puisqueg(a) = 1 et que[a,b] est connexe il suffit de montrer queg est localement
constante. Fixonst ∈ [a,b]. Soit l une détermination du logarithme sur un disqueU centré en
γ(t). Il existeε tel que sit ′ ∈ [a,b] et |t ′− t| < ε alorsγ(t ′) ∈ U. Par construction deFγ, on a
Fγ(t ′)−Fγ(t) = l(γ(t ′))− l(γ(t)) et donc

g(t ′) =
γ(t)
γ(t ′)

g(t)
γ(t ′)
γ(t)

= g(t).

Ainsi g est localement constante et donc vaut constamment 1. Par conséquentFγ(t) est une

détermination du logarithme deγ(t)γ(a) . En prenantt = b on obtient que
R

γ
dz
z est une détermination

du logarithme de 1= γ(b)
γ(a) . Ainsi

R

γ
dz
z ∈ 2iπZ et Ind0(γ) ∈ Z.

•

Remarques 35Puisquedz
z = d log|z|+ i xdy−ydx

x2+y2 et qued log|z| est exacte on a siz0 = 0,

Ind0(γ) = 1
2π

R

γ
xdy−ydx
x2+y2 .

L’indice Indz0(γ) mesure le nombre de tours du lacetγ autour dez0. Plus précisément on a :

Proposition 70 Soitγ de [0,1] dans CR
r (z0) (resp. Sη(z0)) un lacet et n∈ Z. Alors Indz0(γ) = n

si et seulement siγ est homotope dans CRr (z0) (resp. dans Sη(z0)) au lacetΓn
z0,η défini par

Γn
z0,η(t) = z0+ηexp(2iπnt) si t ∈ [0,1] et oùη ∈]r,R[.

+
0

courbe d’indice 2 par rapport à l’origine

Preuve Soit Fγ une primitive de dz
z−z0

le long deγ. Puisque Indz0(γ) = n, Fγ(1) = 2iπn. Soit
λ > 0 et θ ∈ [0,2π[ tels queγ(0) = z0 + λexp(iθ). L’application Γ : [0,1]× [0,1] → C \ {z0}
définie par

Γ(s, t) = z0+λsη1−sexp(2iπ(1−s)nt+sFγ(t)+siθ)
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est l’homotopie recherchée.
L’indice deΓn

z0,η estn car
R

Γn
z0,η

dz
z−z0

= n
R

Γ1
z0,η

dz
z−z0

= 2iπn.
•

Remarque 36 On vient de prouver que le groupe fondamental d’une couronneou d’un cercle
est isomorphe au groupeZ.

Proposition 71 Soit γ : [a,b] → C un lacet etΩ une composante connexe deC \ γ([a,b]). Si
z0,z1 ∈ Ω alors Indz0(γ) = Indz1(γ).

PreuvePuisqueΩ est connexe il suffit de monrer que la fonctionz∈ Ω 7→ etIndz(γ) est locale-
ment constante. Fixonsz∈Ω etε > 0 tel queDε(z)∈Ω. Soitz′ ∈Dε(z). On poseγz′ = γ−z′. On
a Ind0(γz′) = Indz′(γ). Il suffit donc de montrer que Ind0(γz′) = Ind0(γz). Si s∈ [0,1] et t ∈ [a,b]
on poseΓz′(s, t) = γ(t)− sz′− (1− s)z. L’applicationΓ est une homotopie entreγz et γz′ dans
C\{0} donc Ind0(γz′) = Ind0(γz).
•

Indz(γ) = 0

Indz(γ) = 1

Indz(γ) = 2

Indz(γ) = 0

Indz(γ) = −1

variation de l’indice d’une courbe par rapport à un point

Corollaire SoitΩ un ouvert deC. Si C\Ω est connexe non borné alors pour tout lacetγ deΩ
et tout z0 ∈ C\Ω, l’indice Indz0(γ) est nul.

PreuveL’indice Indz0(γ) ne dépend pas dez0 ∈ C\Ω carC\Ω est connexe. PuisqueC\Ω est
non borné il existeR> 0 etz0 ∈ C\Ω tels queγ ⊂ DR et z0 /∈ DR. Or surDR la forme dz

z−z0
est

exacte donc
R

γ
dz

z−z0
= 0.

•

Proposition 72 Siγ est un lacet d’un ouvert simplement connexeΩ et si z0 /∈Ω alors Indz0(γ) =
0.

PreuveEn effetγ est homotope à un point dansΩ et l’indice d’un lacet constant est nul.
•

Corollaire Soit Ω un ouvert connexe deC∗. Si Ω est simplement connexe alors il existe une
détermination du logarithme surΩ.

Corollaire Soit R∈]0,+∞] et K un compact non vide de DR. Alors DR\K n’est pas simplement
connexe.

Preuve Soit r ∈]0,R[ tel queK ⊂ Dr . L’origine et z0 sont dans la même composante connexe
de C \Sr . Par conséquent Indz0(γ) = Ind0(γ) = 1 avecγ(t) = r exp(2iπt) si t ∈ [0,1]. Ainsi la
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forme dz
z−z0

est localement exacte mais elle n’est pas exacte surΩ. En particulierΩ n’est pas
simplement connexe.
•

Définition 35 Une courbe de Jordan Jest l’image par un homéomorphisme du cercle unité.
On confond une courbe de Jordan et son image. On appellecourbe de Jordan paramétrée par
l’abscisse curviligneune courbe de JordanC1 par morceaux qui peut être munie d’une paramé-
trisation par l’abscisse curviligne.

Exemples 22Un cercle, le bord d’un triangle, d’un rectangle et généralement d’un polygone
convexe ou étoilé sont des courbes de Jordan paramétrées parl’abscisse curviligne. Le dessin
d’un "huit" n’est pas une courbe de Jordan.

Proposition 73 Soit J une courbe de Jordan paramétrée par l’abscisse curviligne. Alors J sé-
pare C en deux composantes connexes, l’une notée C∞ est non bornée et l’autre notée C0 est
bornée. Si z∈C∞ alors Indz(γ) = 0 et si z∈C0 alors est| Indz(γ)| = 1.

Remarque 37 L’hypothèse de paramétrisation par l’abscisse curviligneest superflue mais sim-
plifie grandement la démonstration.

PreuveSoit t ∈ [a,b[ et p = γ(t). Il existeη > 0, ε > 0, un voisinage ouvert et carréU de p et
une isométrie affineφ tels que
- φ(U) =]− ε,ε[2,
- U ∩J = γ(]t−η, t +η[) si t 6= a etU ∩J = γ(]b−η,b]∪ [a,a+η[) si t = a,
- φ(U ∩J) = {(x, f (x) : x∈]− ε,ε[} ou
φ(U∩J) = {(x,g(x) : x∈ [0,ε[}∪{(x,h(x) : x∈ [0,ε[} avecf etgdes fonctionsC1 par morceaux
et nulles en 0 et telles quef (x) < g(x) si x∈]0,ε[.
Par conséquent]− ε,ε[2\φ(U ∩ J) a deux composantes connexesD1 et D2 et ]− ε,ε[2∩(Dk \
Dk) = φ(U ∩J) si k = 1,2. Puisqueφ est une isométrie affine, l’ensembleU ∩J a deux compo-
santes connexesC1 etC2 etU ∩ (Ck\Ck) = U ∩J si k = 1,2.
Montrons queC \ J a au plus deux composantes connexes SoitC une composante connexe de
C \ J. Alors C\C est non fermé et non vide carC est un ouvert non vide et différent deC. De
plusC\C ⊂ J puisqueC est une composante connexe deC \ J. Soit p∈C\C. D’après ce qui
précède il existe un voisinageU dep tel queU∩J =U∩(C\C). Ainsi C\C est non vide, fermé
et ouvert dansJ qui est connexe. Par conséquentJ = C\C. SoitC1, C2 etC3 des composantes
connexes deC\J et soitp∈ J. D’une partp∈Ck sik= 1,2,3. D’autre part il existe un voisinage
U de p tel queU \J ne rencontre au plus que deux d’entre elles. Par conséquent deux des trois
ensemblesCk,k = 1,2,3 sont confondus.
Montrons queC \ J a exactement deux composantes connexes. Soitt, p,U,φ,C1 etC2 comme
ci dessus. Soitz1 ∈C1 et z2 ∈C2. On supposeγ de classeC1 au voisinage det. On décompose
J en deux parties :J′ = U ∩ J et J′′ = J \ J′. On décompose le bord∂U deU en deux parties
Γk = ∂U ∩Ck. On a Indzk(∂U) = Indzk(Γ1 + Γ2) = 1. Quitte à permuterz1,C1 et z2,C2 et on
obtient des lacets en mettant bout à boutJ′′ et −Γ1 et en mettant bout à boutJ′′ et Γ2. Or
J′′−Γ1 est homotope àJ dansC \ {z2} et J′′ + Γ2 est homotope àJ dansC \ {z1} et z1 et z2

sont dans la même composante connexe deC\(J′′−Γ1). Par conséquent, Indz1(J) = Indz1(J
′′+

Γ2), Indz2(J) = Indz2(J
′′−Γ1) = Indz1(J

′′−Γ1) et donc Indz1(J)− Indz2(J) = Indz1(J
′′+Γ2)−

Indz1(J
′′−Γ1) = Indz1(Γ1 + Γ2) = Indz1(∂U) = 1. Ainsi z1 et z2 sont dans deux composantes

connexes différentes et Indz1(J)− Indz2(J) = 1. Ceci prouve queC \ J a deux composantes
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exactement. Or siz est dans la composante non bornée alors Indz(J) = 0. Le calcul précédent
montre donc que siz est dans la composante bornée alors| Indz(J)| = 1.
•

z1
+

z2
+

Γ2

−Γ1

J

séparation par une courbe de Jordan

On déduit de cette proposition que siJ est une courbe de Jordan paramétrée par l’abscisse
curviligne, elle possède deux familles de paramétrisations par l’abscisse curviligne. Les unes,
ditespositivement orientées,sont d’indice 1 par rapport à tout point dans la composante connexe
bornée deC\J alors que les autres, ditesnégativement orientées,sont d’indices−1. Le passage
de deux paramétrisations dans la même classe se fait par changement d’origine. On désigne par
J+ (resp.J−) la courbeJ munie d’une quelconque paramétrisation par l’abscisse curviligne
positivement orientée (resp. négativement orientée).

Dès qu’il existe une détermination du logarithme sur un ouvert connexe il existe une détermi-
nation de la racine carrée. Nous allons maintenant montrer une réciproque partielle, réservant à
plus tard la preuve de la réciproque.

Proposition 74 SoitΩ un ouvert connexe deC∗ et J+ ⊂ Ω une courbe de Jordan paramétrée
par l’abscissse curviligne positivement orientée. Si l’indiceInd0(J+) vaut 1 alors il n’existe pas
de détermination de la racine carrée surΩ.

Preuve On noteγ : [0,L] → Ω la paramétrisation de la courbeJ+. Supposons qu’il existe une
déterminationg de la racine carrée surΩ. Alors g(γ(0)) = g(γ(L)) carγ(0) = γ(L). Mais aussi

g(γ(t)) = g((0))exp(
1
2

Z

γt
0

dz
z

) si t ∈ [0,L].

En particulierg(γ(L)) = −g(γ(0). C’est la contradiction recherchée.
•

X Théorie de Cauchy,
analyticité des fonctions holomorphes
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Proposition 75 L’ensemble des fonctions holomorphes sur un ouvertΩ deC est une algèbre
différentielle.

PreuveC’est immédiat quand on a remarqué que sif etg sontC-dérivables enzdeC-dérivées
f ′(z) et g′(z) alors f + g, λ f et f g sontC-dérivables enz de dérivéesf ′(z)+ g′(z), λ f ′(z) et
f ′(z)g(z)+ f (z)g′(z). Par exemple pour montrer la formule de Leibniz on écrit

f (z+h)g(z+h)− f (z)g(z) = ( f (z+h)− f (z))g(z+h)+(g(z+h)−g(z)) f (z),

on divise parh et on passe à la limite enz0.

Proposition 76 (lemme de Goursat) Si f holomorphe sur unΩ ouvert deC alors ω = f dz est
localement exacte.

PreuveConsidérons un rectangleC dont l’adhérence est contenue dansΩ et soitJ+ une para-
métrisation par l’abscisse curviligne positivement orientée de son bord. On noteδ la longueur
deJ+. On poseJ+

0 = J+, C0 = C et I0 =
R

J+
0

ω. Il suffit de montrer queI0 = 0.

Considérons la suite de rectangles emboitésCk dont le bord est de longueurδ/2k définie de la
façon suivante.
Soit k∈ N. On suppose avoir construitCk. On considère une paramétrisationJ+

k par l’abscisse
curviligne positivement orientée de son bord et on poseIk =

R

J+
k

ω. On diviseCk en quatre

rectangles égaux de périmètresδ/2k+1 Ck,i ,1 ≤ i ≤ 4. On noteJ+
k,i une paramétrisation par

l’abscisse curviligne positivement orientée du bord deCk,i . On poseIk,i =
R

J+
k,i

ω. Le bord de

Ck est recouvert par huit cotés des rectanglesCk,i “parcourus dans le même sens”. Les huit
autres cotés des rectanglesCk,i sont deux à deux confondus mais avec des sens de parcours

opposés. Par conséquentIk = ∑4
i=1 Ik+1,i . Il existe doncik ∈ {1, ..4} tel que|Ik,ik| ≥

|Ik|
4 . On pose

Ck+1 = Ck,ik.

On a|Ik| ≥ |I0|
4k .

Ck

Ck,1Ck,2

Ck,3 Ck,4

les rectangles Ck, Ck,1,Ck,2,Ck,3 et Ck,4

L’intersection∩kCk de la suite de rectangles emboîtésCk est un pointz∞. Il existeg : C → C,
continue surC, nulle enz∞ et telle quef (z) = f (z∞)+ f ′(z∞)(z− z∞)+ g(z)(z− z∞) si z∈ C.
La forme( f (z∞)+ f ′(z∞)(z−z∞))dzest exacte par conséquent

Ik =

Z

J+
k

g(z)(z−z∞)dz

et
|Ik| ≤ (δ/2k) ·sup

Ck

|g(z)| ·sup
Ck

|z−z∞|.



J.-M. Lion, notes du cours de fonctions holomorphes, 5 mai 2004 42

Or dansCk |z−z∞| est plus petit que le périmètre deCk donc plus petit queδ/2k. Par conséquent

supCk
|g(z)| = Mk est une suite qui tend vers 0 et|I0|

4k ≤ |Ik| ≤ (δ2/4k)Mk. Par conséquent|I0| ≤
δ2Mk quelque soitk et doncI0 = 0.
•

Proposition 77 (lemme de Goursat généralisé) Soit f: Dε → C continue et dont la restriction
à Dε \{0} est holomorphe alorsω = f dz est exacte.

Preuve Il suffit de montrer que siR est un rectangle inclus dansDε alorsI =
R

∂R+ ω = 0.
On remarque déjà que

R

∂R+ ω tend vers 0 si le périmètre deR tend vers 0. En effet, soitR 6⊂ Dε/2

et alors 0/∈ Ret donc
R

∂R+ ω = 0, soitR⊂ Dε/2 et alors|R∂R+ ω| ≤ supDε/2
| f | · longueur de∂R.

Dε
0.

Fixons un rectangleR inclus dansDε. Si 0 /∈ R alorsI = 0. Supposons donc 0∈ R. Si η > 0 il
existe une décomposition deR en au plus cinq rectangles (suivant la position relative de 0et de
R), le premierRη a un périmètre inférieur àη et c’est le seul dont l’adhérence rencontre 0. Par
conséquentI =

R

∂R+
η

ω = Iη et donc|I | qui est arbitrairement petit est nul.
•

Proposition 78 Soit g:]− ε,ε[→]− ε,ε[ C1 et f :]− ε,ε[2→ C continue. Si f est holomorphe
hors deΓ = {x+ ig(x) : x∈]− ε,ε[} alorsω = f dz est exacte.

Preuve Il suffit de montrer queω est localement exacte. L’ensemble]− ε,ε[2 est connexe par
morceaux verticaux ou parallèles aux courbesΓη = {x+ ig(x)+ iη : x∈]− ε,ε[}. Il suffit donc
de montrer queI =

R

∂R+ ω = 0 si R est un rectangle "tordu" du type suivant : il existeη < µ
et a < b tels que∂R est la réunion des deux courbesΓη

b
a = {x+ ig(x) + iη : x ∈ [a,b]} et

Γµ
b
a = {x+ ig(x)+ iµ : x∈ [a,b]} et des segments verticaux reliant les extrémités de ces courbes.

C’est bien une condition suffisante car cette famille de rectangles tordus se redresse par(x,y 7→
(x,y−g(x)) en une famille de rectangles à cotés parallèles aux axes.

Γ

]− ε,ε[2

rectangle tordu bordant une portion deΓ
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Si η et µ sont de même signe le rectangleR ne rencontre pasΓ et
R

∂R+ ω = 0.
Supposonsη < 0 < µ. Soit λ > 0 petit. Les courbesΓ−λ

b
a et Γλ

b
a permettent de découperR

en trois rectangles dont un seulRλ rencontreΓ. Par conséquentI =
R

∂R+ ω =
R

∂R+
λ

ω. Le rec-

tangleRλ est bordé par les courbesΓ−λ
b
a et Γλ

b
a ainsi que par les segment verticaux{a+ iy :

−λ +g(a) < y < λ +g(a)} et {b+ iy : −λ +g(b) < y < λ +g(b)}. Lorsqueλ tend vers 0, les
contributions des deux verticales à

R

∂R+
λ

ω tendent vers 0. PuisqueΓ−λ
b
a est parcouru de gauche

à droite etΓ−λ
b
a de droite à gauche lorsqu’on paramétriseR+

λ on en déduit que la somme des
contributions deΓ−λ

b
a et deΓ−λ

b
a dans

R

∂R+
λ

ω tend vers 0 quandλ tend vers 0. Par conséquent

|I | = |
R

∂R+
λ

ω| est arbitrairement petit donc nul.
•

Corollaire (seconde généralisation du lemme de Goursat) Soit f: Ω →C continue. On suppose
que f est holomorphe en dehors d’un arc C1 par morceaux paramétré par l’abscisse curviligne
plongé dansΩ. Alors ω = f dz est localement exacte.

Preuve Hors de l’arc c’est la conclusion du lemme de Goursat. Au voisinage d’un point inté-
rieur deγ c’est la proposition précédente. Au voisinage d’une extrémité deγ c’est le lemme de
Goursat généralisé.
•

Théorème 19 (première formule de Cauchy) Soit f: Dε →C holomorphe,0< η < ε et|z0|< η.
Alors si k∈ N,

f (k)(z0) =
k!
2iπ

Z

S+
η

f (z)
(z−z0)k+1dz.

PreuvePuisque le cercle orientéS+
η est homotope dansC\{z0} au cercleS1(z0)

+, on a
R

S+
η

1
z−z0

dz=
R

S1(z0)+
1

z−z0
dz= 2iπ.

On noteg : Dε → C la fonction qui vaut f (z)− f (z0)
z−z0

si z 6= z0 et qui vaut f ′(z0) en z0. C’est
une fonction continue surDε et holomorphe hors dez0. Par conséquent

R

S+
η

g(z)dz= 0. Donc
1

2iπ
R

S+
η

f (z)
z−z0

dz= f (z0)
2iπ

R

S+
η

1
z−z0

dz= f (z0). On conclut en utilisant la formule intégrale fondamen-
tale.
•

On déduit de la formule de Cauchy et de la formule intégrale fondamentale le corollaire suivant :

Corollaire Si f : Ω → C est holomorphe alors f est analytique.

C’est un résultat remarquable qui montre que laC-dérivabilité est une condition radicalement
plus forte que laR-différentiabilité.

Théorème 20 (de Morera) Soit f: Ω → C continue. La fonction f est holomorphe si et seule-
ment si la formeω = f dz est localement exacte.

PreuveSupposonsω localement exacte. Soitz0 ∈ Ω et F une primitive deω sur un voisinage
U de z0. Montrons quef est analytique surU. PuisqueF est une primitive def dz, F est
holomorphe etF ′ = f . Donc F et F ′ analytiques (holomorphe) surU. La condition est donc
suffisante. Le lemme de Goursat affirme qu’elle est nécessaire.
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•

En combinant le résultat de Morera et celui de Goursat on obtient :

Corollaire Soit f : Ω → C continue. Si f est holomorphe en dehors d’un arc C1 par morceaux
paramétré par l’abscisse curviligne plongé dansΩ alors f est holomorphe.

On déduit de corollaire un théorème de prolongement :

Théorème 21 (principe de réflexion de Schwarz) Soit D+
ε = {|z| < ε, Im z≥ 0} et soit f :

O (D+
ε )→ C continue. On suppose que f est holomorphe à l’intérieur de D+

ε et que f(x) ∈ R si
x∈]− ε,ε[. Alors f se prolonge holomorphiquement à Dε en posant F(z) = f (z) si z∈ D+ε et
F(z) = f (z) si z∈ Dε \D+

ε .

Preuve Si z∈ D+
ε \D+

ε et f ∈ C petit alors alorsF(z+h)−F(z)
h = f (z+h)− f (z)

h = ( f (z+h)− f (z)
h

). A

la limite quandh tend vers 0 on obtient queF estC-dérivable enz et F ′(z) = f ′(z). Puisquef
est à valeurs réelles sur]− ε,ε[ On a six∈]− ε,ε[, limz∈Dε\D+

ε →xF(z) = limz∈Dε\D+
ε →x f (z) =

f (x) = f (x). Ainsi f est bien continu surDε. D’après le corollaireF est holomorphe surDε.
•

On va maintenant déduire de ce corollaire une condition nécessaire et suffisante de prolonge-
ment enz0 d’une application analytique définie au voisinage épointé dez0.

Définitions 36Soit Ω un ouvert deC, z0 ∈ Ω et f : Ω \ {z0} → C analytique. Le pointz0 est
appeléesingularité isolée de f. On dit quez0 estune singularité effacable de fsi f se prolonge
en une application analytique deΩ dansC. On dit quez0 est unpôle de fsi f est une fonction
méromorphe deΩ. On dit quez0 estune singularité essentielle de fsi pour toutr > 0 on a
f (Dr(z0)) = C.

Exemple 23 Si f ∈ M (Ω) et si z0 est un pôle def alors c’est une singularité effacable si
ωz0( f ) ≥ 0. Sinon limz→z0 f (z) = ∞.

Théorème 22 (de Weierstrass) Soit z0 ∈ Ω et f ∈ O (Ω \ {z0}). Si z0 n’est ni une singularité
effacable ni une singularité essentielle alors f∈M (Ω).

PreuveSupposons quez0 n’est pas une singularité essentielle. Il existe alorsDr(z0)⊂Ω (r > 0),
v ∈ C et R> 0 tels quef (Dr(z0) \ {z0})∩DR(v) = /0. Soit g = 1

f−v Alors g ∈ O (Ω \ {z0}) et
g(Dr(z0)\{z0}) ⊂ D1/R doncg est bornée. Soith définie parh(z0) = 0 eth(z) = (z−z0)g(z) si
z∈ Dr(z0) \ {z0}. La fonctionh est continue surDr(z0) est holomorphe hors dez0. C’est donc
une fonction holomorphe deDr(z0) et f = v+ z−z0

h est méromorphe. Ainsiz0 est une singularité
effacable ou c’est un pôle def .
•

Corollaire Soit f une fonction entière. Si l’origine n’est pas une singularité essentielle de
f (1/z) alors f est un polynôme.

PreuveSous ces hypothèses il existed ∈ N tel que lim|z|→∞
f (z)
zd est nul. D’après Liouvillef est

un polynôme.
•

On peut montrer maintenant :
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Proposition 79 Soit f : C → C holomorphe et injective. Alors f est affine non constante.

Ainsi C n’est en bijection holomorphe qu’avec lui-même et le groupedes homéomorphismes
holomorphes deC est le groupe affine.

Preuve Soit f : C → C holomorphe et injective. L’applicationg qui à z∈ D1 \ {0} associe
g(z) = f (1/z) est à valeurs dansC\ f (D1) (injectivité). Puisquef (D1) est un ouvert, l’origine
n’est pas une singularité essentielle deg et l’∞ n’est pas une singularité essentielle def . La
fonction f est donc un polynôme injectif. C’est une application affine non constante.
•

Théorème 23 (théorème des résidus) Soit f∈ M (Ω) et soitγ un lacet homotope à un point
dansΩ et qui évite les pôles de f. Alors la famille(Res′z( f ) Indz′(γ))z′∈Ω est sommable et

1
2iπ

Z

γ
f (z)dz= ∑

z′∈Ω
Res

z′
( f ) Ind

z′
(γ).

PreuveL’homotopie deγ à un point se réalise sur un compactK deΩ. Il existe donc un ouvert
U qui contientK et qui est relativement compact dansΩ. L’intersection du diviseur def avecU
est un ensemble finiP . De plus siz /∈ K alors Indz(γ) = 0 puisqueγ est homotope à un point de
C\{z}. Par conséquent si Resz( f ) Indz(γ) 6= 0 alorsz∈ P . La famille(Resz( f ) Indz(γ)))z∈Ω est
sommable de somme∑z∈P Resz( f ) Indz(γ). Soit g∈ Ω(U) et R la fraction rationnelle telle que
f = R+g surU. On a

R

γ gdz= 0 carγ est homotope à un point dansU. Ainsi
R

γ f (z)dz=
R

γ Rdz.

On poseS= R−∑z′∈P
Resz′( f )

z−z′ . La formeω = Sdzest une forme exacte. Ainsi
R

γ Sdz= 0 et

Z

γ
f (z)dz= ∑

z′∈P
Res

z′
( f )

Z

γ

1
z−z′

dz.

En divisant à gauche et à droite par 2iπ on obtient la formule annoncée.
•

Un corollaire du théorème des résidus est la seconde formulede Cauchy.

Théorème 24 (seconde formule de Cauchy) Soit f∈ O (Ω), z0 ∈ Ω etγ un lacet homotope à un
point dansΩ. Alors on a

Ind
z0

(γ) f (k)(z0) =
k!
2iπ

Z

γ

f (z)
(z−z0)k+1dzpour toutk∈ N.

PreuveLa fonctionk! f (z)
(z−z0)k+1 appartient àM (Ω), z0 est son unique pôle et le résidu Resz0(k! f (z)

(z−z0)k+1)

est égal à la dérivéef (k)(z0) (formule de Taylor). On conclut avec le théorème des résidus.
•
On déduit de ce résultat et de la formule intégrale fondamentale le fait suivant.

Proposition 80 Soit f∈ O (Ω) et soit Dr(z0) un disque inclus dansΩ. Alors le rayon de conver-
gence de la série entière associée à f en z0 est au moins r.
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PreuveSoit r ′ ∈]0, r[. On poseγ(t) = z0+ r ′exp(2iπt) si t ∈ [0,1]. On a f (z) = 1
2iπ

R

γ
f (ζ)

(ζ−z)dζ si

z∈ Dz′0
(r ′) et d’après la formule intégrale fondamentale, le développement en série entière de

f (z0+z) a un rayon au moins égal àr ′ pourr ′ < r quelconque. Il est donc supérieur ou égal àr.
•

Remarques 38Une fonction entière est donc la somme d’une série entière derayon de conver-
gence infini.
D’après cette proposition, siA est une série entière de rayonr il existe un point deSr au voisi-
nage duquel la somme deA n’est pas prolongeable.
Les estimations de Cauchy sont vraies pourf ∈ O (Ω) sur tout disque fermé inclus dansΩ.

Proposition 81 (estimations de Cauchy) Soit f∈ O (Ω) et Dr(z0) ⊂ Ω. Si z∈ DR(z0) et k∈ N,

|g(k)(z)| ≤ sup
ζ∈SR(z0)

|g(ζ)| k!R
(R−|z−z0|)k+1 .

Remarque 39 Ces estimations impliquent encore le théorème de D’Alembert. On raisonne
par l’absurde. On considère un polynômeP sans zéro et non constant. Il ne s’annule pas donc
1/P est analytique. Il est non constant donc lim|z|→+∞ 1/P(z) = 0. La fonction|1/P| est donc

bornée parM > 0. On en déduit donc que|(1/P)(k)(0)| ≤ k!M/Rk quelque soitR> 0. Donc
(1/P)(k)(0) = 0 si k > 0. La fonction 1/P est somme d’une série entière constante. Elle donc
constante ainsi queP. On peut aussi finir le raisonnemnt en appliquant les estimations de Cau-
chy enz0 quelconque aveck = 1. On en déduit qu’en tout pointz0 ∈ C (1/P)′(z0) = 0. Par
conséquent 1/P et P sont constantes.

Le théorème des résidus appliqué à la dérivée logarithmiqued’une fonction méromorphe est un
moyen de compter ses zéros et ses pôles.

Proposition 82 Soit f ∈ M (Ω) et soitγ un lacet homotope à un point dansΩ et qui évite les
pôles et les zéros de f. Alors (ωz′( f ) Indz′(γ))z′∈Ω est sommable et

1
2iπ

Z

γ

f ′(z)
f (z)

dz= ∑
z′∈Ω

ωz′( f ) Ind
z′

(γ) ∈ Z.

PreuveEn effet les pôles de la dérivée logarithmique def sont les zéros et les pôles def et si
z′ est un pôle ou un zéro def alors Resz′(

f ′
f ) = ωz′( f ).

•

Proposition 83 Soit f ∈ M (Ω) et soitγ un lacet homotope à un point dansΩ et qui évite les

pôles et les zéros de f. Le nombre 1
2iπ

R

γ
f ′(z)
f (z) dz est l’indice du lacet f◦γ par rapport à l’origine.

Preuve Si γ estC1 par morceaux c’est la formule du changement de variable. Sinon on se ra-
mène à ce cas de la façon suivante. Sin ∈ N on considère l’arc polygonalγn : [a,b] → C qui
coïncide avecγ si t = k/(n+1),k∈ {0,n+1} et qui est affine sur chaque intervalle[ k

n+1, k+1
n+1].

Puis on considère l’homotopieΓn entreγ etγn, Γn définie par parΓn(s, t) = sγn(t)+(1−s)γ(t).
L’uniforme continuité deγ et la compacité deγ([a,b]) garantissent que sin est grand l’homoto-
pieΓn est définie dansΩ et hors des pôles et des zéros def . Ainsi d’une partf ◦ γ et f ◦ γn sont
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homotopes dansC∗ et donc Ind0( f ◦γ) = Ind0( f ◦γn). D’autre part 1
2iπ

R

γ
f ′(z)
f (z) dz= 1

2iπ
R

γn

f ′(z)
f (z) dz.

On est donc ramené au casC1 par morceaux.
•

Proposition 84 Soitγi : [a,b]→C∗, i = 1,2deux lacets de deC∗. AlorsInd0(γ1γ2) = Ind0(γ1)+
Ind0(γ2).

PreuveSi γ1 etγ2 sontC1 par morceaux c’est la formule du changement de variable et l’identité
(γ1γ2)

′

γ1γ2
=

γ′1
γ1

+
γ′2
γ2

. Si les arcs sont continus on les homotope dansC∗ à des arcsC1 par morceaux
comme précédemment.

Corollaire (théorème des multiplicités) Soit f∈M (Ω) et soit U⊂ Ω bordé par J+ ⊂ Ω courbe
de Jordan paramétrée par l’abscisse curviligne, positivement orientée. On suppose que J+ évite
les zéros et les pôles de f. Alors la différence entre le nombre de zéros et le nombre de pôles de

f dans U comptés avec multiplicité est égale à1
2iπ

R

γ
f ′(z)
f (z) dz.

PreuveEn effet dans ce cas Indz′(J
+) = 1 siz′ ∈U et Indz′(J

+) = 0 sinon.
•

Dans la pratique on utilise la théorème de Rouché pour compter les zéros.

Proposition 85 (théorème de Rouché) Soit f,g∈ O (Ω) et soit U⊂Ω bordé par J+ ⊂Ω courbe
de Jordan C1 paramétrée par l’abscisse curviligne, positivement orientée. On suppose que si
z∈ J+ alors |g(z)− f (z)| < f (z)|. Alors f et g ont le même nombre de zéros dans U comptés
avec multiplicité.

PreuveSi t ∈ [0,1] on poseft = f +t(g− f ). L’hypothèse|g(z)− f (z)|< | f (z)| surJ+ implique

que ft ne s’annule pas surJ+. On posen(t) = 1
2iπ

R

γ
f ′t (z)
ft(z)

dz. La fonctiont → n(t) est continue

sur [0,1] et à valeurs entières. Elle est donc constante. On conclut enremarquant quef0 = 0,
f1 = g et quen(t) est le nombre de zéros deft dansU comptés avec multiplicité.
•

Remarques 40Le théorème de D’Alembert se déduit du résultat de Rouché. Soit P = a0 +
...+ an−1zn−1 + zn un polynôme de degrén. Il existeR> 0 tel que si|z| ≥ R alors |a0 + ...+
an−1zn−1| < |z|n (prendre par exempleR= 1+ max|ai|). D’après RouchéP et zn ont n zéros
dans le disqueDR comptés avec multiplicités. Vérifiez qu’on n’utilise pas ici un résultat qui
repose sur une précédente preuve de D’Alembert !
Le théorème de l’image ouverte ainsi que le théorème d’inversion locale peuvent être vus
comme des corollaires de Rouché. En effet sif analytique non constante au voisinage dez0

alors pour toutr petit il existeη > 0 petit tel que| f (z)− f (z0)| > η surSr(z0). D’après Rouché
appliqué àf − f (z0) et f − v où v ∈ Dη( f (z0)), il existe z∈ Dr(z0) tel que f (z) = v. Donc
Dη( f (z0)) ⊂ f (Dr(z0) et f est ouverte. De plus, sif ′(z0) 6= 0, Rouché assure quev a un unique
antécédent dansDr(z0). L’inverse local de f existe donc et il continu. En inversant le taux
d’accroissement en constate que cet inverse est holomorphe.

XI Calcul de quelques intégrales

Combinée aux lemme suivant la formule des résidus permet le calcul de certaines intégrales.
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Proposition 86 (Lemme de Jordan)
1) Soit f analytique surΩ = {z= ρexp(iθ) : α < θ < β,0 < ρ < ε}. On suppose qu’il existe g
analytique au voisinage de l’origine et a∈C tels que f(z) = a

z +g(z) surΩ. Alors limρ→0
R

γρ
f (z)dz=

i(β−α)a avecγρ(t) = ρexp(it ) si t ∈]α,β[.
2) a) Soit f analytique surΩ = {z= ρexp(iθ) : α < θ < β,0< ρ < ε} et telle quelimz→0z f(z)=
0. Alors limρ→0

R

γρ
f (z)dz= 0 avecγρ(t) = ρexp(it ) si t ∈]α,β[.

b) Soit f analytique surΩ = {z= ρexp(iθ) : α < θ < β,R< ρ} et telle quelimz→∞ z f(z) = 0.
Alors limρ→+∞

R

γρ
f (z)dz= 0 avecγρ(t) = ρexp(it ) si t ∈]α,β[.

3) Soit f analytique surΩ = {R< |z|,0 < Im z} et telle quelimz→∞ f (z) = 0. Alors siα > 0,
limρ→+∞

R

γρ
exp(iαz) f (z)dz= 0 avecγρ(t) = ρexp(it ) si t ∈]0,π[.

PreuveSeul le point 3) est délicat. On poseMρ = supz∈Ω,|z|=ρ | f (z)| si R< ρ. On a

|
Z

γρ
exp(iαz) f (z)dz| ≤ 2Mρ

Z
π
2

0
exp(−αρsinθ)ρdθ.

On observe que2θ
π ≤ sinθ si θ ∈]0, π

2] (concavité de sin sur[0, π
2]). Il vient alors

|
Z

γρ
exp(iαz) f (z)dz| ≤ 2Mρ

Z
π
2

0
exp(−αρ

2θ
π

)ρdθ ≤ π
α

Mρ(1−exp(−αρ)) ≤ π
α

Mρ.

Nous ne rentrerons pas dans la théorie. Nous indiquerons simplement quelques exemples qui
illustrent la puissance de la méthode.

Exemples 24On peut obtenir, en choisissant astucieusempent les contours d’intégration :
- Si a > 1 alors

R 2π
0

dt
a+sint = 2π√

a2−1
(formule des résidus appliquée à la fonction2

z2+iaz−1)

-
R +∞
−∞

dt
t4+1 = π√

2
(formule des résidus et deuxième point b) du lemme)

- Si b > 0 alors
R +∞

0
cost

t2+b2 dt = πexp(−b)
2b (formule des résidus apliquée à la fonctionexp(iz)

z2+b2 et
troisième point du lemme)
- Si 1< α < 2,

R +∞
0

tα−1

t2+1 = π
2sinαπ

2
(formule des résidus, deuxième point a) et troisième point du

lemme)
-

R +∞
0

sint
t dt = π

2.

(formule des résidus appliquée à la fonctionexp(iz)
z , premier et troisième points du lemme)

-
R +∞

0
logt

(1+t)2 dt = 0

(formule des résidus appliquée à la fonction(logt)2

(1+t)2 , premier point et deuxième point b) du
lemme)

XII Séries de Laurent

Définition 37 Unesérie de Laurentest la sommeS d’une série entière et d’une série entière
en 1

z :

S(z) = A(z)+B(
1
z
) = ∑

n≥0
anzn+ ∑

n≥0
bn

1
zn = ∑

n∈N
cnzn

aveccn = an si n > 0, c0 = a0 +b0 et cn = b−n si n < 0.
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PropriétésSoitCR
r la couronneCR

r = {r < |z|< R} oùRest le rayon deA et r l’inverse du rayon
deB. La famille (cnzn)n∈N est sommable siz∈CR

r . Sa somme définie une fonction analytique
Sappelée somme deS. Si z∈CR

r , S(z) = A(z)+B(1
z) oùA et B sont les sommes deA et B.

Définition 38 Une fonction f ∈ O (Ω) est ditedéveloppable en série de Laurent sur la cou-
ronne CR

r (z0) = {r < |z−z0| < R} ⊂ Ω si z 7→ f (z0+z) coïncide avec la somme d’une série de
Laurent surCR

r .

Proposition 87 Soit f ∈ O (CR
r (z0)) et s< t ∈]r,R[. Alors

f (z)(k) =
k!
2iπ

(

Z

St(z0)+

f (ζ)

(ζ−z)k+1dζ−
Z

Ss(z0)+

f (ζ)

(ζ−z)k+1dζ)

si z∈Ct
s(z0) et k∈ N.

PreuveSoitz∈Ct
s(z0). Soitα(t)= z+εexp(2iπt) (avecε > 0 petit). Ce lacet est homotope dans

CR
r (z0) au lacetβ formé à partir des cerclesSt(z0) (parcourru positivement),Ss(z0) (parcourru

négativement) et d’un segment reliant les deux cercles, évitantz et parcouru dans un sens puis
dans l’autre (voir dessin).

β

α. z0
. z

La proposition découle immédiatement de la formule de Cauchy et de l’invariance par homoto-
pie de l’intégrale d’une forme localement exacte.
•
On déduit de cette proposition et de la formule intégrale fondamentale le résultat suivant.

Proposition 88 Si f ∈ O (Ω) alors f est développable en série de Laurent sur toute couronne
contenue dansΩ.

Remarque 41 Si Ω = Dr \{0} alors f ∈ O (Ω) est donc la somme d’une série entièreA(z) de
rayon au moinsr et d’une série entièreB(1

z) en 1
z de rayon infini. En d’autres termes, sif ∈

O (Dr \ {0}) alors f est développable en série de Laurent sur ce disque épointé. Le coefficient
f−1 s’appelle lerésidude f en 0 et il vérifief−1 = 1

2iπ
R

γs
f (z)dzsi s∈]0, r[ et γs(t) = sexp(it ).

La proposition suivante résulte du théorème de Weierstrasssur les singularités isolées.

Proposition 89 Soit f(z) = ∑n∈Z fnzn une fonction analytique sur Dr \0. L’origine n’est pas
une singularitée essentielle si et seulement si la suite f−n,n∈ N est nulle à partir d’un certain
rang.

XIII Convergence
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Théorème 25 (Weierstrass) Soit( fn)n∈N une suite de fonctions analytiques surΩ et soit f une
fonction définie surΩ. On suppose que pour tout compact K deΩ la suite des restrictions des
fn à K converge uniformément vers la restriction de f à K. Alors f est analytique et pour tout
k∈N la suite des dérivées kèmes des fn converge uniformément sur tout compact vers la dérivée
kème de f.

PreuveSoit K un compact deΩ. Il est recouvert par un nombre fini de disques ouverts dont la
fermeture est contenue dansΩ. Il suffit donc de prouver l’énoncé pour un disqueDr(z0) tel que
DR(z0) ⊂ Ω au lieu deK. Il existeR> r tel queDR(z0) ⊂ Ω. D’après la formule de Cauchy on
a

f (k)
n (z) =

1
2iπ

Z

SR(z0)
+

fn(ζ)

(ζ−z)k+1dζ

si z∈DR(z0),k∈N etn∈N. D’après un corollaire à la formule intégrale fondamentale,puisque
les restrictions desfn à SR(z0) tendent uniformément vers la restriction def à SR(z0), la suite

fn tend uniformément surDr(z0) ⊂ DR(z0) versF(z) = 1
2iπ

R

SR(z0)
+

f (ζ)
(ζ−z)dζ qui est analytique et

la suite f (k)
n tend uniformément surDr(z0) ⊂ DR(z0) versF(k). Par conséquentf coïncide avec

F surDr(z0), elle est analytique et la suite des dérivéeskèmes desfn converge uniformément
surDr(z0) vers la dérivéekème def .
•

Remarque 42 On peut prouver l’analyticité def en remarquant que l’intégrale def dz est
nulle sur le bord de tout rectangle inclus dansΩ et conclure à l’aide du théorème de Morera.

Corollaire Soit Ω ouvert connexe deC et soit ( fn)n∈N une suites de fonctions injectives et
analytiques définies surΩ et qui convergent uniformément vers f∈ O (Ω). Alors f est constante
ou injective.

PreuveOn raisonne par contraposée en supposant quef est non constante et qu’il existev∈ C
etz1 6= z2 ∈Ω tels quef (z1) = f (z2) = v. Puisquef est analytique non constante, il existeR> 0
tel que d’une partDR(z1)∩DR(z2) = /0, d’autre part sii = 1,2, DR(zi)⊂ Ω et f−1(v)∩DR(zi) =
{zi}. Soit η = minSR(z1)∪SR(z2) | f (z)− v|. On a η > 0. L’hypothèse de convergence uniforme
implique qu’il existen0 ∈ N tel que sin≥ n0 alors maxSR(z1)∪SR(z2) | f (z)− fn(z)| < η. D’après
Rouché il existezi,n ∈ DR(zi) tel que fn(z1,n) = fn(z2,n) = v si n ≥ n0 et donc fn n’est pas
injective.
•

Proposition 90 (extraction diagonale de Cantor) Soit(Mi)i∈I une famille dénombrable de réels
positifs et soit(an,i)(n,i)∈N×I = ((an,i)n∈N)i∈I une famille indéxée par I de suites de complexes.
On suppose que si n∈N et i∈ I alors |an,i | ≤Mi . Alors il existeφ : N→N strictement croissante
et (ai)i∈I une famille de complexes telles que pour tout i∈ I la suite(aφ(n),i)n∈N tend vers ai . En
particulier |ai | ≤ Mi .

PreuvePuisqueI est dénombrable on peut supposerI = N. Montrons par récurrence suri ∈ N
qu’il existeφi : N → N injective etai tels queφi+1(k) = φi(k) si k = 0, ..., i, (aφi(n),i)n∈N tend
versai et |ai| ≤ Mi .
Par hypothèse la suite(an,0)n∈N est bornée parM0. Il existe doncφ0 : N → N injective eta0 tels
que(aφ0(n),0)n∈N tend versa0 et |a0| ≤ M0. Soit i ∈ N. On suppose avoir trouvéφi : N → N etai .
Puisque la suite(aφi(n),i+1)n∈N est bornée parMi+1 il existeψi+1 : N → N injective etai+1 tels
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queψi+1(k) = k si k = 0, ..., i, (aφi(ψi+1(n)),i+1)n∈N tend versai+1 et |ai+1| ≤ Mi+1. La fonction
φi+1 = φi ◦ψi+1 convient.
Si i ∈ N on poseφ(i) = φi(i). Par construction, la suite(aφ(n),i)n∈N qui est une suite extraite de
la suite(aφi(n),i)n∈N converge versai.
•

Définition 39 Une famille ( f j) j∈J de fonctions analytiques sur un ouvertΩ de C est dite
normalesi elle est finie ou s’il existef ∈ O (Ω) et φ : N → J injective tels que( fφ(n))n∈N tend
uniformément sur tout compact versf .

Théorème 26 (Ascoli-Montel) Soit( f j)i∈J une famille infinie de fonctions analytiques sur un
ouvertΩ. On suppose pour tout compact K deΩ il existe MK ∈ R qui majore les restrictions
des fj , j ∈ J à K. Alors ( f j) j∈J est normale.

Preuve On peut supposerJ = N. Il existe zk ∈ Ω, rn > 0,k ∈ N tels Drk(zk) ⊂ D2rk ⊂ Ω si
k∈ N et la réunion des disquesDrk(zk),k∈ N recouvreΩ. Si k∈ N on noteMk un majorant des
restrictions desfn,n ∈ N à D2rk(zk). D’après les estimations de Cauchy sil ,k et n ∈ N, alors

| f (l)
n (zk)| ≤ Mk

l !
(2rk)l . Si n, l ,k∈ N3 on poseal

n,k =
f (l)
n (zk)

l ! . On a|al
n,k| ≤ Mk

1
(2rk)l . Appliquons la

proposition d’extraction diagonale de Cantor à la famille(al
n,k)n,l ,k∈N3 en posantN2 = I . On ob-

tientφ : N→N strictement croissante et des complexesF l
k , l ,k∈N tels queF l

k = limn→+∞ al
φ(n),k

et |F l
k | ≤ Mk

1
(2rk)l .

Fixonsk∈ N. La série∑l∈N F l
kzl a un rayon au moins égal à 2rk. On noteFk la fonction analy-

tique surDrk(zk) définie parFk(z) = ∑l∈N F l
k(z−zk)

l .
Montrons que( fφ(n))n∈N converge uniformément surDrk(zk) versFk. Soitε > 0. Il existeL ∈ N
tel que∑l>L Mk

1
2l < ε/3. Il existe alorsN ∈ N tel que sin≥ N alors∑L

l=0 |F l
k −al

φ(n),k|r l
k < ε/3.

Or si z∈ Drk(zk) alorsFk(z)− fφ(n)(z) est égal à

L

∑
l=0

(F l
k −al

φ(n),k)(z−zk)
l + ∑

l>L

F l
k(zk)(z−zk)

l − ∑
l>L

al
φ(n),k(z−zk)

l

et par choix deL et N chacun des trois termes de la somme de droite est majoré parε/3. Par
conséquent|Fk(z)− fφ(n)(z)| < ε/3+ ε/3+ ε/3 = ε. Ceci prouve la convergence uniforme de
( fφ(n))n∈N versFk surDrk(zk).
De plus sik,h ∈ N et z∈ Drk(zk)∩Drh(zh) alorsFk(z) et Fh(z) sont égaux à la limite de la
suite ( fφ(n)(z))n∈N. Par conséquent lesFk se recollent et définissent une fonction analytique
f ∈ O (Ω) qui est limite uniforme sur tout compact de la suite( fφ(n))n∈N.
•

XIV Représentation conforme de Riemann

La simple connexité est une propriété invariante par homémorphisme. En particulier un ouvert
homéomorphe au disque est simplement connexe. On sait aussi(Liouville) qu’il n’y a pas de
bijection analytique entreC et le disqueD1. Puisque les fonctions holomorphes sont les appli-
cations conformes du plan (elles respectent les angles orientés), le théorème de représentation
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conforme (dont l’énoncé va suivre) assure que tout ouvert duplan homéomorphe au disque
et différent du plan peut être cartographié globalement parune carte circulaire (ou rectangu-
laire c’est plus pratique) et qui respecte les angles. Puisque les projections stéréographiques
conservent les angles sphériques, ceci est encore vrai pourun ouvert de la sphère homéomorphe
au disque, différent de la sphère ou de la sphère épointée.

Théorème 27 (de la représentation conforme de Riemann) SoitΩ ⊂ C est un ouvert non vide,
connexe, simplement connexe et différent deC. Alors il existe f: Ω→D1 analytique et bijective.

On aura besoin d’un lemme conforme.

Lemme 2 Soit U un ouvert connexe et simplement connexe connexe de D1, différent de D1

et contenant l’origine. Alors il existe g: U → D1 analytique injective telle que g(0) = 0 et
|g′(0)| > 1.

PreuveSoit β ∈ D1\{0} tel queβ2 /∈U. L’homograhieg1 = β2−z

1−β2
z

envoie injectivementU sur

un ouvert simplement connexeU1 deD∗
1. De plusβ2 = g1(0) ∈U1. Il existe donc une détermi-

nationg2 de la racine carrée définie surU1 et telle queg2(β2) = β. L’ouvert U2 = g2(U1) est
dansD1. Soitg3 l’homographieg3 = β−z

1−βz
. On noteg la composéeg3◦g2◦g1. Par construction

g(0) = 0, |g′(0)| = 1+|β|2
2|β| > 1, g(U)⊂ D1 et g est injective.

•

Preuve (du théorème) Soitz0 ∈ C \Ω. PuisqueΩ est simplement connexe, il existeg∈ O (Ω)
telle queg2(z) = z−z0 : la fonctiong est une racine carrée. Si on poseΩ1 = g(Ω) alorsΩ1 ⊂
C∗, Ω1∩−Ω1 = /0 et l’applicationg : Ω → Ω1 est un homéorphisme analytique ainsi que sa
réciproque. De plusΩ1 est simplement connexe.
Soit v0 ∈ Ω et v1 = g(v0) : v1 6= 0 par construction. Puisqueg est ouverte il existeε ∈]0, |v1|[
tel queDε(v1) ⊂ Ω1. On aDε(−v1)∩Ω1 = /0. Or l’homographie ε(v1−z)

3v1(z+v1)
injecteC \Dε(−v1)

dansD1 en envoyantv1 sur 0. Par conséquent la composéeh0 = ε(v1−z)
3v1(z+v1)

◦g est une injection
analytique deΩ dansD1 qui envoiev0 sur l’origine.
NotonsH l’ensemble des injections analytiques deΩ dansD1 qui envoientv0 sur l’origine. Cet
ensemble contienth0. D’après le lemme précédent sih∈ H est non surjective il existẽh∈ H
telle que|h̃′(v0)| > |h′(v0)|. On poseM = suph∈H |h′(v0|). On aM 6= 0 car|h′0(v0)| 6= 0. Si on
trouveh∈ H telle que|h′(v0)| = M alorsh est une bijection analytique deΩ dansD1. Il reste
donc à montrer l’existence d’un telh.
On considère une suite(hn)n∈N d’éléments deH telle que limn→∞ |h′n(v0)| = M. Puisque les
fonctionshn sont à valeurs dansD1, elles sont bornées dans leur ensemble et forment une
famille normale (Montel). On peut donc en extraire une suiteconvergente (uniformément sur
tout compact deΩ ainsi que les dérivées) vers une fonction analytiqueh. On a|h′(v0)| = M et
donch est non constante. Puisque leshn sont injectives c’est encore vrai pourh. Ainsi h∈ H .
Puisque|h′(v0)| = M l’applicationh répond au problème.
•

XV Equations de Cauchy-Riemann
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Le cas linéaireSi A : R2 → R2 est une application linéaire alorsA s’écrit de façon unique sous
la formeA = S+ +S− où S+ = (α −β

β α ) est une similitude directe (composée d’une homothétie

et d’une rotation) etS− = ( γ δ
δ −γ) est une similitude indirecte (composée d’une homothétie et

d’une symétrie orthogonale). On aα = a+d
2 ,β = b−c

2 ,δ = b+c
2 ,γ = a−d

2 ,
ou a = α+ γ,b = β+δ,c = δ−β,d = α− γ.
Si on posez= x+ iy,λ = α + iβ et µ = γ + iδ et qu’on identifieR2 et C l’applicationA s’écrit
z 7→ λz+ µz. Ainsi A estC-linéaire si et seulement siµ = 0 c’est à dire si et seulement siA
est une similitude directe ou encore si et seulement siA préserve les angles orientés. Une telle
application est diteconforme.

La cas généralOn identifie toujoursR2 et C. Soit Ω un ouvert deR2, z0 ∈ Ω et f : Ω → R2

différentiable enz0 = x0 + iy0 de différentielle égale àA. Il existe ε : R2 → R2 continue et
nulle à l’origine telle quef (z0 +z) = f (z0)+A · (x,y)+ |z|2ε(z) avecz= x+ iy. On posef =
(R e f, Im f) ou encoref = R e f + iIm f. On a

(

∂
∂xR e f ∂

∂yR e f
∂
∂xIm f ∂

∂yIm f

)

.

Si on pose
{

λ = 1
2( ∂

∂xR e f + ∂
∂yIm f)+ 1

2( ∂
∂xIm f− ∂

∂yR e f)i

µ= 1
2( ∂

∂xR e f− ∂
∂yIm f)+ 1

2( ∂
∂xIm f + ∂

∂yR e f)i

on obtient f (z0 + z) = f (z0)+ λz+ µz+ |z|2ε(z). Par conséquentf estC-dérivable enz0 si et
seulement siµ= 0 c’est à dired f(z0) est une similitude directe ou encore si et seulement si

{

∂
∂xR e f− ∂

∂yIm f = 0
∂
∂xIm f + ∂

∂yR e f = 0

Ces équations aux dérivées partielles s’appellent leséquations de Cauchy-Riemann.
On note ∂

∂z et ∂
∂z les opérateurs différentiels duaux de(dz,dz) :

{

∂
∂z = 1

2( ∂
∂x − i ∂

∂y)
∂
∂z = 1

2( ∂
∂x + i ∂

∂y)

On obtientλ = ∂
∂z f (z0) et µ= ∂

∂z f (z0) ou encored f(z0) = ∂
∂z f (z0)dz+ ∂

∂z f (z0)dz.
Avec ce formalisme on a :

Proposition 91 L’application f estC-dérivable en z0 si et seulement si elle est différentiable
et ∂

∂z f (z0) = 0 c’est à dire ∂
∂y f (z0) = i ∂

∂x f (z0).

Plus généralement

Proposition 92 f : Ω → C différentiable est holomorphe si et seulement si∂
∂z f = 0 et alors

f ′ = ∂
∂z f et d f = ∂

∂z f dz.

Remarque 43 Si f est holomorphe elle est conforme et elle est localement inversible là où
sa dérivée est non nulle. Ainsi les niveauxR e f = cte et Im f = ctesont orthogonaux et les
images parf des lignes horizontales et verticales sont orthogonales.
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Définition 40 Si f : Ω → C est de classeC2 le laplacien de fest défini par∆ f = ∂2

∂x2 f + ∂2

∂y2 f .

Remarque 44 Il résulte du lemme de Schwarz sur la symétrie de la différentielle seconde que
si f : Ω → C est de classeC2 alors∆ f = 4 ∂

∂z(
∂
∂z) f = 4 ∂

∂z(
∂
∂z) f .

Cette identité implique

Proposition 93 Si f : Ω → C de classe C2 est holomorphe alors∆ f = 0.

L’objet du chapitre suivant est l’étude des solutions de l’équation∆ f = 0.

XVI Fonctions harmoniques

Soit Ω un ouvert deC et g : Ω → R de classeC2 et qui vérifie∆g = 0. On poseω1 = ∂
∂xgdx+

∂
∂ygdy= dg et ω2 = ∂

∂xgdy− ∂
∂ygdx. La condition∆g = 0 assure queω2 est fermée donc loca-

lement exacte. En particulier siz0 ∈ Ω et Dε(z0) ∈ Ω alors il existeh : Dε(z0) → R de classe
C2 tel queω2 = dg. On posef (z) = g(z)+ ih(z) si z∈ Dε(z0). Alors f vérifie les équations de
Cauchy-Riemann et donc est holomorphe. Ceci établit :

Proposition 94 Soit g : Ω → R de classe C2 telle que∆g = 0. Alors la restriction de g à
tout disque inclus dansΩ est la partie réelle d’une fonction holomorphe définie sur cedisque
(unique à constante près).

Corollaire Soit U etΩ des ouverts deC, f : U → Ω holomorphe et g: Ω → C de classe C2 et
qui vérifie∆g = 0. Alors G= g◦ f vérifie encore∆G = 0.

Preuve Il suffit de raisonner surR e g et Im g. Soit a ∈ U, b = f (a) et Dr(b) ⊂ Ω. Il existe
G1 et G2 holomorphes surDr(b) telles queR e G1 = R e get R e G1 = Im g. Les composées
Gi ◦ f sont holomorphes. Leurs laplaciens sont nuls. Par passage aux parties réelles ont obtient
le résultat.
•

Notation 13 Soit γ : [0,L] → C un arcC1 par morceaux paramétré par l’abscisse curviligne et
f continue surγ([0,L]). On pose

Z L

0
f (γ(t))|γ′(t)|dt =

Z

γ
f (z)|dz|.

Définition 41 Soit f : Ω → C une fonction continue définie sur un ouvert deC. Elle est dite
harmoniquesi elle vérifie la propriéte de la moyenne : siz0∈Ω il existeε > 0 tel queDε(z0)∈Ω
et pour toutr ∈]0,ε[

f (z0) =
1

2πr

Z 2π

0
f (z0+ r exp(it ))rdt =

1
2πr

Z

|z−z0|=r
f (z)|dz|,

c’est à diref (z0) est la valeur moyenne def sur tout petit cercle centré enz0.

Remarque 45 Une fonction est harmonique si et seulement si sa partie réelle et sa partie
imaginaire le sont.
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Proposition 95 Si f : Ω → C est holomorphe alors elle est harmonique et elle vérifie la pro-
priété de la moyenne sur tout disque inclus deΩ : si z0 ∈ Ω si Dε(z0) ∈ Ω alors pour tout
r ∈]0,ε[

f (z0) =
1

2π

Z 2π

0
f (z0+ r exp(it ))dt =

1
2πr

Z

|z−z0|=r
f (z)|dz|.

PreuveC’est juste une réécriture de la formule de Cauchy.
•

Corollaire Soit f ∈ O (Ω) sans zéro. Alorslog| f | est harmonique.

Preuve En effet siDr(z0) ∈ Ω alors il existeg ∈ O (Dr(z0)) tel que expg = f sur Dr(z0). La
partie réelle deg est harmonique et c’est la restriction àDr(z0) de la fonction log| f |.
•

Dans la suite l’homographieha = z−a
1−az aveca = raexp(ita) ∈ D1 joue un rôle central. Déga-

geons maintenant les propriétés deha qui nous seront utiles. On sait déjà queha est un homéo-
morphisme analytique de la sphère de Riemann qui fixe globalement D1 et S1. Deux petits
calculs montrent que

h′a(z) =
1−aa

(1−az)2 si z∈ D1 et |h′a(exp(it ))|= R e
exp(it )+a
exp(it )−a

si t ∈ R.

Définition 42 La fonctionR e exp(it )+a
exp(it )−a s’appellele noyau de Poisson.

A t fixé le noyau de Poissona ∈ D1 7→ R e exp(it )+a
exp(it )−a est la partie réelle d’une fonction holo-

morphe. C’est donc une fonction harmonique par rapport àa∈ D1.

Proposition 96 (formule de Poisson pour une fonction holomorphe) Soit f: D1+ε → C holo-
morphe et a∈ D1. Alors

f (a) =
1

2π

Z 2π

0
R e

exp(it )+a
exp(it )−a

f (exp(it ))dt.

PreuveQuitte à diminuerε, la fonction f ◦h−1
a est holomorphe donc harmonique surD1+ε. Il

vient en utilisant la propriété de la moyenne et la formule duchangement de variable :

f (a) =
1
2π

Z 2π

0
f ◦h−1

a (exp(it ))dt =
1

2π

Z 2π

0
R e

exp(it ′)+a
exp(it ′)−a

f (exp(it ′))dt′

car en posant exp(it ) = ha(exp(it ′)) on adt = |h′a(t ′)|dt′ = R e exp(it ′)+a
exp(it ′)−adt′.

•

La proposition suivante quantifie la dégénérécence de la restriction de ha à S1 lorsquea =
raexp(ita) tend vers un point exp(iθ) du cercle. Elle traduit le fait queh−1

a "concentre" toute
partie compacte deS1\−exp(iθ) sur le point exp(iθ) lorsquea tend vers par exp(iθ).
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Proposition 97 Soit a= raexp(ita) ∈ D1, exp(iθ) ∈ S1. On a ha(exp(ita)) = exp(ita). Soit
θ fixé et η ∈]0,π[. On suppose|ta − θ| < η. Il existe α(a,θ) < β(a,θ) tels que ha réalise
un homéomorphisme entre{exp(is) : s∈ [θ−η,θ + η]} et {exp(is) : s∈ [α(a,θ),β(a,θ)]} et
lima∈D1→exp(iθ) α(a,θ) = θ−π et lima∈D1→exp(iθ) β(a,θ) = θ+π.

PreuveL’égalitéha(exp(ita)) = exp(ita) est immédiate. La restriction deha àS1 est un homéo-
morphisme deS1 qui respecte l’orientation. L’image de{exp(is) : s∈ [θ−η,θ+η]} parha est
donc de la forme{exp(is) : s∈ [α(a,θ),β(a,θ)]} et contient exp(ita). Il suffit de remarquer que

lim
a∈D1→exp(iθ)

ha(expit ) = −exp(iθ) si t 6= θ

pour conclure que lim
a∈D1→exp(iθ)

α(a,θ) = θ−π et lim
a∈D1→exp(iθ)

β(a,θ) = θ+π.

•

Nous sommes maintenant en mesure de prouver :

Théorème 28 Soit g: S1 → R continue. Alors

G(z) =
1
2π

Z 2π

0

exp(it )+z
exp(it )−z

g(exp(it ))dt

est holomorphe sur D1 et limz∈D1→exp(iθ)R e G(z) = g(exp(iθ) pour toutθ.

Corollaire Soit f : Sr → C continue. Alors

F(z) =
1

2π

Z 2π

0
R e

r exp(it )+z
r exp(it )−z

f (r exp(it ))dt

est harmonique sur Dr se prolonge continument à Sr en posant F(r exp(iθ)) = f (r exp(iθ)) si
θ ∈ R.

Preuve du corollaire Par l’homothétiez 7→ rz on se ramène au cercleS1 et on applique le
théorème précédent à la partie réelle et à la partie imaginaire de f .
•

Preuve du théorèmeL’analyticité deG est obtenue en écrivantexp(it )+z
exp(it )−z =

2exp(it )
exp(it )−z−1 et ap-

pliquant la formule intégrale fondamentale àg(exp(it )).
Soit M = supS1

|g|. Fixonsθ ∈ [0,2π] et ε > 0. Puisqueg est continue il existeη > 0 tel que

(∗) |g(exp(it ))−g(exp(iθ))|< ε si |t−θ| < η.

D’après la proposition précédente dont on reprend les notations il existeδ > 0 tel que sia∈ D1

et |a−exp(iθ)|< δ alors

(∗∗) |θ−π−αa|+ |θ+π−βa| <
π
M

ε.

On posega(t ′) = (g(h−1
a (exp(it ′)))−g(exp(iθ))). PuisqueR e exp(it )+a

exp(it )−a = |h′a(exp(it )| on a

R e G(a)−g(exp(iθ)) = 1
2π

R 2π
0 |h′a(exp(it ))|(g(exp(it ))−g(exp(iθ)))dt

= 1
2π

R 2π
0 ga(t ′)dt′

= 1
2π

[

R βa
αa

ga(t ′)dt′+
R αa+2π

βa
ga(t ′)dt′

]
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D’après la proposition qui précède,(∗) et(∗∗) on a|ga(exp(it ′)|< ε siαa≤ t ′≤ βa, |ga(exp(it ′)|<
2M si βa ≤ t ′ ≤ αa +2π et enfin 0< αa + 2π− βa < π

M ε. Ainsi pour ε > 0 il existe δ > 0
tel que|R e G(a)−g(exp(iθ))| < ε + ε = 2ε si |a−exp(iθ)| < δ et a ∈ D1. Ceci prouve que
limz∈D1→exp(iθ)R e G(z) = g(exp(iθ).
•

Proposition 98 (principe du maximum) SoitΩ ouvert connexe et relativement compact deC,
f : Ω → R continue et harmonique surΩ. Alors il existe z0 ∈ Ω\Ω tel que f(z0) ≥ f (z) pour
tout z∈ Ω. De plus s’il existe z1 ∈ Ω tel que f(z0) = f (z1) alors f est constante.

Preuve Puisquef : Ω → R continue elle atteint son maximum notéM. Puisque queΩ est
connexe il suffit de montrer queE = Ω∩ f−1(M) est fermé et ouvert dansΩ. C’est un fermé
deΩ car f est continue. Siz1 ∈ E alors d’après la propriété de la moyenne il existeDε(z1) ∈ Ω
telle que

f (z1) =
1

2πr

Z

|z−z1|=r
f (z)|dz|

et donc
0 =

Z

|z−z1|=r
( f (z)− f (z1))|dz| ≤ 0

si r ∈]0,ε[. Puisquef (z)− f (z1) est négative ou nulle et continue surSr(z1) ce n’est possible
que si f (z) = f (z1) surSr(z1) pour toutr ∈]0,ε[. Ainsi E est ouvert.
•

Problème de Dirichlet Soit Ω ouvert connexe et relativement compact deC et g : Ω \Ω → C
continue. Résoudre leproblème de Dirichletc’est trouverG : Ω → C continue, harmonique sur
Ω et qui prolongeg.

D’après le principe du maximum, étant donné(Ω,g) il existe au plus une solution au problème
de Dirichlet associé. Le théorème précédent a donc pour corollaire

Corollaire Soit g: Sr → C continue. Alors le problème de Dirichlet associé à(Dr ,g) possède
une et une seule solution.

PreuveLa fonctionG(z) = 1
2π

R 2π
0 R e r exp(it )+z

r exp(it )−z f (r exp(it ))dt est une solution au problème de
Dirichlet. L’unicité est donnée par le principe du Maximum.
•
Si on applique ces résultats aux fonctions harmoniques on obtient :

Proposition 99 (formule de Poisson) Soit f: Ω → C harmonique etDr(z0)∈Ω et |z|< r. Alors

f (z0+z) =
1

2π

Z 2π

0
R e

r exp(it )+z
r exp(it )−z

f (z0+ r exp(it ))dt.

Preuve La fonction définie parF(z0 + z) = 1
2π

R 2π
0 R e r exp(it )+z

r exp(it )−z f (z0 + r exp(it ))dt si z0 + z∈
Dr(z0) est harmonique et coïncide avecf surSr(z0). Elle est donc égale àf surDr(z0).

Proposition 100 Si f : Ω → C est continue et harmonique alors f est C2 et ∆ f = 0.
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PreuveOn peut supposerf réelle. SoitDr(z0) ∈ Ω. D’apès la formule de Poisson, la restriction
de f àDr(z0) est la partie réelle d’une fonction analytique définie sur ledisqueDr(z0). Elle est
donc de classeC2 (mêmeC∞) et vérifie∆ f = 0.
•


