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1. 1. L’origine est le seul pole de e’(pzﬁ, le résidu de % en 0 est 1 et I'indice

de pe en 0 est 1. Ainsi, d’apres le théoréme des résidus, fu EXPZMCZZ = 24m.

2. Puisque exp(iz) —1 € O(C) et exp(i0) —1 = 0, il existe f € O(C) telle

que % 1 = f. Puisque f est entitre c’est la somme d’une série entiére
D >0 0n? la somme F'de >, - 74 2"*1 appartient & O(C) et F' = f. Ainsi

[, fdz=F(e)—F(—¢)etlim.o [ fd; =0.0r [ 1dz =imet I, e’(pzﬁdz =

f% Ldz + f% fdz. Donc lim._, f mdz = lim. ¢ f Ldz = im.

3. On écrit z = Lexp(if) 6 €]0,n[. 11 vient |exp(iz)| = exp(— sm9 De plus
p p p p

g
dz = izdf et sinf = sin(mw — 0). Par conséquent

| [, 222z < [ |22 d] <2 [ exp(—Lsinf)de.
Finalement, puisque —sinf < —% sifel0, 3],
| [, =22z < 2ff exp(—22)df < en(1 — exp(—1)) < e
et donc lim._,q f% md =

1/e mntdt 1 cost +f1/51 Costdt Or 11m5_>0[1 CObt]s = 0. De

1— cost

4. Ona [

plus lim._.q fl/a 1= COStdt ex1ste et est finie car est continue sur |0, +oo],

lim,_,o 1= CObt = _1 1= COSt < 22 et 2 est 1nte rable en +oo. Finalement
€ 0 t

lime o fl/s mclt exmte et vaut lim,_,g f;/": %dt.

:,m t

5. Puisque est paire et sint = Zmexp(it) sit € R, on a

fl/s %dt %(f smtdt =+ f[-} smtdt) _ 1Im(f55 cxpt(it) dt + fﬁe cxpt(it) dt)

€

Or

%(fae expf(it)dt T fﬂs %(it)dt) = %(fug 22l gz — fwg oxpliz) g, fas expzﬁdz).

z z

Ainsi, d’apres 1, 2, 3 et 4, & la limite on obtient lim._.o fl/s sint g =

II. 1. Sin € Net f(n) = gno f alors f(n+1) =Gn (f)f/ =4n (f)g(f) = gnJrlof'

Or fO = f = gy o f. Ceci prouve par récurrence que si n € N, f(® =g, o f.

2. 9l existe z € C tel que f'(z) = 0 alors pour n > 0, f(2) = g.(f(2)) =
o (5 . .

gn—t' (f(2)F(2) = 0. Ainsi f(z) = 3,50 T2 (7 = 2)" = f(2) si 2/ € C (f

entiere). Finalement f est constante deés qu’il existe z € C tel que f’(z) = 0.

On suppose dorénavant f(0) = f(1) = f(3).

3.Sin e N, f((0) = gu(£(0)) = gu(f(1) = F™(1) = gu(f (1)) = F(0).

4. Puisque f € O(C ) (f entiere) f(2) =3, 5 f(tz!(o) 2" f(z+1) = 32,50 f(t;(l)z”
et f(z+i) = Zn>0 n( )27 si 2 € C et done d’apres 3, f(2) = f(z+1) = f(z+i).




5. Si z € C on note n la partie entiere de Rez, m la partie entiere de Zmz. Alors
z—(n+im) € K = {u+iv: (u,v) € [0,1]*}. Or d’apres 4, f est 1-périodique
et i-périodique. Done f(z) = f(z — (n+1im)) et f(C) = f(K) qui est borné car
f continue et K compact. Ainsi f est bornée.

6. D’apres un théoreme de Liouville, f est constante car entiere et bornée.

IIT. 1. Puisque Q) est connexe et f continue, f(2) est connexe. D’apres le
théoreme de I'image ouverte, f(€2) est ouvert car €2 est connexe et f € O(Q) est
non constante (car fip est injective et B n’est pas un singleton).

2. L’ensemble O(R2) est stable par dérivation, produit et si g € O(Q) sans zéro
alors % € O(Q). Ainsi, puisque f € O(Q) est sans zéro dans €, fTI € 0O(Q).
1l existe Hy € O(Q) telle que fT, = Hy' car Q est simplement connexe. Alors
g = fexp(—Hy) € O(2) ne s’annule pas et ¢’ = (f' — fHy') exp(—Hp) = 0. 11
existe donc p € C telle que g = exp p car € est connexe et exp(C) = C*. Alors
H=p+HyeOQ), H =L et expH = f.

3. Si f'(20) = 0, f restreinte & tout voisinage de zo n’est pas injective. Il existe
donc z # 2/ € Ctels que f(z) = f(2), |[Imz—Tmzy| < 7 et |Imz'—Imzy| < 7.
Il existe alors n,n’ € Z tel que z—2imn € B, 2’ —2imn’ € B, z—2imn # 2/ —2i7n/,
et f(z —2imn) = f(z) = f(2') = f(2' — 2imn’). Ceci contredit I'hypothese fp
injective et donc f’ ne s’annule pas.

Puisque f est 2im-périodique et que fp est injective, alors f est 2im-périodique
et si f(z) = f(#') alors 2/ = z 4 2inw avec n € Z et donc f'(2') = f'(2).

4. Soit w € f(Q) et v,v" € Q tels que f(v) = f(v') = w. D’apres 3, f'(v) =
f'(v") # 0. Ainsi g(w) = ﬁ € C est indépendant du choix de v € f~1(w) et g
est bien définie sur f(2). Puisque f'(v) # 0, il existe un voisinage ouvert V de
v tel que fyy admette un inverse analytique fl;/l défini sur le voisinage ouvert

W = f(V) de w. Alors gjw = % o fl;,l € O(W) et donc g € O(f(2)).

5. Si f(2) est simplement connexe il existe Go € O(f(Q)) tel que Gy’ = g. On
a(Goof) = (Go'of)f' =(gof)f =1etdonc Gyo f = z+ cte car Q connexe.
On pose G = Gg+1—Go(f(1)). Alors G € O(f(R2)), G =get Go f = z.
6. D’apres 5, si f(Q2) est simplement connexe on trouve G € O(f(Q2)) telle que
Go f =z Alors G(f(1)) =1, G(f(1 + 2im)) = 1 + 2iw et donc 2iwr = 0 car f
est 2im-périodique. Or 2im # 0. Ainsi f(Q2) n’est pas simplement connexe.

IV. 1. D’apres le lemme de réflexion de Schwarz appliqué a f il existe F' € O(C)
qui prolonge f et qui vérifie F(Z) = F(z). Puisque f({Zmz > 0}) C {Rez > 0}
et {Z: Rez >0} = {Rez > 0}, on a F(C) C {Rez > 0}.

2.Siv € {Rez >0} alors [1 +v| > 1 et |ﬁ| < 1. Puisque F(C) C {Rez > 0}
on a donc |H%F| <1 (et non |H%| < 1 : contre exemple f = F = 0).

3. D’apres 2 la fonction G = 1_%; est une fonction entiére et bornée. D’apres un
1

théoréme de Liouville elle est constante. Ainsi F' = & — 1 et f sont constantes.




