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I Voir cours.

Il L’image d’un parallélogramme non dégénéré par un automorphisme affine est un parallélogramme
non dégénére. De plus, étant donnés deux parallélogrammes non dégénérés du plan affine, il existe
un et un seul automorphisme de ce plan qui envoie le premier parallélogramme sur le second. Or les
parallélogrammes non dégénérés obtenus a partir des quatre points ag, a1, a, et az sont les quadruplets
ro = (ao,a1,a2,a3), rn = (a1,a,as,ao), r2 = (82,a3,0,a1), r's = (as, a0, a1,a2), So = (ao, a3, az,a1),
s1 = (a1,a0,a3,a2), S2 = (az,a1,a0,a3) et s3 = (as,az,ai,ap) : tout autre quadruplet posséde des
"diagonales” paralléles. Par conséquent, pour i € {0,1,2,3} il existe un unique automorphisme af-
fine Rj qui envoie rg sur ri et un unique automorphisme affine S; qui envoie rg sur s; et I’ensemble
{Ro,R1,R2,R3,S0,S1,S2,S3} est I’ensemble G des automorphismes affines de R2 qui laissent globa-
lement invariant {ag,a1,az,asz}. On remarque que Rg est I’identité, Soo Sg = Ro, R1 0 Rj = R14; et
Si=SpoRj=R_joSgsiie€Z/AZ. On en déduit que (G, o) est stable par composition et que si
i € Z/4Z alors (Ri) "t =R_j et (Sj)~1 = S;. Ainsi (G, o) est un groupe.
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ag—a; az—ay’

az3—adp ag—ax

ag—ap az—ay’

dq—a; az—az

az—aj; az—ap
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[a1,a2,a3,a4] =

[az,a1,a3,a4] =

[a1,a2,a4,a3] =

[a4,a2,a3,a1] =
Par conséquent

d3—ad] dag—az az3—dadz ag—Aajg .
[a1,a2,a3,a4] X [A2,81,83,84] = : : : =1 (i
dq—a; az—az ag—az az—aj
d3—ad] ag—az ag—ag az—ap ..
[a1,82,a3,a4] X [a1,82,84,83] = ) . ) = 1 (ii)
dq—a; az—az az—aj ag—az
dz3—ad; ag—ady az—ag a;—ay
[a1,82,a3,a4] + [a4,82,83,81] = . + . = 1 (iii).
dgqg—ad; az3—ady 4a;—agq az—ay

D’ou :
- [a1,a2,a3,a4] = 1/[az,a1,a3,a4] = [a2,a1,a4,a3] (par (i) puis (ii)) et
- [a1,82,83,a4] = 1 — [ag,ap,a3,a1] = 1 — 1/[az,a4,83,a1] = 1 — [a,84,81,a3] = [a3,a4,a1, 32
(par (iii), (i), (ii) et (iii)).
En appliguant la seconde puis la premiére de ces deux identités on obtient [a1,ay,a3,a4] = [a4,a3,a2,a1).
2 Je dessine successivement &',0”,a,c¢’,¢”,d’,d” b,d,c et d.




Les conditions données d’alignement et de parallélisme ainsi que I’hypothese de non dégénéres-
cence impliquent qu’il existe deux homothéties non nulles h, et hy de centres respectifs a et b, de
rapports opposés A et —A et telles que ha(c’) = d’, ha(c”) = d” alors que hy(c’) = d”, hy(c”) =d’. On
a donc hy(c) = d = hy(c). Par conséquent ad = Aac et bd = —ADC et ces vecteurs ne sont pas nuls.

Ainsi EE = —1c’estadire [a,b,c,d] = —1.
bc ad
v

1 Si 4 n’était pas un automorphisme affine alors 4(R?) serait inclus dans une droite affine. Or Dg =
A4(Dg) et D1 = A(D1) sont deux droites affines dont la réunion n’est pas incluse dans une droite
affine. Ainsi A4 est un automorphisme affine.

20naTm(A4(x,0)) =0et1(A4(x,1)) =1 puisque chacune des droites horizontales D¢ et D1 est globa-
lement invariante. Or les points (0,0) (0,1) et (1,0) forment un repére affine de R2. La connaissance
de la forme linéaire 110 4 en ces points et donc suffisante pour déterminer 1to 4. On peut donc en
déduire que Ti(A(x,t)) =t si (x,t) € R?.

3 Soit t € R. D’aprés la question précécente A4(Dt) C Dt. Or A(Dy) est une droite car 4 est un
automorphisme affine et D; est une droite. Or une droite ne contient qu’une droite, elle méme. Ainsi
Dt = A4(Dy).

4 Puisque Ti(A4(x,t)) =t et que A4 est un automorphisme, la matrice de la partie linéaire de 4 par
rapport a la base (e1,e2) est (g h)=Aavec A #0.

5 On suppose que (0,0) est fixé par 4. Si A # 1 I’application 4 est une affinité parallelement a la
direction Rej et de base la droite qui passe par I’origine et qui est dirigee par (ﬁ, 1). SiA =1alors
A est une transvection de base la droite Do.

On suppose que 4 n’a pas de point fixe. Le point A4(0,0) est de la forme (xp,0) avec xg # 0. De
plus le systeme A(Y) + (’9) = (}) n’a pas de solution. Ga signifie que I"équation (1 —A)x = Xo + it
d’inconnue (x,t) n’admet pas de solution. Ce n’est possible que si A =1 et p = 0. Ainsi 4 est la
translation de vecteur (Xo,0).



