Licence de Mathématiques, Géométrie Affine

TD 7 : repere affine, barycentre et coordonnées barycentriques

1 Soit (a, b, c) un repére affine d’un plan et a’,b’,c’ les milieux de (b, c), (c,a), (a,b). Soit x € bc,y €
ca,ze abetX,y,Z les milieux de (a,x), (b,y), (c,2).

a. Montrer que (&,b',c’) est un repére affine.

b. Exprimer les coordonnées barycentriques de x',y’ et Z dans le repere (a/, b/, ¢) en fonction de celles
de x,y et zdans le repére (a,b,c).

c. Montrer que X,y et zsont alignés si et seulement si X',y et Z le sont.

2 Soit (a,b,c) un triangle et &, b', ¢’ les milieux de (b, c), (c,a), (a,b). Montrer a I’aide de barycentres
que les médianes aa’, bb’ et cc’ sont concourantes.

3 Soit (po, ..., Pn) un repére affine de ‘£ et soit p et g deux points distincts de £ de coordonnées bary-
centriques x et y. Montrer que les points de la droite pq sont les points de coordonnées barycentriques
tx+(1-t)y,t e K.

4 Soit  un plan affine et (pg, p1, P2) un repére. On note (Ag,A1,A2) les coordonnées barycentriques
dans ce repeére. Soit &;,i = 1,2, 3 trois droites de P. .

a. Montrer qu’il existe des formes linéaires L; définies sur K3 telle que p € &; si et seulement si les
coordonnées barycentriques de p sont dans kerL;.

b. Montrer que &1 || & si et seulement si kerLj nkerLy C {Ag+A1+ A2 =0}.

c. Montrer que &1, 0, et d3 sont concourantes ou paralleles si et seulement si det(L1, Lo, L3) = 0.

5 Démontrer le théoreme de Menelais a I’aide de coordonnées barycentriques.
6 Démontrer le theoreme de Ceva a I’aide de barycentres.

7 Soit 4 : E — ¥ une application affine, (p1,..., pr) un r-uplet de points de £ et (A1, ...,A;) € K" tels
que Y Ai # 0. Montrer que si b est le barycentre des (pi,Ai)icqs,..ry alors A(b) est le barycentre des

(A(pi); Mieqa,..r}-

8 Soit (po, ..., Pn) un repére affine de E.

a. Soit p et g deux points distincts de £ de coordonnées barycentriques x et y. Montrer que les points
de la droite xy sont les points de coordonnées barycentriques tx+ (1 —t)y,t € K.

Soit (qy, .-, ds) une famille de points de coordonnées barycentriques x;,i = 1,..,s.

b. Montrer que les points du sous-espace affine engendré par les g; sont les points de coordonnées
barycentriques S Ajx; avec  Aj = 1.

c. Montrer que (q, ..,qs) est une famille de points affinement indépendants ssi (X4, ..., Xs) est libre.

d. Montrer que (qy,..,ds) est une famille affinement génératrice ssi (xg,...,Xs) engendre I’espace
Kn+1.

e. Montrer que si £’ est un sous-espace affine de codimension p de ‘E il existe une application linéaire
L : K™ — KP telle que les points g de ‘’ sont les points de ‘ de coordonnées barycentriques dans
kerL.

f. Soit L : K" — K P une application linéaire de rang p. Montrer que I’ensemble des points q de E
dont les coordonnées barycentriques sont dans le noyau de L est un sous espace affine de codimension
p de ‘£ s’il n’est pas vide.



