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I.
On identifie R2 et C et si z ∈ C on pose z = x + iy, dz = dx + idy, et dz = dx− idy.
On fixe dans la suite de l’exercice f ∈ E(R2) et z0 ∈ C tel que |z0| < 1.
On pose ∂f

∂z = 1
2 (∂f

∂x − i∂f
∂y ) et ∂f

∂z = 1
2 (∂f

∂x + i∂f
∂y ). On a donc df = ∂f

∂z dz + ∂f
∂z dz.

On rappelle que d’après la formule de Stokes, si ω = adx+bdy est une 1-forme différentielle
avec a, b ∈ E(C \ {z0}) et si R, r > 0 avec r + |z0| < R alors∫

|z|=R

ω −
∫
|z−z0|=r

ω =
∫ ∫

r<|z−z0|,|z|<R

(
∂b

∂x
− ∂a

∂y
)dxdy

(si on parcourt dans le sens trigonométrique les deux cercles).
1. Montrer que 1

z−z0

∂f
∂z ∈ L1

loc(C).
2. Montrer que 1

2iπ

∫
|z−z0|=r

1
z−z0

dz = 1

3. Montrer que limr→0
1

2iπ

∫
|z−z0|=r

f(z)
z−z0

dz = f(z0).
4. Montrer que∫

|z|=R

ω −
∫
|z−z0|=r

ω = 2i
∫ ∫

r<|z−z0|,|z|<R

1
z − z0

∂f

∂z
dxdy

si ω = f(z)
z−z0

dz.
5. Montrer la formule de Cauchy-Pompëıu :

f(z0) =
1

2iπ

∫
|z|=R

f(z)
z − z0

dz − 1
π

∫ ∫
|z|<R

1
z − z0

∂f

∂z
dxdy.

6. En déduire que si f ∈ D(R2) alors il existe g ∈ E(R2) telle que ∂g
∂z = f.

II.
Soit (ak)k∈N une suite de complexes. Si φ ∈ D(R) on pose T (φ) =

∑
k∈N akφ(k).

1. Montrer que φ ∈ D′.
On suppose dans la suite que que pour tout l ∈ N, supk∈N

|ak|
(1+k)l = +∞.

2. Montrer qu’il existe (kl)l∈N ∈ NN strictement croissante telle que |akl
|

(1+kl)l > 1.

Soit θ ∈ D(R) à support dans ]− 1
2 , 1

2 [ et telle que θ(0) = 1. On pose φl(x) = 1
akl

θ(x− kl)
3. Montrer que la suite (φl)l∈N tend vers 0 dans S(R).
4. En déduire que T n’est pas dans S ′(R).

III.
Soit Ω un ouvert de Rd.
1. Montrer que si λ > 0, φ ∈ D(]− λ, λ[d) et x = (x′, xd) ∈]− λ, λ[d alors



|φ(x′, xd)|2 ≤ 2λ
∫
R
| ∂φ
∂xd

(x′, t)|2dt.

2. Montrer que si Ω est borné il existe une constante C tel que si φ ∈ D(Ω) est à valeurs
réelles alors

∫
Ω
|φ|2 ≤ C

∫
Ω
| ∂φ
∂xd

|2.
3. Montrer que si Ω = Rd il n’existe pas de telle constante C.

IV.
On rappelle que si T ∈ E ′(Rd) est une distribution à support compact alors sa transformée
de Fourier T̂ est la fonction de ω ∈ Rd définie par T̂ (ω) =< Tx, e−ix·ω > . On note δ la
masse de Dirac à l’origine et δa la masse de Dirac en a ∈ Rd.

1. Montrer que δ̂a = e−ia·ω et ∂̂δ
∂x1

= iω1, êia·x = (2π)dδa et x̂1 = (2π)di ∂δ
∂x1

.
2. Pour quels s ∈ R a-t-on δ ∈ Hs(R)?
3. Montrer que l’application T 7→ −T ′′+T est surjective de Ht(R) dans Ht−2(R) si t ∈ R.
4. Montrer qu’il existe T ∈ L∞(R) telle que :
(∗) −T ′′ + T = δ.
5. Montrer qu’il existe une seule solution T0 de (∗) dans L∞(R).
6. Calculer la transformée de Fourier de e−|x| et en déduire T0.

V.
1. Soit φ ∈ S(Rd) telle que φ ∗ φ = 0. Montrer que φ = 0.
2. Rechercher une primitive de f ∈ E(R) définie par f(x) = ex cos(ex).
3. Montrer que f ∈ S ′(R).

VI.
Soit p ∈ N, φ ∈ D(Rd) telle que φ(x) = ||x||pε(x) avec lim0 ε(x) = 0 et θ ∈ D(Rd) telle
que θ(x) = 1 au voisinage de l’origine.
1. Montrer qu’il existe K > 0 tel que si x ∈ R et k ∈ Nd et |k| ≤ p alors
|Dkφ(x)| ≤ K||x||p+1−|k|.
2. On pose φn(x) = φ(x)θ(nx). Montrer que si k ∈ {0, ..., p} alors
limn→+∞ supx∈R |φ(k)

n (x)| = 0.
3. En déduire que si T ∈ D′(Rd) est à support l’origine alors T est de la forme
T (φ) =

∑
|k|≤p akφ(k)(0) où p et les ak ne dépendent pas de φ ∈ D(Rd).

4. Soit T ∈ S ′(Rd) telle que ∆T = 0. Montrer que le support de T̂ est inclus dans l’origine.
5. En déduire que T est un polynôme.


