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I.

Soit 6 : R — R, paire, 2-périodique, définie sur [0, 1] par (z) =
Six € Retne N on pose

1. Vérifiez que T est continue.
2. Soit n € N et p € Z. Montrez que T,, est affine sur I'intervalle [ é’n,g;"n [ et que si

t €] 52“1;)42;1[ alors |T) ()] > 3-5™.

Soit t,t" € R. Montrez que |R,(t) — R, ()| < 5%
Soit x € R et n € N.
Montrez qu’il existe p € Z,z,, € R tels que z,z, € |5, ];_2: [et |z — 2| = 5 52m-

|T(9|Un) T(z)] > 5n

x|
Concluez que T n’est pas dérivable en x.
5. Calculez la dérivée seconde de T au sens des distributions.

IT.

On identifie C et R? : 2z = z+iy et D(C) = D(R?). Soit p € D(R) qui vaut 1 au voisinage
de 0. On note 6 1'élément de D(C) = défini par (z) = p(|z|?).

0) dxdy fz|>5 9= % dxdy sont

z|>e =z T2

Montrez que

o T kW

1. Montrez que si € > 0 les intégrales f|z|>£ @dmdy, f|
nulles (on peut passer en coordonnées polaires).
2. Soit ¢ € D(C). Vérifiez qu’il existe une constante K > 0 telle que si z € C alors
| fol(l —t)Hessp(tz)(z, 2)dt| < K|z|* (ot Hess¢ désigne la matrice des dérivées secondes de
¢ par rapport a x,y).
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3. Soit ¢ € D(C). Prouvez que la limite de / @ (/ (1 —t)Hesso(tz)(z, z)dt) dxdy
|z|>e # 0
quand ¢ tend vers 0 existe et vaut

S(¢) = /R 2 @ ( /0 e t)Hess¢(tz)(z,z)dt) dady.

4. Justifiez que R(¢ ng 2 ¢(z)dxdy définit bien une distribution d’ordre 0.
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5. Montrez qu’on définit une distribution V' en posant

¢(2)

V(¢) = lim pen

e=0" Jz|>e

si p € D(C) et qu’on a V(¢) = S(¢) + R(¢) (pensez a une formule de Taylor).
6. Est-ce que V est d’ordre 0?7

I11.
On note § € D'(R?) la masse de Dirac. On rappelle que E =

dxdy

—m est une solution
fondamentale du Laplacien dans R3. On rappelle aussi la formule de Green pour les sphéres
de R3. Soit 7 > 0, B, la boule euclidienne de R? de rayon r et S, la sphere correspondante.
On note o, € £Y(R3) la mesure de surface sur S,. Si f,g € £2(Q,) (avec Q, ouvert

contenant B,.) alors

/B (fAg — gAf)dridradrs = / (fdg — gdf). wdo,

Sr
oﬁﬁ(m):ﬁsix#o.
1. Soit » > 0.
a. Montrez
4
/ z;do, :/ z;xjdo, =0 et / x?dar = —qmrt s i£j et i,j€{1,2,3}
s, s, s, 3

(on peut utiliser des arguments de symétrie et 1’égalité x3 + x3 + 23 = r?).
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b. Déduisez en que rl_i}rglJr 2 </Sr mqﬁ(x)dar - ¢(O)) = A¢(0) si ¢ € D(R3?) (pensez a
une formule de Taylor)
2. Montrez que si T' € D'(R?) alors T x o, est bien défini et
6
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3. Déduisez en que s’il existe € > 0 tel que pour r €]0,e[ on a T xo0, =T alors

7r?
AT =0et T € E(R?).
4. Sir > 0 on définit la distribution U, suivante : U,(z) = Flr - m si0<||z|| <7 et
U,(xz) = 0 sinon. Prouvez (& l'aide de la formule de Green par exemple) que
1
AU, =0 — —0,.
a2’

5. Soit T' € D'(R?). Justifiez 'existence de U, x AT et exprimez U, * AT en fonction de
T et o,.

6. Soit T € D’(R?) une ditribution harmonique : AT = 0. Dites pourquoi T € £(R?) et
déduisez de 5. que si z € R3 et si » > 0 alors

1
/ T(z +t)do,.
Sy

T(x) =
(z) 4rr2

7. Déduisez de 3. une réciproque a 6.



