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Les notes de cours manuscrites sont autorisées.
On pourra utiliser 'égalité [ exp(—t?/2)dt = V27 dans les exercices II et IIL

I.

Le but de cet exercice est de construire une fonction C*°, f, de R dans R, telle que pour tout a € R la série
de Taylor T'f,(z) = > ,cn £ (a)2 /il est divergente.

1) Soient € > 0, A > 0 et j € N. Montrer qu'’il existe A > 0 et n € N tels que la fonction g : R — R définie
par g(z) = Asin(nx) vérifie les propriétés suivantes. Si x € R alors

i-]gW(x)| <esii=0,..,j

it - g0+ (@) 4 g0+ (@)] > A.

2) Soient (A;);en une suite de réels et (n;);en une suite d’entiers. Si k € N et € R on pose

k
= Z i sin(n;x).
i=0

Montrer qu’on peut choisir les suites (A;);en et (n;)i;en pour que si x € R et si k > 1 alors
a) |17 (2) = £y (@) < 1/2M+L si i =0,..., 2k,

b) LA D]+ 572 ()] 2 2(2h -+ 212k + 282 4.
3) Montrer qu’alors la suite f converge C'* vers une fonction C*° notée f.
4) Montrer que si a € R, le rayon de convergence de Tfq(z) = Y ,cn f(a)z’/i! est nul. On pourra
remarquer (en justifiant) que si k € N,j = 1,2 et a € R alors

R (g) = (2k+J +Z 2k+]) fﬁ’i*”(a))
i>k

et chercher une minoration judicieuse de

max((if(%ﬂ)(a) 1/(2k+1) 7f(2k+2)(a))1/(2k+2)).

(2k + 1)! (2k +2)!
1I1.
Le but de cet exercice est de montrer que toute distribution & support compact est la limite dans D’(R"™)
d’une suite de polynémes.
1) Soit P € R[X}, ..., X;;] un polynéme et soit T € £'(R™) une distribution & support compact. Pourquoi
peut-on convoler 1" et P? Montrer que 7" % P est un polynome.
2) Montrer que la suite de fonctions C°° définies par fi(x) = exp(—k?||z||?)(k/\/7)" converge dans D'(R")
vers la masse de Dirac 6. On montrera en particulier que si [ € N, il existe k; € N tel que si k > k; et si
¢ € D(R™) alors

(1 =8)@) < /)Y sup | 3% z)l.

i—1 zeR"

J
3) Fixons k € N. Montrer que la suite de polynomes Py ;(z) = (k/v/T) ”Z —k2||z||*)?/i! converge dans
=0

D'(R™) vers fi. On montrera en particulier que si [ € N, il existe j; € N tel que si j > j; et si ¢ € D(R™)
est a support dans la boule de rayon [ centrée a l'origine alors

[Pey = Fi(6) < (1) sup 0(z)].



4) En déduire (par un argument d’extraction diagonale par exemple) que la masse de Dirac ¢ est limite dans
D'(R™) d’une suite de polynémes.

5) Montrer que toute distribution & support compact T € £'(R"™) est la limite dans D'(R"™) d’une suite de
polynomes.

III1.

0 " 92 0
Soit C = i Z il A Dopérateur de la chaleur. Le but de cet exercice est de montrer que la

i=1 "
fonction ,
1j0,400[ (t) exp(—||z[|*/4t)

Lt,e) = (4rt)n/2

est localement intégrable et que la distribution [I'] associée est une solution fondamentale de C.
1) Montrer que si t > 0 alors I'(£,-) : R® — R est dans L'(R") et Dintégrale [, I'(f,2)dz est indépendante
de t > 0. En déduire que T est dans L}, (R"*1) et qu’elle définit une distribution [I].

loc

Soit ¢ € D(R™1) une fonction C*° & support compact.
2) Montrer que

0 _ too 0
a[ﬂ(gﬁ) =— Elir(r)l+ i - 6—?(@ )T (¢, z)dzdt.
3) Montrer que
+oo
21rl(e) = tim ( | et G ae s [ <z><a,x)r<s,x>dx) -
4) Montrer que
lim ¢(g,2)T (e, x)dx = ¢(0).
e—0t Jrn

On pourra faire le changement de variables z = u+/z.
I
5) Vérifier que yri AT (au sens des fonctions) sur ]0, +oo[xR".

6) En déduire que si e > 0 alors

+oo or +oo
/ o(t, x)—(t, z)dxdt = / A¢(t, x)T (¢, z)dzdt.
£ Rn at £ Rn

7) Montrer que C[I'] = ¢ dans D/(R"™).



