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I.

Soit A € R\ {0} et s € R. Montrez que opérateur —A + A\? est un opérateur
a. continu,

b. injectif,

c. surjectif

de H**2(RY) dans H*(R%).

II.

Montrez que la fonction exp(x) cos(exp(z)) définit une distribution tempérée.

IIT1.

1. Préliminaire

a. Montrez qu’il existe f € £(] — w, «[) telle que f(x) = 1/sin(x) — 1/x si x # 0.

b. Soit a < 0 < b et soit g, h € E(]a, b]) telles que g(0) = h(0) = 0, ' (0) # 0 et h sans autre zéro. Montrez

qu’il existe un élément de &(]a, b[) qui coincide avec ‘Zéxi six #0.
x
d
c. Montrez que si g est une fonction C! sur [c, d] alors )\hl}_l g(z)sin(Az)dz = 0.

sin((n + 1/2)x)

d. Montrez que Z exp(ikx) = in(z/2)
sin(x

k=—n

si z €]0, 7] et

" sin((2n+1)z) [T sin((n+1/2)z)
2/0 —dxf/o ———dx

sin(z) sin(z/2)

sinx

e. Prouvez que /+oo dx = /2 (on peut utiliser a., c. et d.)
0
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2. a. Montrez qu’on définit bien une distribution tempérée notée vp(—) en associant & ¢ € S(R) la limite
x

lim de.
e—0+ |z|>e T
b. Montrez que si ¢ € S alors

~ +m
<w(p).0>=ir [ (60 - -0

c. Déterminez 'antécédent par la transformation de Fourier de la fonction de Heaviside H(w) = 1j9 4ol
3. a. Soit a > 0 Montrez qu’il existe une distribution tempérée T, qui & ¢ € S associe

<Tor¢>=Y_ ¢(ka).

keZ

b. Soit ¢ € S(R). On suppose qu’il existe M € N tel que suppcg C] — Mm, M7[. Montrez que si n € N alors

Y sin(2rw(n
Zd) Z/2¢27T (w+1) (2. ( +1/2)dw.

1/2 sin(mw)



172 sin(2rw(n + 1/2)

c. Montrez que si | € Z alors nEIJIrlOO e P27 (w + 1)) sin(me) dw = ¢?(27rl).
~ —~ 2
d. Montrez que si ¥ € S(R) quelconque on a < Ty, ¢ >= 27 Z ¢ (27k) et déduisez-en que T, = gTQﬂ/a.

kEZ
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4. a. Pourquoi peut-on convoler vp(—) et ¢ si ¢ € D(R)? Calculez la transormée de Fourier de —vp(—) * ¢.
x it T x
1 1 1 1
b. Déduisez-en que —vp(=) * ¢ est dans L*(R) et que |||/ 2wr) = [|—=vP(=) * ¢|||12(R)-
it Tz iT x
. Prouvez qu'il existe un unique opérateur linéaire continu A de L?(R) dans lui méme tel que si ¢ € D(R)
1 1
alors A(¢) = —vp(—) * ¢.
i
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ITTI. On rappelle que 'opérateur de Cauchy-Riemann est défini par — = = | =— +i— | et qu’il admet
0z 2\ 0z y

comme solution fondamentale la distribution —. Sir > 0 on pose D, = {z € C, |z| < r}. L’objet de l'exercice

TZ
et de montrer que l'opérateur de Cauchy-Riemann est un opérateur surjectif de D’(D;) dans lui-méme.

1. a. Soit U un ouvert de C et T € D'(U) telle que g(T) = 0. Montrez que T est une fonction C*° et
z

holomorphe.

b. Soit A, : U — C une suite de fonctions holomorphes qui convergent uniformément. Déduisez de 1.a. que
la limite est une fonction holomorphe.

c. Soit 0 < 7’ < r et soit € > 0. Montrez que si h : D, — C est une fonction holomorphe alors il existe un
polynéme complexe @ € C[z] tel que pour tout z € D,» on a |h(z) — Q(2)| < e.

2. a. Montrez que lopérateur de Cauchy-Riemann est un opérateur surjectif de £'(D,.) dans lui-méme.

b. Soit 0 < r, < 8, < t, < a1 < 1, trois suites croissantes qui tendent vers 1, soit p € D(C),
positive, a support dans D; et de masse égale a 1 et soit &, une suite de réels strictement positifs. Pourquoi

Nn = —5p(x/en) * 1p, est un élément de D(C) a valeurs dans [0,1]?7 Comment choisir &, pour que 7, soit
8 n

a suppgrt dans D, ., et soit constante égale a 1 sur D, ?
c. On choisit &, comme indiqué dans 2.b. et on fixe T' € D'(D;). On pose T,, = n,,T.

d. Montrez qu’il existe S,, € D'(Dy) telle que ;(Sn) =T,.
z

e. Montrez que la restriction de S,41 — 5, & D, est une fonction holomorphe g,, et qu’il existe un polynéme
P, tel que si z € D, alors |gn(2) — Pu(2)| < 27™
f. Montrez qu’on définit une distribution S € D’(D;) en posant pour tout ¢ € D(D;)

+oo
<8, >=<S0,6>+> < Sn1—8n— Pud>.

n=0

0
. Vérifi —(9)=T.
g. Vérifiez que 82(5)



