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I Voir cours.

II L’image d’un parallélogramme non dégénéré par un automorphisme affine est un parallélogramme
non dégénéré. De plus, étant donnés deux parallélogrammes non dégénérés du plan affine, il existe
un et un seul automorphisme de ce plan qui envoie le premier parallélogramme sur le second. Or les
parallélogrammes non dégénérés obtenus à partir des quatre points a0,a1,a2 et a3 sont les quadruplets
r0 = (a0,a1,a2,a3), r1 = (a1,a2,a3,a0), r2 = (a2,a3,a0,a1), r3 = (a3,a0,a1,a2), s0 = (a0,a3,a2,a1),
s1 = (a1,a0,a3,a2), s2 = (a2,a1,a0,a3) et s3 = (a3,a2,a1,a0) : tout autre quadruplet possède des
"diagonales" parallèles. Par conséquent, pour i ∈ {0,1,2,3} il existe un unique automorphisme af-
fine Ri qui envoie r0 sur ri et un unique automorphisme affine Si qui envoie r0 sur si et l’ensemble
{R0,R1,R2,R3,S0,S1,S2,S3} est l’ensemble G des automorphismes affines de R2 qui laissent globa-
lement invariant {a0,a1,a2,a3}. On remarque que R0 est l’identité, S0 ◦ S0 = R0, R1 ◦Ri = R1+i et
Si = S0 ◦Ri = R−i ◦ S0 si i ∈ Z/4Z. On en déduit que (G,◦) est stable par composition et que si
i ∈ Z/4Z alors (Ri)

−1 = R−i et (Si)
−1 = Si. Ainsi (G,◦) est un groupe.

III

1 On a
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Par conséquent

[a1,a2,a3,a4]× [a2,a1,a3,a4] =
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= 1 (i)
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[a1,a2,a3,a4]+ [a4,a2,a3,a1] =
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.
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+
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D’où :
– [a1,a2,a3,a4] = 1/[a2,a1,a3,a4] = [a2,a1,a4,a3] (par (i) puis (ii)) et
– [a1,a2,a3,a4] = 1− [a4,a2,a3,a1] = 1− 1/[a2,a4,a3,a1] = 1− [a2,a4,a1,a3] = [a3,a4,a1,a2]

(par (iii), (i), (ii) et (iii)).
En appliquant la seconde puis la première de ces deux identités on obtient [a1,a2,a3,a4] = [a4,a3,a2,a1].

2 Je dessine successivement δ′,δ′′,a,c′,c′′,d′,d′′,b,δ,c et d.

a

b

c’

d’

c d

c”
d’

δ

δ′

δ′′



Les conditions données d’alignement et de parallélisme ainsi que l’hypothèse de non dégénéres-
cence impliquent qu’il existe deux homothéties non nulles ha et hb de centres respectifs a et b, de
rapports opposés λ et −λ et telles que ha(c′) = d′,ha(c′′) = d′′ alors que hb(c′) = d′′,hb(c′′) = d′. On
a donc ha(c) = d = hb(c). Par conséquent

−→
ad = λ−→ac et

−→
bd = −λ−→bc et ces vecteurs ne sont pas nuls.

Ainsi
ac

bc

bd

ad
= −1 c’est à dire [a,b,c,d] = −1.

IV

1 Si A n’était pas un automorphisme affine alors A(R2) serait inclus dans une droite affine. Or D0 =
A(D0) et D1 = A(D1) sont deux droites affines dont la réunion n’est pas incluse dans une droite
affine. Ainsi A est un automorphisme affine.

2 On a π(A(x,0)) = 0 et π(A(x,1)) = 1 puisque chacune des droites horizontales D0 et D1 est globa-
lement invariante. Or les points (0,0) (0,1) et (1,0) forment un repère affine de R2. La connaissance
de la forme linéaire π ◦A en ces points et donc suffisante pour déterminer π ◦A . On peut donc en
déduire que π(A(x, t)) = t si (x, t) ∈ R2.

3 Soit t ∈ R. D’après la question précécente A(Dt) ⊂ Dt . Or A(Dt) est une droite car A est un
automorphisme affine et Dt est une droite. Or une droite ne contient qu’une droite, elle même. Ainsi
Dt = A(Dt).

4 Puisque π(A(x, t)) = t et que A est un automorphisme, la matrice de la partie linéaire de A par
rapport à la base (e1,e2) est (λ µ

0 1 ) = A avec λ 6= 0.

5 On suppose que (0,0) est fixé par A . Si λ 6= 1 l’application A est une affinité parallèlement à la
direction Re1 et de base la droite qui passe par l’origine et qui est dirigée par ( µ

1−λ ,1). Si λ = 1 alors
A est une transvection de base la droite D0.

On suppose que A n’a pas de point fixe. Le point A(0,0) est de la forme (x0,0) avec x0 6= 0. De
plus le système A( x

t )+ ( x0
0 ) = ( x

t ) n’a pas de solution. Ça signifie que l’équation (1−λ)x = x0 + µt
d’inconnue (x, t) n’admet pas de solution. Ce n’est possible que si λ = 1 et µ = 0. Ainsi A est la
translation de vecteur (x0,0).


