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1 Définition d’un espace affine.
Soit K un corps, (E,+, ·) un K-espace vectoriel et E un ensemble non vide. Munir E d’une structure
d’espace affine dirigé par E c’est lui associer une action simple et transitive du groupe commutatif
(E,+).

2 Définition d’une action de groupe simple et transitive.
Une action φ d’un groupe (G,∗) (de neutre e) sur un ensemble X est une application φ : G×X → X
telle que si g,g′ ∈ G et x ∈ X alors φ(g′,φ(g,x)) = φ(g′ ∗ g),x) et φ(e,x) = x. L’action est simple si
pour tout (g,x) ∈ G×X avec g 6= e on a gx 6= x. Elle est transitive si pour tout (x,x′) ∈ X2 il existe
g ∈ G tel que gx = x′.

3 Soient n ∈ N,n > 0 et E1, ...,En des droites vectorielles de R2 toutes différentes de E0 = {x = 0}. Montrer
qu’il existe λ1, ...,λn ∈ R tels que Ei ∩{x = 1} = {(1,λi)} si i = 1, ...,n. En déduire que R2 6= E0 ∪ ...∪En.

Si i ∈ {1, ...,n}, Ei 6= {x = 0} donc il existe (ai,bi) ∈ R2,ai 6= 0 tel que Ei = {(ait,bit) : t ∈ R}. Ainsi
Ei∩{x = 1}= {(1,λi)} où λi = bi/ai. Or µ = 1+ |a1|+ ...+ |an| 6= λi si i ∈ {1, ...,n}. Par conséquent
(1,µ) ∈ {x = 1}\ (E0∪E1 ∪ ...∪En) et (1,µ) /∈ (E0 ∪E1 ∪ ...∪En) et R2 6= E0 ∪E1 ∪ ...∪En.

4 Montrer que l’ensemble F des applications de R dans R de la forme fa,b : x ∈R 7→ ax+b avec a,b ∈R,a 6= 0
est un groupe s’il est muni de la loi de composition des applications. Montrer que l’application φ : F ×R → R
définie par φ( fa,b,x) = fa,b(x) est une action de groupe qui est transitive mais non simple.
On a IdR = f1,0 ∈ F. De plus, si a,b ∈ R avec a 6= 0, l’application fa,b est une bijection de R dans R
et son inverse est f 1

a ,−b
a
. En outre, si a′,b′ ∈ R avec a′ 6= 0, on a fa′,b′ ◦ fa,b = fa′a,a′b+b′ ∈ F. Ainsi F

est un sous-ensemble non vide du groupe (SR,◦) des bijections de R, stable par composition et tout
élément de F a son inverse dans F. Par conséquent (F,◦) est un groupe, c’est même un sous-groupe
de (SR,◦). L’application φ est bien une action du groupe (F,◦) sur R car

φ( fa′,b′,φ( fa,b,x)) = fa′,b′( fa,b(x)) = ( fa′,b′ ◦ fa,b)(x) = φ( fa′,b′ ◦ fa,b,x)

et φ( f1,0,x) = x si fa,b, fa′,b′ ∈ F et x∈ R. L’action φ est transitive car si x,x′ ∈ R alors x′ = f1,x′−x(x) =
φ( f1,x′−x,x). Elle n’est pas simple car φ( f2,0,0) = 0 alors que f2,0 n’est pas le neutre de F.

5 Montrer que l’ensembles G des applications de R2 dans R2 de la forme gt(x,y) = (x+ t,yexp t) avec t ∈R est
un groupe s’il est muni de la loi de composition des applications. Montrer que l’application ψ : G×R2 → R2

définie par ψ(gt ,(x,y)) = gt(x,y) est une action de groupe qui est simple et non transitive.
Si t, t ′ ∈ R on a gt ′ ◦gt = gt ′+t et gt ◦g−t = g−t ◦gt = g0 = Id. Ainsi G est un sous-ensemble non vide
du groupe (SR2,◦) des bijections de R2, stable par composition et tout élément de G a son inverse
dans G. Par conséquent (G,◦) est un groupe, c’est même un sous-groupe de (SR2,◦). L’application ψ
est bien une action du groupe (G,◦) sur R2 car

ψ(gt ′,ψ(gt ,(x,y))) = gt ′(gt(x,y)) = (gt ′ ◦gt)(x,y) = ψ(gt ′ ◦gt ,(x,y))

et ψ(g0,(x,y)) = (x,y) si gt,gt ′ ∈ G et (x,y) ∈ R2. L’action ψ est simple car si (x,y) ∈ R2 et t ∈ R
vérifient ψ(gt ,(x,y)) = (x,y) alors x + t = x et donc t = 0 et gt est le neutre de (G,◦). Elle n’est pas
transitive car si t ∈ R alors ψ(gt ,(0,0)) = (t,0) 6= (0,1) : il n’existe pas de t ∈R tel que ψ(gt ,(0,0)) =
(0,1).


