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Controle continu blanc 2 (2) - 45 minutes

Les réponses sont justifiées.

1/ On considere une fonction f de R dans R qui vérifie 0 < f(0) et f(r+s) = f(¢) x f(s) sit,s €R.
a) Montrer que f(0) est solution de 1’équation x> — x = 0 et en déduire que f(0) = 1.

En appliquant f(r +s) = f(z) x f(s) avec t = s = 0 et en utilisant le fait que 0+ 0 = 0 on obtient :

£(0) = f(0+0)
= £(0) x f(0)
= £(0)?

et donc, par différence £(0)? — f(0) = 0. Ceci signifie que f(0) est solution de 1’équation x> —x = 0.

Or cette équation s’écrit aussi x X (x — 1) = 0. Puisque un produit de deux nombres est nul si et
seulement si I’un des deux nombres est nul, x est solution de I’équation x? —x =0 si et seulement si
x=0oux—1=0,c’est adire si et seulement si x =0 ou x = 1. Ainsi f(0) =0 ou f(0) = 1. Or, par
hypothese f(0) > 0. Par conséquent f(0) = 1.

t
b) Montrer que si ¢ € R alors f(§)2 = f(1).

Soit x € R. En appliquant f (7 +s) = f(t) x f(s) avect =s = g et en utilisant I’égalité g + g =xon
obtient :

.. X . .
Ainsi pour tout x € R on a f( 5)2 = f(x). Ce qui vaut pour tout x vaut pour tout ¢ et donc si t € R

t
alors f(i)2 = f(1).
¢) Résoudre I’équation f(¢) = —1 ol 'inconnue est t € R.

t
Soit r € R tel que f(r) = —1. D’apres la question b) on a —1 = f(1) = f<§)2 et donc —1 serait
un carré. Ceci est impossible car le carré d’un réel est toujours strictement positif. Aussi 1I’équation
f(t) = —1 n’admet pas de solution réelle.



2/ Soient f : [0,+) — Ret g : [0,+) — R définies par

fx)=x*+2xetg(x) =v1+x—1.

a) Montrer que f est strictement croissante et en déduire que f([0, +0)) C [0, +o0).

Soient x,x” € [0,+00) tels que x < x’. Alors 2x < 2x" (la multiplication par le réel strictement positif
2 respecte 1’ordre). Puisque 0 < x < x/, x’ est strictement positif et donc x> < x x x’ < x’ 2 (les mul-
tiplications par les réels strictement positifs x et x’ respectent ’ordre) et donc x> < x/ % et puisque la
somme respecte I’ordre on a

flx) = 42x <X 42 < ¥ +24 = f(¥).
Ainsi si x,x’ € [0,+c0) sont tels que x < x" alors f(x) < f(x'). Ceci signifie que f est strictement
croissante.

Puisque f(0) =0 et que f est strictement croissante, si 0 < x alors 0 = f(0) < f(x). Ainsi on obtient
f(10,+e0)) C [0, +20).

b) Montrer que g est strictement croissante et en déduire que g([0,+0)) C [0, +o).

Soient x,x’ € [0, +o0) tels que x < x’. Alors 1 +x < 1+x’ (I’addition par 1 respecte 1’ordre strictement),
v/1+x < +/1+x' (la fonction racine carrée est strictement croissante) et donc, puisque 1’addition par
—1 respecte I’ordre strictement,

gr)=vV1+x—1<V1+x—1=g(x).

Ainsi si x,x’ € [0,+0c0) sont tels que x < x" alors g(x) < g(x'). Ceci signifie que g est strictement
croissante.

Puisque g(0) = 0 et que g est strictement croissante, si 0 < x alors 0 = g(0) < g(x). Ainsi on obtient
8([0,400)) C [0, 400).

c¢) Les fonctions f et g sont-elles surjectives ?

Puisque I’ensemble d’arrivée de f est R pour que la fonction f soit surjective il faudrait que tout réel
posseéde un antécédent par f. Ce n’est pas le cas de —1 par exemple puisque f([0,+o0)) C [0, +c0).
Ainsi f n’est pas surjective.

Puisque I’ensemble d’arrivée de g est R pour que la fonction g soit surjective il faudrait que tout réel
posséde un antécédent par g. Ce n’est pas le cas de —1 par exemple puisque g([0,4c0)) C [0, +c0).
Ainsi g n’est pas surjective.

d) Calculer g(f(x)) et f(g(x)) six € [0,+c0).
Six € [0,+00) alors

g(f(x) =1/14+(x*+2x)—1

= /(14x)2—1(car 1 + (x> +2x) = 1 +2x+x* = (14+x)?)

=(l4+x)—1(carx>0doncx+1>0etx+1=1/(1+x)?)

X



et six € [0,+oo) alors

Ainsi si x € [0,+00) alors g(f(x)) = f(g(x)) =x.
e) Les fonctions f et g sont-elles injectives ?

Soient x,x" € [0,+e0). Si f(x) = f(x') alors, d’apres d), x = g(f(x)) = g(f(x')) =x’. Ceci signifie que
[ estinjective.

Soient x,x" € [0,+40). Si g(x) = g(x’) alors, d’apres d), x = f(g(x)) = f(g(x")) = x". Ceci signifie que
g est injective.

1
3/ Soit £ :]0, E[—) R définie par f(x) = x°.

1
a) Soit € > 0 et soient a,x 6]0,5[. Montrer que x+a < 1 et que si |x —a| < € alors |f(x) — f(a)| < €.

1 1 1
Soient a,x 6]0,5[ tels que [x —a| < €. Alors 0 < x < 3 et0<x< 5 donc

11
0 = —+=-=1.
<|x4a|l=x+a< 5+3

De plus

[ (x) = fa)| = |2 — |
= |(x—a)(x+a)]
< x—a| x|x+dl
<|x—ada| (car [x+a|=x+a< 1)
< g (car |x—a| <e).

1

Ainsi, si a,x €]0, 5[ sont tels que |x —a| < € alors |f(x) — f(a)| <.
b) L affirmation

1 1

Ve > 03dn > 0Va €]0, E[Vx €]0, 5[ (x—al <m=|f(x)—f(a)| <€)
est-elle vraie ?
Cette affirmation est vraie. En effet si € > 0 on pose 1 = €. Alors d’apres la question précédente, si
1
a,x €0, 5[ sont tels que |x —a| <M = ¢ alors |f(x) — f(a)| <e.
1

¢) Dire pourquoi f est continue en tout a €0, > [.

De fagon générale une affirmation du type "...dA VB..." implique I’affirmation "...VB JA...". C’est
pourquoi I’affirmation

Ve > 03N> 0 Va E]O,%[Vx 6]0,%[ (x—a] <n = |f(x) = f(a)] < &)



entraine 1’ affirmation

Va 6]07%[V8>OE|1] >0V e]o,%[ (x—a] < = |f(x) — f(a)] < &)

S 1 . .
qui signifie qu’en tout a €]0, 5[ la fonction f est continue.



