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Mathématiques. Seulement une petite partie de cette liste sera traitée durant le semestre.

1 Les nombres réels

Exercice 1
e Montrer que si un élément x € R vérifie z < 0, alors —z > 0.
e Montrer que dans R un carré est positif ou nul. (Ecrire 22 = 2 x x si # > 0 et 2% =

(—x) x (=) si z <0).

e Montrer qu’on ne peut pas définir d’ordre sur Z/27Z qui en fasse un corps ordonné.
Exercice 2 La valeur absolue |z| d’un élément x de R est définie par |z] = =z si x > 0 et
|z| = —x si x < 0. Essayer de démontrer les inégalités triangulaires :

Ve eR, VY eR, [z+y| <+ ]yl

et
Vo €R VYR, |lal - lyl| < Jo — y.

Discuter les cas d’égalité.

Exercice 3 On suppose que |z — 1| < 2 et que —5 < y < —4. Encadrer les quantités suivantes :

Dr+y 2)x—y 3)ay 4) 5) |z] — lyl.

<R

Exercice 4 Soit A une partie de R, on dit que A posséde un plus grand (respectivement plus
petit) élément s’il existe un élément appartenant & A qui majore (respectivement minore) A.

e Montrer que si A C R posséde un plus grand (respectivement plus petit) élément, celui-ci
est unique.

e Trouver des parties de R illustrant la définition de 'plus grand élément’.

Exercice 5 Pour chacun des sous-ensembles suivants de R, dire s’il a un plus grand élément,
un plus petit élément, une borne inférieure, une borne supérieure :

DN, 2)[0,1, 3){l+(1/n);: neN, n>0}

Exercice 6



e Soit x € R. Montrer :

a) Ve >0, 0<z<¢e)=2=0;

b) (VneN, 0<z<i)=z=0.

e Soit x € R et y € R . Montrer que :

a) (Ve>0, 0<|z—y|<e)=z=y;

b) (VRneN, 0<|z—y|<i)=uz=y.
Exercice 7 Montrer que v/2 n’est pas rationnel.

On raisonne par absurde en posant (p/q)*> = 2 oul p et q sont des entiers, et en comparant,
les puissances de 2 dans les diviseurs de p? et de 2¢°.

Exercice 8 Soit (a,)nen une suite de nombres réels. On dit que (a,)nen converge vers 0 si
Ve >0,3N €N, Vne N ((n > N) = (Ja,| < ¢)).

Montrer, en utilisant la définition précédente, que les suites suivantes convergent vers 0
_ 1 _ 1 _n N

Un = 5 G = 57, Gy = a" (00 0 < a < 1).

Exercice 9 Montrer, en utilisant la propriété de la borne supérieure, que tout nombre réel
positif ou nul posséde une racine carrée.

2 Logique

Exercice 10 Déterminer I’ensemble des réels x qui vérifient la prédicat :
(non (0 < x < 2)).

Exercice 11 Déterminer I’ensemble des réels x vérifiant le prédicat :
(x2>1etx<?2)ou (2?2 <9etx<0)).

Exercice 12 Prouver que le prédicat (P = Q) a la méme table de vérité que le prédicat
((nonP) ou Q).
Exercice 13

e Soit x un réel. Considérons le prédicat (r = 2 = 2? = 4). Déterminer pour quels z le
prédicat est vrai.

e Soit x un réel. Considérons le prédicat (xr = 2 = 1 = 1). Déterminer pour quels x le
prédicat est vrai

e Soit x un réel. Considérons le prédicat (1 = 0 = 2 = 3). Déterminer pour quels x le
prédicat est vrai
Exercice 14 Ecrire les implications suivantes en utilisant les symboles =, >, >, # et dire si
elles sont vraies pour tous les réels .

e Pour que x soit supérieur ou égal a 1, il faut que x soit strictement supérieur a 2.

e Pour que x soit supérieur ou égal a 1, il suffit que x soit strictement supérieur a 2.

e Une condition nécessaire pour que x soit supérieur ou égal a 1, est que x et 1 soient
différents.

e Si x est dans l'intervalle [0, 1], alors 2? — 4z + 3 est positif.

Exercice 15

e Soit x un réel. L'équivalence (22 + x| — 6 < 0 <= —2 < z < 2) est-elle vraie?

e Soit E I'ensemble des entiers naturels pairs. Peut-on caractériser les éléments de E par
I’'un des prédicats suivants ?



ercRetx/2€N.

ercRet2relN

e 7 € R et 22 est un entier pair.
Exercice 16

e Soit (up)nen une suite de réels. Traduire avec des quantificateurs la propriété “(uy,)nen
est bornée”.

e Soit f une application de R dans R. Traduire par une phrase le prédicat suivant VA €
R, 3z € R, f(z) > A.

e Soit f une application de R dans R. Donner un prédicat ne contenant plus le signe —>
équivalent au prédicat

VzeR, (z>0etx<1)= f(x)=1)).
Exercice 17 Vérifier & I'aide d’une table de vérité que les prédicats suivants sont toujours
vrais, quels que soient les prédicats P et Q :

e (non (nonP)) <= P.

e (non (P et Q)) <= ((nonP) ou (non Q)).

o (non (P ou Q)) <= ((nonP) et (non Q)).

o (non (P = Q)) <= (P et (nonQ)).

e (P= Q) <= ((non Q) = (nonP)).
Exercice 18

e Soient I C R un intervalle et f une application de I dans R. Exprimer les prédicats
suivants a l'aide de quantificateurs et donner leur négation.

e [’application f n’est pas de signe constant sur /.
e [’application f est majorée sur [.
e L’intervalle I est inclus dans |1, 2.

e Ecrire la négation du prédicat

(z2>1et 2 <2) ou (x> <9 et x<0)).
Exercice 19 Ecrire avec des quantificateurs les propriétés suivantes

e Une suite réelle (u,),en a pour limite +oo.

e Si tout élément x d’un ensemble E est un élément de 'ensemble F', E est inclus dans F'.
Exercice 20 Soient x et y deux réels, écrire la négation des prédicats suivants :

e 0<z<1

o zy=20

o =1=2=1
Exercice 21 Soient E un ensemble et P(z) un prédicat qui contient une variable x, x désignant

un élément de E. Ecrire avec des quantificateurs un prédicat qui signifie il y a au plus un z tel
que P(z)” et un prédicat qui signifie “il y a exactement deux x tels que P(x)”.

Exercice 22 Le prédicat suivant est-il vrai? Ecrire sa négation.

Ve e Z,Vy€Z,Iz€Z, ueZ, e, (xr=2z2uety=2zv)

Exercice 23 Soient f et g deux applications de R dans R. Les prédicats suivants sont-ils vrais ?
o (VzeR, f(z)g(z) =0) <= [(Vz € R, f(z) =0) ou (Vz € R, g(z) = 0)].
o (VzeR,f*(z)+g*(x)=0) < [(Vx €R, f(z) =0)et (Vz € R, g(z) = 0)].

Exercice 24



Indiquer si chacun des prédicats suivants est vrai lorsque £ = N.
Vee E,Jye F,y<ux

o e EVeeF y<ux

e Ve E JyecE,y+x=0

e Méme question si ' = Z.

Exercice 25 Pour tous réels x et y, on note P(xz,y) le prédicat x + y*> = 0. Les prédicats
suivants sont-ils vrais 7

o VzeR VyeR, Px,y)
e VzeR, JyeR, P(x,y)
e IreR Yy eR, P(x,y)
o Yy eR, Jz eR, P(x,y)
e dJreR, JyeR, Px,y).

Exercice 26 Soit n un entier naturel. Montrer que si n est impair (respectivement pair), alors

n? est impair (respectivement pair).

Exercice 27 Démontrer que pour tout réel z, on a (z > 2 = 2¢* + 2% — 3z > 0).

Exercice 28 Montrer que pour tout réel x, (\/17 =2r+3=ux=-1).

Exercice 29 Montrer que tout entier multiple de 6 est multiple de 2.

Exercice 30 Soit f I’application de [1, +oo[ dans R définie, pour > 1, par f(x) =z — 1+
vx + 1. Montrer en utilisant un raisonnement par 'absurde que f n’est pas dérivable au point 1
[ici on admet que la somme ou la différence de deux fonctions dérivables en un point est dérivable
en ce point, que la composée de fonctions dérivables est dérivable, que / est dérivable sauf en
0, que si a € R alors 'application qui a x € R associe x+a est dérivable].

Exercice 31 Montrer que pour tout entier n, si n? est pair, alors n est pair.
Exercice 32 Montrer que, pour tout entier naturel n, 2™ > n.

Exercice 33 Soit (z,), la suite réelle définie par

Iozl

Tp1 =To+T1+ -+ Ty

pour tout entier n > 0. Montrer que, pour tout entier naturel n, x,, < 2".
Exercice 34
n
e Montrer, par récurrence sur n, que Zz =n(n+1)/2.
i=1
e Démontrer la formule du binéme : .
S 4 n!
our tous les complexes a et b, (a +b)" = C'a'b" " avec CF = ———-
p p , (@ +) ; n T
Exercice 35 L’exemple célebre de syllogisme est “Tous les hommes sont mortels et Socrate est
un homme ; donc Socrate est mortel.”

Expliciter le syllogisme précédent & ’aide de quantificateurs.

Exercice 36 On demande de montrer que pour tout entier n tel que n > 3, si n est premier,
alors n est impair. On propose la démonstration suivante :

“Soit n un entier tel que n > 3.

Démontrons que si n est pair, n n’est pas premier, ce qui est équivalent au résultat demandé.



Supposons n pair.
Alors n est divisible par 2 et comme on a n > 3, n n’est pas premier.”

e Formalisez I’énoncé (en gardant les expressions “n premier” et “n impair”).

Quelles régles utilise-t-on dans chacun des trois premiers alineas ?

Compléter la derniére ligne pour la rendre plus explicite.

Quelles données y utilise-t-on ?

e Quelle conclusion peut-on tirer des alineas 3 et 47

Exercice 37 On a demandé de montrer que (Vz € R%, (x+ 1/x) > 2). Pourquoi le raison-
nement ci-dessous a-t-il valu la note zéro a son auteur?

“Si(x+1/z) >2,onaz?*+1>2z,donc 2> —2x+1>0.Or, 2 — 22+ 1= (x —1)% qui
est positif. On a bien le résultat demandé.”

Pouvez-vous écrire une démonstration correcte ?

Exercice 38 Voici un énoncé : “Soit F un ensemble non vide et A, B et C' trois sous-ensembles
non vides de E. Montrer que : AAB = AAC = B ="
On propose le texte incomplet suivant :

ESTSTOTUT AAB = AAC'; Pour montrer que B = C il ... de montrer que B C C
et C C B. cooeeeeee. T EB. TEA, i, TE&A i, x appartienne & A,
............... r€EANDB, v t € AAB. oo AAB = AAC,............... (A\C) C AAC
e x & (A\C) et e, TEA, i x€C. i, x n’appartient pas & A,
............... reAUBetax € ANB, cccceevvec. t € AAB = AAC. cciiivvcccc. T Ay i,
que x € C'\ A; v, encore x € C. On a donc montré que ............... Le probléme étant
symétrique en B et C, ............... CCB. o B=C"

e Compléter ce texte pour en faire une démonstration et séparer-le en paragraphes pour
rendre sa structure plus claire :

e Les hypothéses “non vides” ont-elles servi?

Exercice 39 On considére 1'énoncé suivant : “Papplication f : R — R définie par f(z) = z*

est-elle surjective ?” (pour la définition de “surjective” voir la section 5.5. du polycopié).
Trouver la faute dans le raisonnement suivant :
“Soit y un réel; il y a deux cas : le cas y > 0 et le cas y < 0.
Lorsque y > 0, I'équation y = 2% a deux solutions z = VY et x = —./y; donc f est
surjective.
Dans le cas ot y < 0, 'équation y = 22 n’a pas de solution ; donc f n’est pas surjective.
On conclut que f est surjective si y > 0 et f n’est pas surjective sinon.”

Exercice 40 On propose le texte suivant :

“Enoncé

Soient u = (a,b) et v = (a/,V') deux vecteurs de R?. Les deux vecteurs u et u’ sont
proportionnels si et seulement si ab’ — a’b = 0.

Démonstration

Dire que u et u' sont proportionnels est équivalent a dire qu’il existe un réel k& tel que
u=k.a', c’est-a-dire (a = ka’ et b = kb'), ce qui se traduit par :

-sia’ #0, k=% donc b= Zb et abl —a'b= 0.

-sia =0, alors a = 0 et donc aussi ab’ — a’b = 0.

Finalement, on a bien I’équivalence annoncée. ”

Cette “démonstration” n’en est pas une. Pourquoi?



Exercice 41 Montrer par récurrence que, pour tout entier n > 2,

= _nn—1)(n+1)
;k(k—l)_ ; :

Exercice 42 Soient a et b deux réels tels que (Ve € RY, a <b+¢).
Montrer, en utilisant un raisonnement par ’absurde, qu’alors a < b.

Exercice 43 Soit F ensemble des fonctions définies sur R et a valeurs dans R. A-t-on :

V(f,g) e FxF, (fg=0= (f=00ug=0)) ?

3 Ensembles

Exercice 44
Montrer que si E = {1,2}, alors P(E) = {0,{1}, {2}, E'}.
Soit E = {1,2,3}. Donner tous les sous-ensembles de E.

Montrer, par récurrence sur n, qu'un ensemble & n éléments a 2" sous-ensembles.

Soient A et B des sous-ensembles d’'un ensemble £. Montrer
(A C B si et seulement si P(A) C P(B)).

Exercice 45

e Soient A, B, C, D des sous-ensembles d’un ensemble E. Montrer que (AU B)N(C'UD) =
(ANC)U(AND)uU(BNC)U (BN D). Simplifier le résultat lorsque 'on a A C C.

e Soit £ un ensemble qui est la réunion de deux sous-ensembles A et B. On suppose que
A et B sont finis et ont respectivement n et m éléments. Si A et B sont disjoints, combien F
a-t-il d’éléments ? Plus généralement, si AN B a p éléments, montrer que E en a n +m — p.
Exercice 46

e Ne pas oublier les parenthéses. Trouver un exemple d’ensembles vérifiant
(A\B)\C #A\(B\C).

e Soient A={reR|2?—-3z+1>0}et B={z€R|z >0}

Montrer que les ensembles A°, B¢, AN B, AU B, A\ B,B\ A et AAB sont des intervalles
ou des réunions d’intervalles et préciser lesquels.

e Soient A et B des sous-ensembles d'un ensemble E. Montrer que les trois propriétés
suivantes sont équivalentes :

1)A=B 2)A\B=B\A 3) AAB=1)

e Méme question pour les six propriétés suivantes. (On peut montrer qu’elles sont toutes
équivalentes a la premiére) :

1)ACB 2) B¢ C A° 3) AnNB=A

4) AUB=DB 5)A\B=0 6) AAB=DB\ A

Exercice 47 Soient a, b et ¢ des réels, avec a > 0. A quelle condition les sous-ensembles
10, a[, ] — 00, b] et [¢, +o0[ forment-ils une partition de R?
Exercice 48

e Soit A= B = {1,2}. Donner tous les sous-ensembles de A x B.

e On considére les ensembles



E ={1,2,3,4},

A={(i,j) € E*|i < j},
B ={(i,j) € B*|i = j},
C=1{(i,j) € E*|i>j}.

Les représenter par un dessin, et montrer que A, B et C' forment une partition de £ x E.

Exercice 49 Soient £E = C,A={z€ E | |z| <1} et B={z € E | R(z) < 1}. Représenter
CeA,CpB,ANB,AUB,A\ B,B\ A et AAB.
Exercice 50 Soient A, B et C des sous-ensembles d’un ensemble E. Les égalités suivantes
sont-elles toujours vraies ? (Sinon, donner un contre-exemple)

e A\(B\C)=(A\B)\C

e AU(B\C)=(AUB)\(AUC)
Exercice 51 Soient A, B,C et D des sous-ensembles d’un ensemble F. Montrer les égalités

A\B=(AUB)\ Bet AAB=(ANB°)U(A°NB).
Exercice 52 Soient A, B et C des sous-ensembles d’un ensemble E.

e Simplifier (A\C)U(B\C)U(AUB)*UC.

e Simplifier (A\ (B°UC))U A°UB°UC.
Exercice 53 Soient A, B,C et D des sous-ensembles d’un ensemble F.

e Montrer que 'ona (ANB)UB*=AUDB" et (A\B)UB=AUB,).

e En déduire que 'ona E=(C\D)U(ANBNC)UA“UB°UD.
Exercice 54 Léon et Nicole travaillent dans un centre de lexicographie. Ils disposent de trois
dictionnaires A, B et C. Leur patronne donne a Léon le travail suivant : former d’abord une
liste des mots communs aux dictionnaires A et B, former ensuite une liste de mots communs
aux dictionnaires B et C, enfin chercher les mots qui figurent dans 'une ou l'autre liste, mais
pas dans les deux a la fois. Léon demande a Nicole de 'aider en dressant une liste des mots
figurant dans le dictionnaire A ou dans le dictionnaire C', mais pas dans les deux a la fois.

Ensuite Léon se charge de trouver les mots communs a cette liste et au dictionnaire B.
La patronne obtiendra-t-elle le résultat demandé ?

Exercice 55 Soient F et F' deux ensembles, A et B deux sous-ensembles de E et C' et D deux
sous-ensembles de F'. Les égalités suivantes sont-elles toujours vraies ?

e (AXxC)N(BxD)=(ANB)x(CND,).

e (AxC)\(BxC)=(A\B)xC.
Exercice 56 Soient E et F' deux ensembles. Un sous-ensemble X de F x F est-il toujours de
la forme A x B ou A appartient & P(E) et B appartient & P(F)?

Exercice 57 On suppose que les sous-ensembles A;, Ay, A3 et A forment une partition de
Iensemble E. Combien y-a-t-il de fagons de former une partition de E avec des sous-ensembles
qui sont des réunions de certains des A;?

4 Applications

Exercice 58 Soient E et F' deux ensembles finis non vides ayant respectivement n et m
éléments. Montrer (par récurrence sur n par exemple) qu’il y a m™ applications de E dans F.



Exercice 59 Soit f : R, — R lapplication donnée par f(x) = 1 pour tout = tel que
0 <z <1, f(z) =2 pour tout z tel que = > 1. Trouver deux prolongements distincts de f a R.
Quelle est la restriction de f a [0, 1] ? Trouver une application g de R, dans N telle que pour
tout z € Ry, g(z) = f(x).

Exercice 60

e Soit £ ={1,2)3}, f: F — E et g: E — FE les applications définies par f(1) =
L, f(2) =3, f(3) = 2,9(1) = 2,9(2) = 1,9(3) = 3. Calculer fof fogetgof. A-t-on
fog=gof?

e Dans le plan (affine euclidien orienté), on considére un (vrai) triangle OAB et f et g les
symétries orthogonales par rapport a OA et OB respectivement. Calculer et comparer f o g et

gof.
Exercice 61

e Pour tout n € N, on pose A, = [2",2""![. Calculer la réunion F = |
dire de la famille (A, )pen?

e Calculer |, 19l =1 x4+ 1[ et (N, 19z — 1, z+1[.

Exercice 62

nen An. Que peut-on

f: R — RT

e L’application f o g2 est-elle injective 7 surjective 7 bijective 7

e Soient F et F' deux ensembles finis ayant respectivement n et m éléments et f une
application de F dans F. On suppose que f est injective; comparer n et m. Méme question
lorsque f est surjective, lorsque f est bijective.

Exercice 63

R — R

r — 2x—1
e Soit f l'application de R dans R définie par f(x) =0six <0, f(z) =2z si z € [0,1/2],

f(x) = 1si x > 1/2. L’application f est-elle injective ? Surjective ? Bijective ? Trouver une

restriction de f qui soit injective. Est-elle bijective 7 Trouver une bijection g d’un sous-ensemble

E de R sur un sous-ensemble F' de R telle que Vo € E, f(z) = g(z). Déterminer g~

|
-

e Dans cet exemple, calculer f~1({1,2,5}) et f({2,3}).
R— R
x — sin(x)

e Les applications f, g, h, k de R dans R définies respectivement par

f(z) =z, g(x) = 2% h(z) = 23, k(z) = |z| pour z réel sont-elles injectives, surjective,
bijectives 7 Pour chacune de ces applications donner son image, I'image réciproque de R_ et
celle de {1}.

Exercice 65 Déterminer toutes les applications h de E = {0, 1,2,3,4} dans lui-méme telles
que pour tout x et tout y de E, on ait h(x +y) = h(x) + h(y) siz+y € E.

e Montrer que 'application est bijective et déterminer A1

Exercice 64 Considérons la figure

[ ==

e Soit g: . Calculer ¢g7'({—1,1}), 'image de g et g([0, 37/2]).



Exercice 66 On définit deux fonctions f et g sur [0,1] & valeurs dans [0, 1] par

flx)=1/2—z size€[0,1/2]
0 sinon
g(z) =0siz €[0,1/2]

r—1/2 sinon

Déterminer f o g et go f. Ces applications sont-elles égales?

Exercice 67 Soient I’ un ensemble, F un sous-ensemble de F' et f 'injection canonique de F
dans F (f(x) = x pour tout = de E). A quelle condition existe-t-il une application h de F' dans
E telle que foh=Idp?

Exercice 68 Pour tout n € N*, on pose A, = [1/(n+1),1/n|. Calculer E = U A,, et montrer

neN*
que la famille (A,,),en+ forme une partition de E.

Exercice 69 Soient a et b deux nombres rationnels et f 'application de ’ensemble des nombres
rationnels dans lui-méme qui & chaque rationnel x associe f(x) = ax + b. Cette application
est-elle injective, surjective 7
Exercice 70 Soit f 'application de R dans | — 1,1 définie par f(z) = z/(1 + |z|). Montrer
que f est bien définie, qu’elle est bijective et déterminer sa fonction réciproque 1.
. . . f: C — C
E 1 Pappl
xercice 71 Soit f 'application N
e Montrer que f est surjective.
e L’application f est-elle injective ?
e Déterminer I'image f(R) de R par Papplication f.
Exercice 72 Soit f lapplication de Z dans lui-méme définie par f(z) = 2% — .
e subsect Montrer que f n’est pas injective.
e Calculer les valeurs de f(n)/2 pour n € {n € N*|n < 6}. Que remarquez-vous ?
e Montrer que la restriction de f & N* est injective.

e Soit h I'application de Z x Z dans Z définie par h(x,y) = f(z)+ f(y) pour tout (x,y) de
L X 2.

e Montrer que I'image de h est un sous-ensemble de I’ensemble 27 des entiers pairs. L’ap-
plication A est-elle surjective ?

e La restriction de h & N* x N* est-elle injective ?
Exercice 73 Soient A et B deux parties non vides d’un ensemble F et f Papplication de P(FE)
dans P(A) x P(B) définie par f(X) = (AN X, BN X). Donner des conditions nécessaires et
suffisantes sur A et B pour que f soit injective, surjective, bijective. Expliciter f~! lorsque f
est bijective.
Exercice 74 Soient f une application de E dans F', g une application de F' dans G et h = go f.
e Montrer que si h est injective, f 'est aussi et que si h est surjective, g 'est aussi.
e Montrer que si h est surjective et ¢ injective, alors f est surjective.

e Montrer que si h est injective et f surjective alors g est injective.



5 Indices

Exercice 75 Démontrer que si n € N alors Z (20 4+1) = (n+1)2
i=0

Exercice 76

e Montrer, par récurrence sur n, que Zz =n(n+1)/2.
i=1

e Démontrer la formule du binoéme :
n

our tous les complexes a et b, (a +b)" =Y Cla'b" " avec C! = ————.
b P ( ) ZZ; " "l (n =)l

Exercice 77 Calculer 2(22 —1) et 2(22 +2i + 3).
i=1 il

Exercice 78 Montrer par récurrence que, pour tout entier n, on a :

k2 an(n+1)
> (1)FE? = (-1) ——.

n

Exercice 79 Pour tout entier naturel n on pose S, = Z(—l)k@k +1)et A, = (—1)"5,.

k=0
1) Calculer 1407 141, f12 et 113.

2) Proposer une valeur pour A,, et prouver cette proposition par récurrence.
Exercice 80 Monter que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, on a

n

[J4k—2)=](n+5).

k=1 k+1

Exercice 81 Monter que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 1, on a :
n

1 n
Y Zi(i+1) T+l

1=

2) zn:k:(k:—i—l)(quQ) _ n(n—l—l)(n4+2)(n+3).

Exercice 82 Montrer que si n > 4 alors 2™ < n!.
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