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Les réponses sont justifiées.

1/ Donner la liste compléte des partitions de {1,2,3,4,5,6} formées de sous-ensembles a deux élé-
ments.

{1,2} {3,4} {5,6} # {1,2} {3,5} {4,6} # {1,2} {3,6} {4,5}
{1,3} {2,4} {5,6} #{1,3} {2,5} {4,6} # {1,3} {2,6} {4,5}
{1,4} {3,2} {5,6} #{1,4} {3,5} {2,6} # {1,4} {3,6} {2,5}
{1,5} {3,4} {2,6} #{1,5} {3,2} {4,6} # {1,5} {3,6} {4,5}
{1,6} {3,4} {5,2} # {1,6} {3,5} {4,2} # {1,6} {3,2} {4,5}

2/ a) Montrer que si n € N alors

() () o

En utilisant I’identité remarquable a®> — b*> = (a —b) x (a+b) avec a = e

obtient
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et ceci établit I’égalité
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b) En utilisant la question a) et en raisonnant par récurrence, montrer que si n € N alors
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Pour prouver par récurrence la propriété annoncée il sufﬁt de montrer qu’elle est vraie au rang 0 (vé-
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donné elle est vraie au rang suivant.

Vérification au rang 0. Par définition
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Hérédité. Soit n un entier quelconque. On suppose que la propriété est vraie en rang n, c’est a dire que
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et donc la propriété est bien vraie au rang 0.

Alors
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et donc la propriété est vraie au rang n+ 1 pourvu qu’elle soit vraie au rang n : ’hérédité de la
propriété est établie.

3/ Soit f: Z — N de la facon suivante. Si k € Z vérifie k > 0, c’est a dire si k € N alors f(k) = 2k et
si k € Z vérifie k < 0, c’est a dire si k € Z\ N alors f(k) = —2k— 1.

1/ Montrer que f est injective.

On considere k,k" € Z tels que f(k) = f(k'). Quitte & permuter k et K’ on peut supposer k < k.
On va discuter suivant les signes de k et k.

Si0 <k <k'alorson a2k = f(k) = f(k') = 2k’ et donc en divisant par 2 on obtient k = k'.

Sik<k' <Oalorsona—2k—1= f(k) = f(k') = =2k’ — 1 et donc par addition de 1 puis par division
par —2 on obtient k = k’.

Sik <0 <K alors f(k) = —2k— 1 est impair alors que f (k") =2k’ est pair. Par conséquent I’hypothese
f(k) = f(K') est contredite. Deux entiers de signes différents n’ont pas la méme image par f.

On vient de montrer que si deux entiers relatifs ont la méme image par f ils sont confondus. Ceci
signifie que f est injective.

2/ Montrer que f est surjective.



Soit n € N. Si n est pair alors il existe [ € N tel que n = 2/. Si on pose k = [ alors on a k € N et donc
f(k) =2k =2Il=n.Sinn’est pas pair alors n est impair et il existe / € N tel que n =2/+ 1. Si on pose
k=—-l—1lalorsk€Z\Netdonc f(k) = —2k—1=-2x(—-1—-1)—1=Q2[+2)—1=2I+1=n
Ainsi tout entier naturel » a au moins un antécédent par f. Ceci signifie que f est injective



