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On aborde ici des questions relatives a Thales et a Pappus d’un point de vue
géométrique puis on résoud les mémes questions avec une approche vecto-
rielle.

Thaleés

mesure algébrique et rapport de mesures algébriques Soit £ un espace

affine dirigé par I’espace vectoriel €. Soit T est un vecteur non nul de € et

d une droite affine dirigé par @. Si A et B sont deux points de J, la mesure
_)

algébrique AB U (associée & T) est le scalaire \ tel que AB = A7

.
AB=A4B"' 7.
—
En fait la mesure algbérique AB Y e dépend pas de ¢ et elle est définie des
que AB est colinéaire & ¥ clest & dire des que A et B appartiennent a une
droite ¢’ parallele a ¢.
Soit A, B, C' et D quatre points tels que A et B appartiennent a une
droite 0 dirigée par ¥ et C' et D sont distincts et appartiennent_f} une droite
R —=
" aussi dirigée par . Alors CD Y est non nul et le rapport = e dépend

pas du choix de ¥'. En effet si W est un second vecteur directeur de ¢ et ¢’
alors il existe un scalaire non nul a tel que W = a@. Ainsi on a

et

Par conséquent



et

.
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ﬁ e .
cp’  op”
737
Finalement puisque le rapport ———ne dépend du choix de @ on le note
_ CD
AB o
ol et on 'appelle rapport de mesures algébriques. On a
AB
AB = 22CD
CD
Si de plus A # B alors
AB 1
)
AB

Montrons maintenant
énoncé Soient D et D, deux droites sécantes en A, d et d' deux droites
paralléles coupant respectivement D; en A; et Ay distincts de A. Alors

AA,  AA, A4,
AA,  AA,  ALAL

preuve Soit h 'homothétie de centre A qui envoie A; sur A}. On note k le
rapport de cette homothétie.

Puisque A; et A) sont alignés avec A en étant différents de A 'homothétie
h est bien définie et son rapport k est non nul. C’est donc un automorphisme
affine, en particulier une bijection.

Puisque A € Dy on a h(D3) = D, (une homothétie non constante laisse
globalement invariante toute droite qui passe par son centre)

Puisque une homothétie non constante envoie toute droite sur une droite
qui lui est parallele, I'image h(d) de la droite d est la droite parallele a d qui
passe par h(A;) = A} : c’est la droite d'.

Or {Ay} = Dy N d. Par conséquent

h({A3}) = h(Ds N d) C h(Dy) Nh(d) = Dynd = {A}

2



et donc h(Ay) = Aj,.
Puisque que k est le rapport de 'homothétie h on a pour tous les M, N
dans €, h(M)h(N) = kM N. Ainsi

AA] = h(A)h(A,) = kAA,
AAL = h(A)h(Ay) = kAA;
AL Al = h(A)h(Ay) = kA A,

Ceci donne
AX A%, A
AA; AA, A As
ou
AA,  AA, A4 1
AAT AAL ALAL
Pappus

énoncé 1 (Pappus, paralléles et translations) Soient § et ¢' deux droites
paralléles et distinctes d’un plan affine P et soient A, B et C sur d et A, B’
et C'" sur ¢’. On suppose que (AB’) et (BA’) sont paralléles et que (BC") et
(CB') le sont aussi. Alors (AC") et (C'A’) sont paralléles.

preuve Observons que puisque § et ¢’ sont deux droites paralleéles et dis-
tinctes, leur intersection est vide. Ainsi les droites (AB’), (BA’), (BC"),
(CB'), (AC") et (C'A’) sont bien définies.

Soit ¥ un vecteur directeur de §. C’est aussi un vecteur directeur de &’
car les deux droites sont paralleles. On note t5 la translation qui envoie A
sur B, t$ celle qui envoie B sur C' et t§ celle qui envoie A sur C. Ce sont
des translations selon les vecteurs 1@, BC et AC qui sont colinéaires au
vecteur ¥ qui dirige 0 et 0. Par conséquent chacune des droites 0 et 0’ est
globalement invariante par ces trois translations.

Utilisons maintenant le fait que 'image d’une droite par une translation
est une droite qui lui est parallele.

L’'image t5(AB') est la droite parallele & (AB') et qui passe par B =
tB(A) : c’est la droite (BA’). Puisque {B'} = (AB’)N ¢ on a

tx({B'}) = t3((AB) N ') CH{(AB) Nt4(0) = (BA) N &' = {A'}



et donc t5(B') = A'.
L’'image t§(BC") est la droite parallele & (BC’) et qui passe par C' =
tS(B) : c’est la droite (C'B’). Puisque {C'} = (BC') N ¢ on a

t5({C'}) = t5((BC") N &) Ct5(BC) Nty(8) = (CB)N o' = {B'}

et donc t§(C") = B'.

Or la composée de deux translations est une translation et la restriction
de la composition aux translations est commutative : t ot = t' ot est une
translation si ¢ et ' sont des translations. Ainsi on a t§ = tG o t% = t5 0 1.

Par conséquent
t5(A) = t5(t3(A) =t5(B) = C

et
t5(C") = tA(t5(C") = t4(B) = A"

Par conséquent I'image de la droite (AC’) par la translation t§ est la droite
(CA’). Puisque I'image d'une droite par une translation est une droite qui
lui est parallele on en déduit que (AC”) et (C'A’) sont paralleles.

énoncé 2 (Pappus, paralléles et homothéties) Soient ¢ et §' deux droites
concourantes en O et distinctes d’un plan affine P et soient A, B et C' sur
I\ {O} et A, B et C' sur ¢' \ {O}. On suppose que (AB') et (BA') sont
paralleles et que (BC') et (CB’) le sont aussi. Alors (AC") et (CA’) sont
paralleles.

preuve Puisque A, B,C € 6\ {O} et A", B',C" € \{O} les droites (AB’),
(BA"), (BC"), (CB'), (AC") et (CA’) sont bien définies.

On note hf la homothétie de centre O qui envoie A sur B, h§ celle qui
envoie B sur C et h§ celle qui envoie A sur C. Ces homothéties sont bien
définies et se sont des automorphismes affines car A, B, C' € §\ {O}. De plus,
puisque leur centre commun est O, chacune des droites 0 et ¢ est globalement
invariante par ces trois homothéties.

Utilisons maintenant le fait que I'image d’une droite par une homothétie
est une droite qui lui est parallele.

L’'image h%(AB’) est la droite parallele & (AB') et qui passe par B =
hB(A) : c’est la droite (BA’). Puisque {B'} = (AB’) N4 on a

ha({B'}) = hi((AB) N0') C hii(AB') MhZ(0) = (BA) N o' = {A'}



et donc hE(B') = A’
L’'image h(BC") est la droite parallele & (BC’) et qui passe par C =
h$(B) : c’est la droite (C'B’). Puisque {C'} = (BC')N ¢ on a

h5({C'}) = h((BC") N ') € h§(BC) Nhg(&) = (CB) N o' = {B'}

et donc h§(C") = B'.

Or la composée de deux homothéties de méme centre O est une ho-
mothétie de centre O et la restriction de la composition aux homothéties
de centre O est commutative : ho h' = h' o h est une homothétie de centre O
si h et b/ sont des homothéties de centre O. Ainsi on a h§ = h§ohf = hFohg,.
Par conséquent

ha(A) = hg(h43(A)) = h5(B) = C
et
hG(C') = hE(h5(C) = h5(B') = A"

Par conséquent I'image de la droite (AC”) par 'homothétie h§ est la droite
(CA"). Puisque 'image d’une droite par une homothétie est une droite qui
lui est parallele on en déduit que (AC”) et (C'A’) sont paralleles.

preuves des mémes résultats par ’algebre linéaire

preuve de Thales Puisque A;, A] € D; \ {A} il existe A; non nul tel que
- —_— —_— —
AA; = MAA;. On a aussi AA = N AA. On note A} le point tel que AA; =
MAA,. Ona Af € Dy \ {A}. On a aussi

A AL = A+ AAT = \(ATA + AAL) = \ AT AL,

Par conséquent les droites (A1 AY) et (A} A}) sont paralleles et A € 0. Fina-
lement A% € § N Dy donc AY = A,. On a donc

)\11?142 - 14—14; - )\21@

Puisque A # A} ceci implique A\; = Ao.
Finalement
MAAL = A4
MAA, = A
MALAL = AL A,



En passant aux rapports de mesures algébriques on obtient

AA, AA, AA
= = = 1-

AAL AAL ALAL

" : oAl Ap
preuve de Pappus 1 On note A” le point tel que BA" = AB'. On a
—— —_—
A"B = B'A et donc

BA"—BA+AB+BA" = A'B + AB + BA" — AB.

Ainsi le point A” est sur la droite qui passe par B et qui est parallele a (AB’)
— —
car BA" = AB' : c’est la droite (BA'). 1l est aussi sur la droite parallele a
§ et qui passe par B’ car B'A” = AB : c’est la droite &' Ainsi A” = A’ et
AB' = BA'.
" . ~nl oA D
On note B” le point tel que CB” = BC". On a B"C' = C"B et donc

CB"=CB+BC+CB'=B'C+BC+CB' = BC.

Ainsi le point B” est sur la droite qui passe par C' et qui est parallele a (BC")
—

car CB" = BC" : c’est la droite (CB’). Il est aussi sur la droite parallele &

§ et qui passe par O car O"B" = BC : c’est la droite &'. Ainsi B” = B’ et

— —

C'B' = BC ou B'C" = CB.

On a finalement

AC'=AB + B'C' = BA'+ CB=CB + BA' = CA.
Ceci prouve que les droites (AC") et (C'A’) sont paralleles.

preuve de Pappus 2 Puisque A, B et C sont sur § \ {O} il existe [ et

~ non nuls tels que que OB = 5@( et OC = vO—B). Ceci implique que
oC = 7(5(71) = (ﬁ'y)O—/i On a aussi BO = BAO et CO = yBO et

CO = (87)A0.
—
On note A” le point tel que OA” = BOB’. Le point A” est donc sur ¢'.
On a

BA" = BO + OA" = 3A0 + BOB' = B(AD + OB') = BAB



et donc les droites (AB') et (BA”) sont paralleles. Or la droite qui passe par

B et qui est parallele a (AB’) est la droite (BA’). Donc A” € (BA’). Ainsi
— —

A" e ¢ N (BA") donc A” = A" et OA" = BOB'.

On note B” le point tel que OB"” = vOC". Le point B” est donc sur ¢'.

On a
CB/:C?“FOB/:’Y.@_’_'YO—CJ:V(.@‘}"YO—)C’,):'YB—d,

et donc les droites (BC") et (C'B") sont paralleles. Or la droite qui passe par
C' et qui est parallele a (BC") est la droite (CB’). Donc B” € (CB’). Ainsi

B" €' N(BA") donc B” = B' et OB' =~0C".
— — — — — —
Puisque et OA" = BOB’ et que OB’ = vOC" on a OA" = 3(7)0C") =
—
(8y)OC". Or on a aussi CO = (m)@. Par conséquent

CA = CO+O0A
= (8740 + (87)0C
(67)(A0 +0C")
(B7)AC.

Ainsi les droites (AC") et (C'A’) ont des vecteurs directeurs colinéaires. Elles
sont donc paralleles.



