Les nombres réels
(version provisoire du 9 mai 2008)
Jean-Marie Lion
Université de Rennes 1

I. Minorants et majorants, bornes supérieures et inférieures
Soit F un ensemble muni d’une relation d’ordre <.

I.1. définition Un minorant d’'un sous-ensemble X de E est un élément y
tel que pour tout z € X on a y < x. Un majorant d'un sous-ensemble X de
E est un élément z tel que pour tout x € X ona z < z.

1.2. proposition Si z est un majorant d’un sous-ensemble non vide X de
E ety un minorant alors y < z.

1.3. preuve Puisque X est non vide il posséde au moins un élément z. On
ay <xetax<zetpar transitivité y < z.

I.4. proposition Soit X et X' deux sous-ensembles non vides de E tels que
X C X'. Siy est un minorant de X' ¢’est aussi un minorant de X. Si z est
un magjorant de de X' alors c’est aussi un majorant de X.

I.5. preuve On suppose que y est un minorant de X'. Soit x € X qui est
supposé non vide. Puisque X C X’ on a x € X’ et donc y < z. Puisque cette
inégalité est vraie pour tout x € X on a que y est un minorant de X.

De méme, on suppose que z est un majorant de X’. Soit x € X. Puisque
X C X' onazx e X' et donc x < z. Puisque cette inégalité est vraie pour
tout x € X on a que z est un majorant de X.

1.6. définition Un sous-ensemble X de E est dit minoré s’il possede un
minorant. Il est dit majoré s’il possede un majorant. Il est dit borné si il est
minoré et majoré.

I.7. définition Un élément minimal (ou plus petit élément) d'un sous-ensemble
X de E est un minorant de X qui appartient a X. Un élément mazimal (ou
plus grand élément) d’un sous-ensemble X de E est un majorant de X qui
appartient a X.

1.8. proposition Un sous-ensemble X de E possede au plus un élément
minimal et au plus un élément maximal.

1.9. preuve Soit m et m’ des éléments minimaux de X. Puisque m € X et



que m’ est un minorant de X on a m’ < m et puisque m’ € X et que m est
un minorant de X on a m < m/. Finalement m’ < m et m < m’. Puisque <
est une relation d’ordre donc antisymétrique on a m = m’.

Soit M et M’ des éléments maximaux de X. Puisque M € X et que M’
est un majorant de X on a M < M’ et puisque M’ € X et que M est un
majorant de X on a M’ < M. Finalement M < M’ et M’ < M. Puisque <
est une relation d’ordre donc antisymétrique on a M = M’.

1.10. notation Si X possede un élément minimal celui-ci est désigné par
min X. S’il possede un élément maximal celui-ci est désigné par max X.

1.11. définition Un sous-ensemble non vide X de E admet une borne in-
férieure si 'ensemble de ses minorants possede un élément maximal. Un
sous-ensemble non vide X de E admet une borne supérieure si ’ensemble de
ses majorants possede un élément minimal.

1.12. proposition Un sous-ensemble X de E posseéde au plus une borne
inférieure et au plus une borne supérieure.

1.13. preuve Si I et I’ sont des bornes inférieures de X alors se sont les
éléments maximaux de l’ensemble des minorants de X. Ils sont donc égaux
d’apres la proposition précédente.

Si S et S’ sont des bornes supérieures de X alors se sont les éléments
minimaux de ’ensemble des majorants de X. Ils sont donc égaux d’apres la
proposition précédente.

1.14. notation Si X possede une borne inférieure celle-ci est désignée par
inf X. S’il posséde une borne supérieure celle-ci est désignée par sup X.

1.15. remarque Si X non vide possede une borne inférieure et une borne
supérieure alors inf X < sup X car inf X est un minornant et sup X un
majorant.

1.16. proposition Si X posséde un élément minimal il posséde une borne
inférieure et min X = inf X. Si X posseéde un élément maximal il posséde
une borne supérieure et max X = sup X.

1.17. preuve Il suffit d’observer que si min X existe alors tout minorant de
X est inférieur ou égal a min X et donc min X est le plus grand des minorants
de X : ainsi min X = inf X. De méme, si max X existe alors tout majorant
de X est supérieur ou égal a max X et donc max X est le plus petit des
majorants de X : ainsi max X = sup X.



1.18. proposition Soit X et X' deux sous-ensembles non vides de E tels
que X C X'. Siinf X et inf X' existent alors inf X' < inf X. Si sup X et
sup X' existent alors sup X < sup X'.

1.19. preuve On suppose que inf X et inf X’ existent. Puisque inf X’ est un
minorant de X’ c¢’est aussi un minorant de X. Il est donc inférieur ou égal a
inf X qui est le plus grand des minorants de X.

De méme, on suppose que sup X et sup X’ existent. Puisque sup X' est
un majorant de X’ c’est aussi un majorant de X. Il est donc supérieur ou
égal a sup X qui est le plus petits des majorants de X.

1.20. proposition Soit u = (u,)nen € EN une suite. Alors sin € N
Uensemble U, = {ur : k € N,k < n} admet un élément minimal et un
élément maximal. Plus précisément il existe m,,, M, € N, m,, M, < n tels
que

U, = min U, et up;, = max k,.

Ainsi pour n,k € N tels que k <n on a Uy, < up < upy,.

I.21. preuve On raisonne par récurrence sur n. On a Uy = {uy} donc
mog = My = 0 et minUy = maxUy = ug. Soit n € N. On suppose que U,
admet un élément minimal et un élément maximal et que m,, et M,, existent.
Si Upy1 < Up, alors u,;; est un élément minimal de U, 1 et m,; existe
(prendre my, 1 = n+1). Si uy,, < t,4q alors u,,, est un élément minimal de
Ups1 €t my.q existe (prendre m, 1 = my,). De méme, si uy, < u,.; alors
Upy1 est un élément maximal de U, et M, existe (prendre M, 1 = n+1).
Si upy1 < uyy, alors wyy, est un élément maximal de U,1; et M, ; existe
(prendre M, 1 = M,).

1.22. proposition Soit u = (u,)nen € EN une suite. La suite (min U, ),en
est décroissante et la suite (max U, )nen €St croissante.

1.23. preuve Soit n € N. On a U, C U,.,. Par conséquent min U,,; est
un minorant de U,, et donc minU,,;; < minU,. On a aussi max U, est un
majorant de U, et donc maxU,, < maxU, ;. Ainsi la suite (min U, ),en est
décroissante et la suite (max U, ),en est croissante.

I.24. définition Une fonction ou une suite a valeurs dans un ensemble muni
d’une relation d’ordre est dite minorée (respectivement majorée ou bornée)
si son ensemble image est minoré (respectivement majoré ou borné).

II. Corps commutatif totalement ordonné et inégalité triangulaire



I1.1. notation Si A est un anneau commutatif, la loi de groupe est notée
-+, son neutre est noté 0, la seconde loi est notée x et son neutre 1.

I1.2. définition Un corps commutatif (K, +, x) muni d’une relation d’ordre
total < compatible avec ’addition et avec la multiplication par les éléments
supérieurs ou égaux a 0 est appelé corps commutatif totalement ordonné.

Dans la suite de cette partie on considere corps commutatif totalement
ordonné (K, +, x, <).

I1.3. notations On désigne par K, I’ensemble des éléments positifs ou nuls
(i.e. supérieurs ou égaux a 0) et par K* l'ensemble des éléments strictement
positifs (i.e. strictement supérieurs a 0). On désigne par K_ 1’ensemble des
éléments négatifs ou nuls (ceux dont I'inverse pour 'addition est dans K )
et par K* T'ensemble des éléments strictement négatifs. Enfin on désigne par
K* I'ensemble des éléments non nuls.

11.4. exemple L’ensemble Q des rationnels muni de ’addition, de la multi-
plication et de I'ordre usuel est un exemple d’'un corps commutatif totalement
ordonné.

I1.5. lemme Sir e K_ et s € K, alorsr <0 <s.
11.6. preuve Puisque s € K, et —r € K, par définition de 'ordre sur K

ona(<set0< —r Puisque l'ordre est compatible avec ’addition on a

r=0+(-r)<r+(-r)=0.

I1.7. lemme Soitr,s € K. Sir < s alors —s < —r.

I1.8. preuve En effet, puisque < est compatible avec + on a

—s=—(r+s)+r<—(r+s)+s=-r.

I1.9. lemme Soit r,s € K. Sir,s € Ky alors s xr =r xs € Ky et si
reK_ etseK, alorssxr=rxseK_.

I1.10. preuve Puisque la multiplication est commutative et que 'ordre est
compatible avec la mutiplication par des éléments positifs si 0 < ret 0 <s
alors) = 0xs <rxs=sxretsir <0et0 <salorssxr =rxs <0xs=0.

I1.11. lemme Sir € K* alors r et —r sont de signes opposés alors que r et

% sont de méme signe.



I1.12. preuve Sir <0 alors 0 =7+ (—r) < 04 (—r) = —r et si 0 < r alors
—r =0+ (—r) <r+4(—r)=0.Siret & étaient de signes opposés alors leur
produit qui vaut 1 est qui est strictement positif serait aussi négatif ou nul.
C’est impossible donc r et % sont de méme signe.

I1.13. définition Si r € K on note |r| et on appelle valeur absolue de r le
plus grand des éléments r et —r.

I1.14. remarque Si r € K alors |r| = r alors que sir € K_ |r| = —r.

I1.15. proposition Soit r € K et s € K. On a |r| < s si et seulement si
—s<r<s.

I1.16. preuve Par définition r < |r| et —r < |r|. La deuxieéme inégalité est
équivalente a —|r| < r. On a donc —|r| < r <|r|.

Si |r] < s alors —s < —|r| et par transitivité —s < r < s. Inversement si
—s<r<salorsr<set—r<s.Or|rl €{—rr}donc |r| <s.

11.17. proposition Sir,s,t € K alors on a :
L-|=r|=]r|

2-|rle Ky

3 - |r| =0 si et seulement sir =0

4l =lsl < r+ s < [r[ + [s]

5-|r+s|=|r|+|s| si et seulement sir et s sont de méme signe
6-|r—t|<|r—s|+]s—t

T-|r—tl=|r—s|+|s—t| sietseulement sir<s<tout<s<r
8 -|rxs|=|r| x|s|.

I1.18. preuve
1-Sire K, alors|r|=ret —reK_donc|—r|=—(—r)=r=]|rl. Si
re K_alors [r| = —retreK_donc|—r|/=—r=]r|
2 - Par définition de la valeur absolue |r| € K.
3 - On a bien |0] = 0. De plus si r # 0 alors —r # 0 donc |r| # 0.
4-0On a
Sl <r <]

et
—|s] < s < s.

Puisque 'ordre respecte I’addition on obtient

—(rl+1sl) <7 +s < |r[+]s|



et donc
[r+s| < |r| +[s].

En appliquant ce résultat a (r+s) et —s au lieu de r et s on obtient, puisque
r=(r+s)+(-s),
| < |r+ s+ |s]

et donc
| —|s| < |r+s|.

5-Si0<rsalors0<r+s. Ainsi |r| =7, |s| = s, |r+s| =r+ s donc
|r4s| = |r|+]s|. Sir,s < OQalors r+s < 0. Ainsi |r| =7, |s| = s, [r+s| =r+s
donc |r+ s| = |r] + [s].

Sir et s ne sont pas de méme signe, quitte a les permuter on a s < 0 < 7.
Alors s —r < s+r<r—sets—r < —(s+r) <r—smais |r| =r
|s|] = —s et |r+ s| est égal a s+ r ou & —(s + r). Par conséquent on a
r+s|<r—s=lr|+]s|
6 - On obtient I'inégalité |r —t| < |r — s| + |s — t| en remplacant r et s par
r — s et s —t dans l'inégalité |r + s| < |r|+ |s]|.
7-Dapeés b |r —t| = |r —s|+|s —t] si et seulement si r — s et s — ¢ sont de
méme signe c’est a dire si et seulement si 0 <7 —s,s—1t (i.e. t <s<r)ou
r—s,s—t<0(ie.r<s<t).

8 - Il suffit de remarquer que (—r) X (—=s) =r x set (—r) X s=r x (=s) =
—(r x s) et d’utiliser le fait que le produit de deux éléments de méme signe
est positif alors que le produit de deux éléments de signes opposés est négatif.

11.19. définition Soit r, s € K. On pose

r,s] = {zeK:r<x<s} (segment ou intervalle fermé « rs »)
r,s] = {reK:r<xz<s} (intervalle fermé en r et ouvert en s)
Ir,s] = {zeK:r<x<s} (intervalle ouvert en r et fermé en s)
Irys] = {zeK:r<ax<s} (intervalle ouvert «rs») .

11.20. proposition L’intersection de deux intervalles est un intervalle. Si
les deuz intervalles sont ouverts (respectivement fermés) alors l'intersec-
tion est un intervalle ouvert (respectivement fermé). Plus précisément si
r1,7T9,S1,S2 € K alors

[r1,81) N [ra, 2] = [max{ry,ra}, min{sy, so}]
Ir1,s1[N]re, so| = |[max{ry,ro}, min{sy, so}].
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I1.21. preuve C’est une conséquence immédiate de la définition précédente
et du fait que < est une relation d’ordre total.

ITI. Plongement de Q dans un corps commutatif totalement or-
donné

IT1.1. proposition Soit (K, +, x,<) un corps commutatif totalement or-
donné. 1l existe une unique application i de Q dans K qui vérifie i(1) = 1 et
sir,s € Q alors
i(r+s)=1i(r) +i(s).
Cette application appelée plongement de Q dans K est injective, respecte
lordre et vérifie
i(rxs)=i(r) xi(s) sir,s € Q.

II1.2. preuve

étape 1. Soit z € K*. On note 7 'application de de K dans K définie
par 7(r) = r + x. Soit u la suite récurrente de premier terme 0 associé a 7.
Onawug=0et u; =2. On a u, =nx sin & N.

La suite u est strictement monotone donc injective car pour tout n € N
on a U, < Uppq s8i 0 <z et u,y1 < uy, six < 0. En particulier w,, = 0 si et
seulement si n = 0. C’est a dire nz = 0 si et seulement si n = 0.

On prolonge la suite a Z en posant u_,, = —u, si n € N*.

étape 2. Montrons que si n,m € Z alors u, 1, = U, + Up,.
On le montre d’abord si n,m € N. Fixons n € N. Soit

E={meN:upm="1u,+un}t

Puisque ug =0on a0 € Eetsim € E alors t, 1m = Uy +Up, Uil = Uy +2X
et U(nym)4+1 = U(ntm) + 2. Par conséquent

Un+(m+1) = U(nt+m)+1 = Uptm +T = (un+um)+x = un+(um+x) = Up+ Ui

et donc m + 1 € E. Ceci prouve par récurrence que £ = N et que pour
n,m € N on a Uiy, = Uy + Up,.

Puisque u_, = —u, si n € N on en déduit que u_p)4(—m) = U—p + U_p,
sin,m e N.

Il reste a considérer le cas tpq(—m) avec n,m € N. Si m < n alors n +
(—m) € N et on a up, = Upy(—m) + Un car n = (n —m) + m. On en déduit
que

Upt(—m) = Un + (—Um) = Up + U_p,.
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Sin <malors=m—n € N et ona ty, = tUni(—n) +U, carm = (m—n)+m.
On en déduit que

Un+(—m) = —Um4(—n) = Up — Um = Up + Uy

étape 3. Montrons que l'application u de Z dans K ainsi définie est
injective. Soit n,m € Z tel que n < m. Soit alors k € N tel que m =n + k.
On a u,, = U, + ug. Si U, = u, alors up = 0 donc £k =0 et m =n.

Dans la suite on suppose que x = 1. On a donc w4y =u, +1sin € N
et pour tout n € N*, 0 < u,,.

étape 4. Montrons que si n,m € Z alors U, xm = Uy X Up,.
Fixons n € N. Soit

E={m &N : Upsm = Uy X Up}.

Puisque ug =0on a0 € Eetsim € E alors uyxm = Up X Uy Upr1 = Uy + 1
et

Unx (m+1) = U(nxm)+n = Upxm T Up = Up X U+ Up = Up X (um_l']-) = Up X Um+1

et donc m + 1 € FE. Ceci prouve par récurrence que £ = N et que pour
n,m € N on a Upxm = Up X Up,.

Puisque u_,, = —u, sin € N et que (—1) x (—=1) = 1 on en déduit que
U_py X U_py = Uy X Upy,. Par conséquent

U(=p)x(=m) = Unxm = Un X Um = U—p X U_pm

sin,m e N.
Il reste a considérer le cas uy,x(—m) avec n,m € N. On a

Upx(—m) = U—(nxm) = ~Unxm = _(unxm) = Up X (_um) = Up X U_pm.

étape 5. Soit r € Q. Considérons (m,n) € Z x N* et (m/,n') € Z x N*
tels que

m m
r=—=—
n n'
Puisque n x m' = n’ X m on a , X Uy = Uy X Up,. Or n et n’ sont non nuls
Ut
7 . . m mn . ’ .
donc u,, et u,, sont également non nuls. Ainsi — et sont bien définis et
Up Uy
U, Up
Up, Um! ’



u
Puisque pour tout rationnel » € Q le quotient — ne dépend pas du repré-
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étape 7. Montrons que i est injective et strictement croissante. Soit r, s €
Q tels que r < s. 1l existe (m,n) € N* x N* tel que

m
s—r=—.
n
On a m u
i(s) —i(r) = l(g) = uTL
Puisque 0 < u,,, et 0 < u,, on a
U, . .
0<— = —
= i(s) ~ i(r)



et donc
i(r) <i(s).

Ceci implique que ¢ est bien injective et strictement croissante.
étape 8. Montrons que sin € N et x € K alors i(n) x © = nax.
C’est vrai pour n = 0 et n = 1. L’ensemble

E={neN:nx=i(n)xz}
est non vide et si n € E alors

m+lz=nrx+z=in)xz+i(l)xzx=in+1) xz

donc (n+1) € E. Ceci prouve le résultat par un raisonnement par récurrence.

étape 9. Soit y € K et n € N*. D’aprées 'étape 8 I'équation nz = y
est équivalente a I’équation i(n)z = y. Elle admet au moins une solution,
i(t)xy= ﬁ x y. Montrons que c’est la seule solution. Soit z et 2’ dans K
vérifiant nz = nz’ = y. On a alors nx = 0 avec x = z — z/. Puisque n # 0

ceci signifie que z =0 et z = 2/,
étape 10. Montrons que i est unique. On considere une application j qui
vérifie j(1) =1 et si 7, s € Q alors
J(r+s) =j(r) +i(s).

— On aj(0)=j0+0)=3j0)+j0) donc j(0) = 0.

~SireQonaj(r)+j(—r)=jr+(-r)) =j0) =0donc j(r) = —=j(—r).
En particulier j(—1) = —j(1) = —1.

— Soit r € Q et n € N. Montrons que j(nr) = nj(r). C’est vrai si n = 0.
Par conséquent I’ensemble

E={neN:jnr)=njr)}
contient 0 et si n € £ alors
J((n+1)r) =jlnr+r) =j(nr) +j(r) = nj(r) +i(r) = (n + 1)j(r)
et donc (n+ 1) € E. Ceci montre par récurrence que F = N et que si

n € N alors j(nr) = nj(r).
Ces résultats sont valables en particulier pour i.
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— Soit n € N*. On a

1=5(1) =j(n ) = ni(. )
et 1 1
1=i(1) = 1(”5) = m(;)
Par conséquent
ni(h)=1=ni(})
et donc . |
J(ﬁ) = i(ﬁ)

IT1.3. convention En raison de ’existence et de I'unicité de i on identifie
N, Z et Q a des sous-parties de K.

IT1.4. notation Sin € N* et y € K alors on a prouvé (étape 9 de la preuve
de la proposition précédente) que 'équation nz = y admet une et une seule
solution qu’on note £ ou %y.

IV. Propriété d’Archimeéde, partie entiere, le cas de Q

IV.1. définition Un corps archimédien est un corps commutatif totalement
ordonné (K, +, x, <) qui vérifie la propriété d’Archiméde : pour tout si z € K
et pour tout y € K7, il existe N € N tel que z < Ny.

IV.2. proposition Soit (K,+, x,<) un corps commutatif totalement or-
donné. Si K n’est pas archimédien il existe € € K7 tel que pour tout n € N

1
0na0<5<n—+1.

IV.3. preuve Puisque K est supposé non archimédien, il existe x € K et
y € K7, tels que pour tout n € N on a ny < x. En particulier y < z et donc
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r € K}. Onpose e = £. On a ¢ € K% et ne < 1 pour tout n € N. On a
donc (n + 1)e < 1 pour tout n € N. Ainsi € < #1 pour tout n € N.

IV.4. proposition Soit (K, +, x,<) un corps commutatif totalement or-
donné. Si K n’est pas archimédien il existe K € K7 tel que pour tout z € Z
onaz< K.

IV.5. preuve Il suffit de prendre K = % avec ¢ donné par la proposition
précédente.

IV.6. proposition Soit (K, +, x,<) un corps archimédien. Si x € K il
existe un unique z € 7 tel que z < x < z + 1.

IV.7. preuve Puisque K est archimédien il existe N € N tel que |z|4+1 < N.
On a donc
—N <z <N.

Soit
E={neN:-N+n<z}

L’ensemble F est non vide car il contient 0. L’entier naturel 2/N n’appartient
a Fcarx < N = —N+42N. De plus si n € N et 2N < n alors par
transitivité x < n et donc n ¢ E. Ainsi 2N est un majorant de F et F est
un sous-ensemble de N non vide et majoré. Il possede donc un plus grand
élément ng. On a ng € E et, puisque c’est un majorant, (ng+ 1) ¢ E. On a
donc —N +ny < r mais x < —N + (ng+ 1). On pose z = —N +ng. On a
bienze€Zet 2 <z < z+1.

Considérons 2/ € Z. Si 2/ < zalors 2/ +1 < zdonc 2/ +1 <z Siz<2
alors z + 1 < 2/ donc x < 2/. Par contraposée si 2’ < x < 2/ + 1 alors z < 2/
et 2/ < zdonc 2z = 7.

IV.8. remarque La propriété d’Archimede est essentielle pour prouver
I'existence de partie entiére. En effet d’aprés la remarque précédente si le
corps (K, +, X, <) est un corps commutatif totalement ordonné mais non
archimédien il existe € K (prendre pour x le K € K7 de la remarque) tel
que pour tout z € Zona z < z+1<uz.

IV.9. définition Soit (K, +, x, <) un corps archimédien. Si x € K 'unique
z € K tel que z <z < z+ 1 est appelé partie entiere de x.

IV.10. proposition Le corps Q est archimédien.

IV.11. preuve Soit (p,q) € Z x N* et (n,m) € N* x N* tels que r = £ et
s = . Puisque ¢,n € N*onag>1etn>1doncgn>1et gn—12=>0.
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On pose |plm = N. Alors

NS—T — |p|qn_
plan — o
pign p
> . (car [p| > p)
> Izil(qn—l)
q
> 0 (car gn — 1 > 0)

donc r < Ns.

IV.12. définition Soit (K, +, x, <) un corps commutatif totalement or-
donné. Un sous-ensemble X de K est dense si pour y, z € K quelconques tels
que y < z il existe z € X tel que y < z < z.

IV.13. proposition Soit (K, +, X, <) un corps commutatif totalement or-
donné. Il est archimédien si et seulement si Q est dense.

IV.14. preuve On suppose que K est archimédien. La partie entiere est donc
bien définie. Soit v,z € K tels que y < z. Soit g la partie entiere de ﬁ
Cest I’ < = )<q+1 Onadonc0<—<z—yet
y<y+ 9<% Soit p la partie entiere de (¢ + 1)y. C’est I'entier relatif tel

quep<(q—|—1)y<p+1 Onadonc <y<§ﬁ:q+l+?_y+ﬁ<z
Ainsi le rationnel r = pi} vérifie y < r<z.

On suppose que K est archimédien. Il existe alors K € K strictement
supérieur a tout entier. Soit r un rationnel et n sa partie entiere. On a n <
r<n+1< K < K+ 1. Ceci montre que tout z € K tel que K <z < K+1

n’est pas rationnel. L’ensemble Q n’est pas dense dans K.

IV.15. définition Soit (K,+, x,<) un corps commutatif totalement or-
donné. On dit qu’il possede la propriété de la borne supérieure si tout sous-
ensemble non vide et majoré de K possede une borne supérieure. On dit qu’sl
possede la propriété de la borne inférieure si tout sous-ensemble non vide et
minoré de K possede une borne inférieure.

IV.16. proposition Soit (K, +, x, <) un corps commutatif totalement or-
donné. Il possede la propriété de la borne supérieure si et seulement si il
posséde la propriété de la borne inférieure.

IV.17. preuve Il suffit d’observer que si S est la borne supérieure d’un
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sous-ensemble X de K alors —5 est la borne inférieure du sous-ensemble
—X={-xz:2€ X}

et si I est la borne inférieure d’un sous-ensemble Y de K alors —1I est la
borne supérieure du sous-ensemble

Y ={-y:yeY}

IV.18. proposition Soit (K, 4+, x, <) un corps commutatif totalement or-
donné. S’il posséde la propriété de la borne supérieure alors il est archimédien.

IV.19. preuve Soit € K et y € K*. Si x < 0 alors x < ny pour tout
entier naturel n. Supposons x > 0. L’ensemble X des my tels que m € N et
my < x est non vide car il contient 0 et il est majoré par x. Il admet une
borne supérieure S. Si X = {my|m € N} alors pour tout entier naturel m
on aurait my < S mais aussi (m + 1)y < S. Ceci impliquerait que S — y qui
est strictement plus petit que S car y > 0 serait un majorant de X. Ceci
contredirait le fait que S soit la borne supérieure de X. Par conséquent il
existe un entier naturel N tel Ny € K\ X. Il vérifie z < Ny. Ainsi K est
archimédien.

IV.20. définition Soit (u,, v, )nen la suite récurrente de premier terme (1, 0)
et associée a la fonction f de N? définie par f(m,n) = (m* (n+1),n + 1).
La suite (u,)nen ainsi définie s’appelle la factorielle. On note u,, par n! et on
dit « factoriellen ». Ona 0l =1l=1et (n+ 1)! =n! x (n+ 1).

IV.21. proposition Soit n € N. Alors n! > 0 et si k € N est tel que
0 < k <n alors, il existe | € N tel que kl = nl.

IV.22. preuve Si n € N on note P, la propriété « n! > 0 et si £k € N est
tel que 0 < k < n alors, il existe [ € N tel que kl = n! ».

Les propriétés Py et P; sont vraies.

Soit n € N*. On suppose que P, est vraie. Soit £ € N tel que 0 < k <
n+ 1. Sik < n, dapres P, il existe I’ € N tel que kI’ = n!. On a alors
kl = (n+1)! avec I =1 x (n+1). De plus (n+ 1)! =n! x [ avec [ =n + 1.
Par conséquent si P, est vraie alors P, 'est aussi.

On vient de prouver la proposition par récurrence.

IV.23. proposition Le corps Q ne posséde pas la propriété de la borne
supérieure.
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1
IV.24. preuve Soit x = (z,),en la suite définie par z, = Z o sineN
k=0 *
11

nn!’

et ¥y = (Yn)nen la suite définie par vy, = =, +
Soit n € N. Montrons que

Tn < Tnt1 < Ynt1 < Yn-

1 1

1
On a z,y1 = z, + [CEsy] et Yni1 = Tpa1 + donc x, < x,.1 et

Ll . nil—l (nTl)!
Tot1 < Ynt1- ON @ Y — Ypy1 = nnl T D! el (ngD)! donc
_(n+1)?—-nn+2) 1
Yo =t = i D+ 1) nln+ D(n+ 1)
et Ynt1 < Yn.

Ainsi la suite x est strictement croissante, la suite y est strictement dé-
croissante et tout terme de x est majoré par tout terme de .
Montrons par récurrence que si n € N alors n! x z,, € N (propriété P,).

La propriété P, est vraie. Soit n € N. On suppose P, vraie. On an!xx, € N.

Or

(Nt DXz = (04 DX (@0 + iy

(n+1)x (n! xx,)+1
On a donc (n+ 1)! X 2,01 = (n+ 1) x (n! x z,) + 1 € N. Ceci prouve par
récurrence que si n € N alors n! x x,, € N.
Soit n € N. Montrons que

n! xx, <n!'xy, <n!xx,+1

Onavy, =x,+ % Par conséquent n! x vy, = n! x x,, + % et donc n! x z,, <
n! Xy, <n!xx,+ 1.

On consideére 'ensemble X = {z,, : n € N}. C’est un sous-ensemble non
vide de Q et majoré strictement par tout élément y de Y = {y, : n € N}.

Montrons par ’absurde que X ne possede pas de borne supérieure. On
suppose donc X posséde une borne supérieure g avec p € Z et ¢ € N* et
on va chercher une contradiction. Pour tout n € N on a z, < % < yp. Par
conséquent

n!xxn<n!><2<n!><?/n§n!><xn+1.
q
En prenant n = ¢ on obtient

dxz,<(@g—xp<gxy, <g¢gxz,+1
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et donc
g xz,<(@g—D!Ixp<g xy, <qg xz,+1.

Or, puisque (¢ — 1)! X p est un entier naturel, il ne peut étre strictement
compris entre les deux entiers naturels successifs ¢! x z, et ¢! x x, + 1. On
obtient une contradiction qui prouve que X n’a pas de borne supérieure bien
qu’il soit majoré.

V. Opérations sur les suites dans un anneau commutatif

V.1. notation Soit (A, +, xX) un anneau commutatif. L’ensemble des suites
dans A est noté AN.

V.2. notation Si u = (u,)nen € AN on désigne par (—u) ou —u la suite
(_un)nEN'

V.3. notation On désigne par 0 la suite de termes tous égaux a 0 et par 1
la suite de termes tous égaux a 1.

V.4. proposition L’ensemble AN muni des lois + et x est un anneau
commutatif. Le neutre pour + est la suite constante égale a 0 et le neutre
pour X est la suite constante égale a 1. L’inverse pour l’addition d’une suite
est la suite de termes inverses pour l’addition dans A.

V.5. preuve Soit u,v,w € AN. Pour tout n € N alors

U, +0=0+u, = u,

Up + (—u,) = 0
Up +Vy = Uy + Uy
Up + (Up +wy) = (up+v,) +wy,
u, X1 = 1xu,
Up X Uy = Up X Up
Up X (Uy X wy) = (Uy X vp) X Wy,

Up, X (U, + wy) (n X Uy) + (uy X wy,)
(Un +vp) Xwy, = (Up X V) + (v X wy).
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Par conséquent en passant aux suites on a bien

u+0=0+u = u 0 est neutre pour +)

(
u+(—u) =0 (I'opposé de u est — u)
u+wv = v+tu (commutativité de +)
ut+(v+w) = (utv)+w (associativité de +)
ux 1 = 1lxu (1 est neutre pour X)
u X v = vXu (commutativité de x)
uX (vxw) = (uxv)Xw (associativité de x)
ux (v+w) = (uxv)+(uxw) (distributivité de x
(ut+v)xw = (uxv)+(vxw) par rapport a +).

V.6. convention Comme d’habitude on utilise les propriétés d’associativité
et de commutativité de + et X et on donne la priorité de x sur + pour
simplifier le parenthésage. Le symbole x et parfois omis. Ainsi le produit
u X v peut étre noté uw.

VI. Les suites convergentes dans un corps commutatif totalement
ordonné

On considere (K, 4, x, <) un corps commutatif totalement ordonné.

VI1.1. définition Soit I € K. Une suite u € KN est dite convergente de
limite | ou converge vers [ si pour tout € € K7 il existe un rang N € N tel
que pour tout entier naturel n supérieur ou égal & N on a |u, —[| < ¢ :

Vee K ANENVRENR >N = |u, — | <e.

VI.2. notation Si u = (u,),en est une suite convergente de limite [ on pose

lim wu, = 1.
n—-4o0o

VI1.3. proposition Soit u € KN et Il € Q tels que hIJP u, = [ et

lim w, =10". Alorsl =1'.

n—-+0o

V1.4. preuve Soit € € K* . Soit alors N et N’ deux entiers naturels tels que
pour tout n € N on a :

-sin > N alors |u, —[| < 5,

-sin > N’ alors |u, —I'| <5.
Les entiers N et N’ existent car lim u, =let lim wu, =1 et ceeekKi.

n—-+o0o n—-+00
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On note ng le plus grand des deux entiers naturels N et N'. On a |u,, —1| < §
et |uy, —U'| < 5. On a donc |up, —I| + |up, —I'| < e. Or d’apres I'inégalité
triangulaire |l — I'| < |up, — I| 4 |un, — '|. Par conséquent |l — I'| < e. Ainsi
pour tout € € Q¥ on a |l — '] < e. Ceci implique que [ =I".

V1.5. définition Une suite u € KN est dite convergente s'il existe [ € K tel

que lim wu, =I[.
n—-—+00

VI.6. exemples Si [ € K alors la suite constante u = (up)nen avec u, =1
quelque soit n € N est une suite convergente de limite [ (pour tout € € K
prendre N = 0).

Si le corps K est archimédien la suite u = (u,)nen avec u,, = —gsine€N
est une suite convergente de limite 0 (utiliser le fait que K est archimédien
et si ¢ € K7 prendre pour N un entier N € N tel que Ne > 2). Si le corps K
n’est pas archimédien alors il existe ¢ € K7 tel que € < u,, pour tout n € N.
La suite u n’est donc pas convergente.

1

VI.7. notation On note £(K) ’ensemble des suites convergentes. Si [ € K
on note L£(K); 'ensemble des suites convergentes de limite .

VI.8. proposition La famille (L(K);)ex est une partition de L(K).

VI.9. preuve On a vu que si u € L(K) alors il existe un unique | € K tel
que u converge vers | donc L(K),NL(K)y =0sil # 1" et LIK) = Uex L(K);.

VI.10. proposition Soit (K, +, x, <) un corps commutatif totalement or-
donné. On suppose que K est archimédien. Soit u € KN une suite et soit
[ € K. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1 - pour tout M € N il existe un rang N € N tel que pour tout entier naturel
n supérieur ou égal a N on a |u, — 1| < ﬁ

2 - pour tout v € QY il existe un rang N € N tel que pour tout entier naturel
n supérieur ou égal a N on a |u, — 1| <r

3 - pour tout € € K7, il existe un rang N € N tel que pour tout entier naturel
n supérieur ou égal a N on a |u, — 1| <e (u € L(K);).

VI.11. preuve L’assertion 3 implique I’assertion 2 qui implique I’assertion 1

en raison des inclusions {ﬁ : M € N} C Q% C K. Il reste a montrer que

I'assertion 1 implique I'assertion 3. Soit € € K . Puisque K est archimédien

et que % € K7, la partie entiere M de % existe et ¢’est un entier naturel. On a

0<M< % < M+1 et donc0< ﬁ < e. Soit N € N donné par 'assertion
1

1. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a N on a |u, — | < 377
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. 1 . J P N
Puisque 3777 < €, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a N on a

|un, — I| < e. L’assertion 3 est donc vérifiée des que Iassertion 1 'est.

VI.12. corollaire Soit (K,+, x,<) un corps commutatif totalement or-
donné. Si K est archimédien alors £(Q) C L(K) N QN. De plus sil € Q
alors u € QN appartient @ L(Q); si et seulement si elle appartient a L(K);.

VI.13. preuve On a £(Q) € QN et Q € K donc QN c KN. Soit | € Q.
D’apreés la proposition, pour tester si une suite appartenant & QN appartient
a L(K); il suffit de prendre les € € Q%. Par conséquent toute suite u € QN
est dans £(Q); si et seulement si elle est dans £(K);.

VI1.14. proposition Soit u,v € KN deux suites convergentes de limites | et
I'. On suppose qu’il existe N € N tel que pour tout n € N qui vérifie N <n
on au, <wv,. Alorsl <.

VI1.15. preuve On raisonne par contraposée. On suppose que I’ < [. On
pose € = % Puisque € € K7 il existe M, M’ € N tels que si n € N alors

M<n=lu,—1|<e

et
M <n=|v, -1 <e.
On a donc L
M§n$7:1—5<un
et ,
M’gn:>vn<l’+€:lj;l.

Ainsi si M" désigne le plus grand des deux entiers naturels M et M’ alors
pour tout entier naturel n supérieur ou égal & M’ on a v, < # < Uy,. Ceci
contredit I’hypothese « il existe N € N tel que pour tout n € N qui vérifie
N <nonau, <uv,».

VI1.16. corollaire Soit u € KN une suite convergente de limite | et soit
x € K. On suppose qu’il existe N € N tel que pour tout n € N qui vérifie
N <nonazx < u, (respectivement u, < x.) Alors x < | (respectivement
[ <x).

VI1.17. preuve Il suffit d’appliquer la proposition précédente en prenant
pour v la suite conctante égale a x.
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V1.18. proposition Une suite u € KN est bornée si et seulement si il existe
K € K tel que pour tout n € N |u,| < K.

VI.19. preuve S’il existe un tel K alors K est un majorant de la suite
et —K est un minorant. La suite est donc bornée. Réciproquement si la
suite est majorée par M et minorée par m alors K = |m| + |M]| vérifie
—K <m < M < K par conséquent pour tout n € N on a |u,| < K.

V1.20. proposition Si u,v € KN sont bornées alors u + v et uv le sont
aussi.

VI1.21. preuve Puisque u et v sont bornées il existe K, K’ € K7 tels que
pour tout entier naturel n on a |u,| < K et |v,| < K’. Sion pose K" = K+ K’
et K= K x K’ on a pour tout n € N

|ty + v,| < K" (inégalité triangulaire)
et, puisque l'ordre respecte la multiplication par des éléments positifs,
[t X Vn| = U] X v, < K.
Par conséquent u + v et uv sont bornées.

V1.22. proposition Si v € KN est minorée par K € K. alors pour tout

n € N u, >0 et la suite v € KN définie par v, = ui sin € N est majorée
1 n

par .

VI.23. preuve Soit n € N. De 0 < K < u,, il vient 0 < Ku,, puis 0 < .

Par conséquent puisque l'ordre est compatibles avec la multiplication par

des éléments positifs on déduit de 0 < K < u, et des égalutés 0 = 0 x Kt ,
1 1 1 1 1 1
E:KXmet?:Unquueo<E§?.

VI1.24. proposition Toute suite convergente est bornée.

VI.25. preuve Soit u = (u,),eN une suite convergente de limite [. Il existe
N € N tel que si n € N est tel que n > N alors |u, — | < 1. On a donc si
n>NIl—-1<u, <l+1. Soit My =max{u, : n < N} et mg = min{u, :
n < N}. On pose M = max{My + 1,{ + 1} et m = min{mo — 1,1 — 1}. Si
n € Nona

m < u, < M.

VI.26. proposition Soient u = (u,)nen €tV = (Vy)nen deur suites d valeurs
dans K. Si u est convergente de limite O et si v est bornée alors la suite uv
est convergente de limite 0.
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VI1.27. preuve Soit K € K tel que pour tout n € N on a |v,| < K. Soit
e € K. On pose ¢’ = . Puisque €’ € K7 et que u est convergente de limite
0 il existe N € N tel que pour tout entier naturel supérieur ou égal a N on a
|u,| < €’. Par conséquent pour tout entier naturel supérieur ou égal & N on
a |u,v,| < & x K = e. Ceci montre que la suite uv est convergente de limite

0.

VI.28. proposition L’ensemble L(K) est non-vide, il contient les suites O
et 1, il est stable par + et x et muni de ces lois ¢’est un anneau commutatif.
De plus, si u,v € L(K) sont des suites convergentes de limites r et s alors
u~+ v a pour limite r + s et uwv a pour limite rs.

VI.29. preuve Soit u,v € L(K) de limites r et s.
Montrons que u + v appartient & L(K) et a pour limite r + s.
Fixons € € K7.. Soit N, N' € N tels que pour tout n € N
-sin > N alors |u, —r| < g,
-sin > N’ alors |v, — s < 5.
Les entiers N et N’ existent car lim wu, =ret lim v, = set s €eeKi.

n—-4oo n—-+o0o

On note ng le plus grand des deux entiers naturels N et N'. Si n € N vérifie
n>mngona |u, —r| <3 et|v, —s| < 5. Onadonc |u, —r|+ v, —s| <e. Or
d’apres I'inégalité triangulaire |(u, +v,) — (r + 8)| < |u, — r| + |v, — s|. Par
conséquent |(u, +v,)— (r+s)| < . Ceci prouve que la suite v+ v appartient
a L(K) et a pour limite r + s.

Montrons que uv appartient a £(K) et a pour limite rs. Puisque la suite
v est dans L£(K) elle est bornée. Il existe donc K € K* tels que |r| < K et
pour tout n € N |u,| < K.

Fixons € € K% . Puisque u,v € L(K) et que 53 € K7, il existe N, N' € N
tels que pour tout n € N

-sin > N alors |u, —r| < 5%,

-sin > N" alors |v, — 5| < 5%.
On note ng le plus grand des deux entiers naturels N et N’. Observons
maintenant que si n € N on a

Uy — 178 = (Uy — )V, + 7(V, — 5)
par conséquent

[unvn, — 18| < |up — 7| X |vg| + |r| X v, — s|.
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Ainsi si n € N est tel que ng < n alors

|unvn—7’s|<i><K—|—K><i

2K oK

Ceci prouve que la suite uv appartient a £(K) et a pour limite rs.

VI1.30. proposition Soit (K, +, x, <) un corps archimédien. Pour tout x €
K il existe une suite 7 = (r,)nen € QN de rationnels convergente dans K et
de limite x.

VI.31. preuve Si n € N on note p, la partie entiére de (n + 1)z et on
pose r, = npjl. La suite r = (1,)nen ainsi définie est une suite de rationnels.
Montrons que cette suite est convergente dans K de limite z.

Soit € € K, . Considérons la partie entiere N de é C’est un entier naturel

1 . o 1 .
car . est strictement positif. On a 0 < 5 < e. Soit n € N. On a p, <

(n+1)x < p,+1. Si on divise par n+ 1 qui est strictement postif et si ensuite
on retranche 7, on obtient 0 < z — 1, < n%rl et donc |r, — x| < n%rl Par
1 1
n+l — N+1

conséquent si N < n alors |r, — x| < < e. Ceci prouve que la

suite r est convergente de limite x.

VI.32. remarque Si (K, +, x, <) est un corps commutatif totalement or-
donné qui n’est pas archimédien il posede des éléments qui ne sont pas limite
de suite de rationnels. En effet il existe K € K tel que z < 2+ 1 < K
quelque soit l'entier relatif z. Par conséquent si r = (r,)nen est une suite
de rationnels alors pour tout n € N on a, en notant z, la partie entiere de
Tny Zn < Ty < 2p+1 < 2z, +2 < K et donc 1 < |r, — K|. Aucune suite de
rationnels ne tend vers K.

VII. Les suites de Cauchy dans un corps commutatif totalement
ordonné

On considére (K, +, x, <) un corps commutatif totalement ordonné.

VII.1. définition Une suite v € KN est une suite de Cauchy si pour tout
e € K7 il existe un rang N € N tel que pour tout couple (n,m) d’entiers
naturels supérieurs ou égaux a N on a |u, — Uy,| < € :

Vee K ANeNVn,meNn,m>N = |u, — up| <ce.

VII.2. proposition Toute suite convergente est de Cauchy.
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VIIL.3. preuve Soit u € L(K) et soit [ la limite de u. Montrons que u € C(K).
Soit ¢ € K7.. Puisque 5 € K7 il existe N € N tel que pour tout n € N, si
N > n alors |u, — [ < 5. Par conséquent, d’apres I'inégalité triangulaire on

a pour tout couple (n,m) d’entiers naturels supérieurs ou égaux a N

|un—um|§\un—l|—i-|l—um|<§—i-E
2 2
et donc

[t — U | < €.
La suite u est bien de Cauchy.
VII.4. proposition Toute suite de Cauchy est bornée.

VIL5. preuve Soit u € C(K). Puisque 1 € K7 il existe N € N tel que
pour tout tout couple (n,m) d’entiers naturels supérieurs ou égaux a N
|tn, —um| < 1 et donc d’apres I'inégalité triangulaire |u,| < |u,,|+ 1. On pose
Ko =max{|u,| :n < N} et K = Ky+2.Ona Ky < Kg+1 < K. Soit n € N.
Sin < N alors |u,| < Ko < K. Si N <nalors |u,| <|uy|+1< Ko+1 < K.
Ceci montre que la suite u est bien bornée.

VIIL.6. notation On note C(K) I'ensemble des suites de Cauchy dans K.

VIL.7. proposition L’ensemble C(K) des suites de Cauchy dans K est non-
vide, il contient L(K), il est stable par + et x et muni de ces lois ¢’est un
anneau commutatif.

VIL.8. preuve On a déja vu que L£(K) C C(K). En particulier il est non
vide et il contient les suites constantes 0 et 1. Puisque C(K) est inclus dans
I'anneau commutatif (KN, +, x) pour montrer que c’est lui méme un anneau
commutatif, il suffit de montrer qu’il est stable par + et x.

Soit u,v € C(K).

Montrons que u + v appartient a C(K).

Fixons € € K7. Soit N, N' € N tels que pour tout n,m € N

- si n,m > N alors |u, — um| < 5,

- sin,m > N" alors |v, —v,| < 5.
Les entiers N et N’ existent car u et v sont de Cauchy et 5 € ¢ € KJ.
On note ng le plus grand des deux entiers naturels N et N'. Si n,m € N
vérifient n,m > ng on a |u, —um| < 5 et [v, —vp| < 5. On a donc |, — |+
|U, — U] < €. Or d’aprés linégalité triangulaire |(u, + v,) — (Up + V)| <
|t — U | + |05 — |- Par conséquent |(u, +vy,) — (U +vm)| < €. Ceci prouve
que la suite u 4+ v appartient a C(K).
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Montrons que uv appartient a C(K). Puisque les suites u et v sont dans
C(K) elle sont bornées. Il existe donc K € K tels que pour tout n € N
[unl, |vn] < K.

Fixons ¢ € K7 . Puisque u,v € L(K) et que 5 € K7 , il existe N, N € N
tels que pour tout n,m € N

-sin,m > N alors |u, — up| < 5%,

-sin,m > N" alors |v, — vp| < 5%.

On note ng le plus grand des deux entiers naturels N et N’. Observons
maintenant que si n,m € N on a

UnVp — U Uy = (Up, — U )V + U (U, — V)
par conséquent
UV — U O | <ty — U | X |n| + [tm| X [0 — U]
Ainsi si n,m € N sont tels que ng < n,m alors

19 13
K4 Kx S —e
Y Y "

Ceci prouve que la suite uv appartient a C(K).

VII.9. définition Soit u € C(K).

On dit que u est asymptotiquement fortement strictement positive s’il existe
e € Ki et N € N tels que pour tout n € N, N <n = u, > ¢.

On dit que u est asymptotiqguement fortement strictement négative s’il existe
e € Ki et N € N tels que pour tout n € N, N <n = u, < —¢.

[UnVp — U O | <

VII.10. proposition Soit u € C(K). La suite u vérifie l'une des trois condi-
tions suivantes mutuellement exclusives :

1 - uw est une suite convergente de limite 0

2 - u est asymptotiquement fortement strictement positive

3 - u est asymptotiquement fortement strictement négative.

VII.11. preuve Soit v € C(K). On suppose que u n’est pas convergente de
limite 0. II existe donc € € K7 tel que pour tout N € N in existe n € N tel
que N < n et e < |u,|. Puisque la suite u est de Cauchy et que § € K7, il
existe N € N tel que pour tout n,m € N, si N' <n,m alors |u, — ty| < §
c’est a dire —5 < u, — u,, < 5. D’aprés ce qui précede il existe N € N tel
que N' < N” et e < |un~|. On a donc & < uyr» ou uy» < —e. Par conséquent
si e < uyn» alors pour tout n € N tel que N' < n on a

€

€—€< ( - )
- = - unr + (u unr ) =1u
9 9 N m N n
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c’est a dire .
5 < Up

et u est asymptotiquement fortement strictement positive. A contrario, si
unn < —e alors pour tout n € N tel que N’ < n on a

€ €
Uy = Unr + (Unp —Unr) < —€4 - = —=
2 2
c’est a dire
' €

et u est asymptotiquement fortement strictement négative.

VII.12. proposition Soit u,v € C(K) :

- u est asymptotiquement fortement strictement positive (respectivement né-
gative) si et seulement si la suite —u est asymptotiquement fortement stric-
tement négative (respectivement positive)

- st u et v sont asymptotiquement fortement strictement positives alors u+ v
et uv sont asymptotiquement fortement strictement positives

- st u est asymptotiquement fortement strictement positive et v convergente
de limite 0 alors u+ v est asymptotiquement fortement strictement positive.

VII.13. preuve Le changement de signes entre u et —u va de pair avec les
changements de signes et d’inégalités entre les définitions de « asymptotique-
ment fortement strictement positive » et de « asymptotiquement fortement
strictement négative ».

Si u et v sont asymptotiquement fortement strictement positives alors il
existe €, € K7 et N, N’ € N tels que pour tout n € N, N <n = u, > cet
N’ <n = v, > ¢ Par conséquent si on note N” le plus grand des entiers N
et N’ et si on note €” le plus petit des éléments e +¢’ et e’ alors on a ¢” € K
et pour tout n € N, N <n = u, +v, >c" et N' <n = u,v, >¢c". Ainsi
u + v et uv sont asymptotiquement fortement strictement positives.

Si u est asymptotiquement fortement strictement positive alors il existe
e € Ki et N € N tels que pour tout n € N, N < n = u, > €. Si de plus
v est convergente de limite 0 alors, puisque § € K7, il existe N’ € N tel

2

que pour tout n € N supérieur ou égal a N' on a |v,| < § c’est a dire et
N'<n = —5 < w, < 5. Par conséquent si on note N" le plus grand des

entiers N et N’ alors on pour tout entier naturel n supérieur ou égal a N”

° € 6< +
5 ¢ 3 Up, (%%
2 2
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et donc u + v est bien asymptotiquement fortement strictement positive car
s e K1
2 +

VII.14. proposition Soit u € C(K). Si u est asymptotiquement fortement
strictement positive alors il existe v € C(K) asymptotiquement fortement
strictement positive telle que uv est une suite convergente de limite 1.

VII.15. preuve Puisque u € C u est bornée et il existe K € K7 tel que
lu,] < K pour tout n € N. Puisque u est asymptotiquement fortement
strictement positive il existe ¢ € K% et N € N tels que pour tout n € N,
N < n = u, > . En particulier u,, > 0 pour tout n € N supérieur ou
égal 21 N. On note v = (v,)nen la suite définie par v, = 1 sin < N et
v, = = si N < n. Soit ¢’ € K. Puisque u est de Cauchy et que ge? e K7
il exlste N € N tel que pour tout n,m € N supérieur ou égal a N’ on a
|y, — | < €'%. Par conséquent si n € N est supérieur au maximum N” des
deux entiers naturels N et N’ on a
Uy — Up| €2

— e < —=
[on = Ul = F S < e €

c’est a dire

|, — vm| < €.
Ceci prouve que la suite v est de Cauchy. Elle est asymptotiquement forte-
ment strictement positive car tout n € N, N < n = v, > % et % € Ki.
Enfin la suite uv est convergente de limite 1 car pour tout n € N supérieur
ou égal a N on a u,v, = 1.

VIIL.16. corollaire Soit u € C(K). Si u est asymptotiquement fortement
strictement négative alors il existe v € C(K) asymptotiquement fortement
strictement négative telle que uv est une suite convergente de limite 1.

VII.17. preuve La proposition précédente appliquée a —u qui est asymptoti-
quement fortement strictement positive donne w € C(K) asymptotiquement
fortement strictement positive telle que (—u)w est une suite convergente de
limite 1. Par conséquent v = —w € C(K) est asymptotiquement fortement
strictement positive et uv est une suite convergente de limite 1.

VII1.18. proposition Le corps K possede la propriété de la borne supérieure
si et seulement si il est archimédien et C(K) = L(K).

VII.19. preuve On suppose que K posseéde la propriété de la borne supé-
rieure. On a déja montré qu'il était alors archimédien. On consideére u € C(K)
et on va montrer que u € L(K).
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Puisque K possede la propriété de la borne supérieure il possede donc
aussi la propriété de la borne inférieure. Puisque u est de Cauchy elle est
bornée. Par conséquent si n € N l'ensemble E,, = {uy : k € N,n < k} est
non vide et borné et puisque K posséde la propriété de la borne inférieure, il
existe v,,w, € K tel que v,, = inf F,, et w,, = sup F,,. On définit ainsi deux
suites v = (v,)nen €t w = (W, )nen dans K. Sin € N alors F, .1 C E, C Ej
et donc v, < wv,11 < wp. Ainsi la suite v est croissante et tout terme de v est
majorée par wy. Puisque 'ensemble V' = {v, : n € N} est majoré par wy,
il possede une borne supérieure [ = sup V. Montrons que la suite u converge
vers .

Soit e € K’ . Puisque u est de Cauchy et que $ € K7, il existe N € N tel
que pour n,m € N, si N < n,m alors |u,, — u,| < €2. Puisque | = sup{v, :
n € N}et quel — £ < [il existe N' € N tel que | — § < vy < [. Puisque v
est croissante et que [ = sup{v, : n € N} pour tout n € N tel que N’ <n
onal—z <wvy <wv, <leten particulier |v, —I| < 5. Soit N” le plus des
entiers N et N'. On a |vy» —I| < 5 et pour n,m € N tels que N” < n,m on
a |ty — up| < 5. Or, puisque Vyr = inf{uy : k € N, N" < k} il existe m € N
tel que N < m et Vyr <, < Vw4 5 et en particulier |u, —vyn| < 5.
Par conséquent si n € N est tel que N” < n alors

£
[tun, — 1| < |up — | + |tm — onr| + oy =1 < 3§ =c

c’est a dire
lu, — 1] <e.
Ceci prouve que la suite u converge vers [.

Réciproquement on suppose que K est archimédien et que C(K) = L(K).
On considére un sous-ensemble X non vide et majoré de K et on va montrer
que X possede une borne supérieure. Si X est un singleton c’est immeédiat.
On suppose donc qu’il existe au moins deux éléments r < 2’ dans X. On
pause 7 =2’ —x : 7 € K. Soit M un majorant de X : onaz <z’ < M. Si
n € N on note E,, I'ensemble des k € N tel que z + k%5 est un majorant
de X. Puisque K est archimédien et que =5 € K7, il existe N € N tel que
M- <N nL—i—l Un tel N appartient a F,. Ainsi F,, est un sous-ensemble
non vide de N. Il posséde un plus petit élément k,,. On pose u,, = x + kng-
Par définition u,, est un majorant de X. En particulier x < 2’ < u,, et donc
0 < k,. Puisque k, = min E,, et que 0 < k,, k, — 1 est un entier naturel qui
n’est pas dans E, et v, =z + (k, — l)n%rl n’est pas un majorant de X.
Montrons que la suite u = (u,),en est de Cauchy.
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Soit ¢ € K. Puisque K est archimédien il existe un entier N € N tel
que 7 < (N + 1)e. Soit n,m € N tels que N < n,m. quitte a permuter n et
mon a u, < u,. Puisque u,, est un majorant de X et que v,, n’en est pas
un il existe ” € X tel que v, < 2" < u,,. Par conséquent 0 < u,, — 2" <
U —Um = 707 < w3 < € et donc |um — 2| < e. Pusque u,, est un majorant
de X et que u,, < u,, on a 2’ < wu, < u,, et donc 0 < u,, —u, < u,, — et
donc [ty —uy,| < |uy, —2”|. Ainsi, puisque |u, —2”| < ¢ il vient |u,, —u,| < €.
Ceci prouve que la suite u est de Cauchy.

Puisque la suite u est de Cauchy, elle est convergente. Soit [ sa limite.
Montrons que [ = sup X. Soit y € X. Puisque pour tout n € N u, est un
majorant de X on a y < u,. Par conséquent la limite [ de la suite u vérifie
aussi y < [. Ainsi [ est un majorant de X. Pour montrer que [ = sup X il
reste a montrer que si z € K vérifie z < [ alors z n’est pas un majorant de X.
Soit donc un tel z. Puisque ¢ = Z’TZ € K7 il existe N € N tel que sin € N
vérifie N’ < n alors |u, — | < e. Il existe aussi N” € N tel que 7 < (N + 1)e.
Soit alors n le plus grand des deux entiers N’ et N”. On a |u, — | < € et
Uy = Up — n%rl n’est pas un minorant de X alors que u, en est un. Il existe
donc 2’ € X tel que v, < 2/ < w, et donc |u, — 2/| < 5 < nhg <€ Clest
a dire |u, — 2’| < . On en déduit de |u, — | < € et de |u, — 2| < € que
|l — 2’| < 2¢ et donc que z =1 —2¢ < 2. Ainsi z n’est pas un minorant de X.

VIII. Les suites de Cauchy dans un corps archimédien
On considére un corps archimédien (K, +, x, <).

VIII.1. proposition Soit u € KN une suite et soit | € K. Les trois asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1 - pour tout M € N il existe un rang N € N tel que pour tout couple (n,m)
d’entiers naturels supérieurs ou égauz a N on a |u, — ty| < ﬁ

2 - pour tout r € QY. il existe un rang N € N tel que pour tout couple (n,m)
d’entiers naturels supérieurs ou égaur a N on a |u, — up| <7

3 - pour tout € € K, il existe un rang N € N tel que pour tout couple (n,m)

d’entiers naturels supérieurs ou égaur a N on a |u, — uy| < € (u est de

Cauchy).

VIII.2. preuve L’assertion 3 implique I’assertion 2 qui implique 1’assertion
1 car il y a les inclusions {ﬁ : M € N} € Qi C K. Il reste a montrer que
I'assertion 1 implique I'assertion 3. Soit € € K . Puisque K est archimédien
et que % € K7 la partie entiere M de % existe et ¢’est un entier naturel. On a
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o<M<! - <M+1etdonc0< 575 <e. Soit N € N donné par I'assertion
1. Pour tout couple (n,m) d entlers naturels supérieurs ou égaux a N on a
[t — Uy | < M T Puisque M 7 < € pour tout couple (n,m) d’entiers naturels
supérieurs ou égaux & N on a |u, — u,,| < €. L’assertion 3 est donc vérifiée
des que 'assertion 1 l'est.

VIIL.3. corollaire C(Q) = C(K) N QN.

VIIL.4. preuve On a C(Q) € QN et Q C K donc QN c KN. De plus
d’aprés la proposition, pour tester si une suite appartenant & QN appartient
a C(K) il faut et il suffit de prendre les € € Q%. Par conséquent toute suite
u € QN appartient a C(Q) si et seulement si elle appartient a C(K).

VIIL.5. proposition Siu,v € C(K) et v est asymptotiquement fortemement
strictement positive alors il existe M € N tel que Mv — u est asymptotique-
ment fortemement strictement positive.

VIIL.6. preuve Puisque v € C(K) alors u est bornée et il existe K € K7
tel que pour tout n € N on a |u,| < K. Puisque v est asymptotiquement
fortement strictement positive il existe e € K% et NV € N tel que pour tout
entier naturel supérieur ou égal a N on a ¢ < v,,. Puisque K est archimédien et
que € € K7 il existe N’ € N tel que K < N'e. Par conséquent sin € N est tel
que N <nalors u, < K < N'e < (N'+1)e < (N'+1)v,. Par conséquent la
suite Mv—u avec M = N’'+1 est asymptotiquement fortemement strictement
positive.

VIII.7. proposition Siu € C(K) il exister € C(Q) telle que u—r € L(K)o.

VIIL.8. preuve Soit u = (up)nen € C(K). Sin € N on note p, la partie
entiere de (n + 1)u, et on pose r, = npjl i = (Tn)nen ainsi définie
est une suite de rationnels. Montrons que u — r est convergente dans K de
limite 0.

Soit ¢ € K7.. Considérons la partie entiére N de % Elle existe car K
est archlmedlen C’est un entier naturel car 1 est strictement positif. On a

0<N%r1<5.801tn€N.Onapn_( +1)Un<pn+1.SIODdIVlSG
par n +1 qui est strictement postif et si ensulte on retranche r, on obtient
0<u, — < i et donc |u, — r,| < —5. Par conséquent si N < n alors

[, — 10| < < . Ceci prouve que la suite u — r est convergente
n

de limite 0.

+1 — N+1

IX. Les réels
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On considére un corps archimédien (K, 4, x, <).

IX.1. définition On définit sur C(K) la relation Rk suivante. Soit u,u’ €
C(K). Alors uRku' si et seulement si u — u' € L(K)o.

IX.2. proposition La relation Rk est une relation d’équivalence sur C(K)
qui est compatible avec les lois + et X.

IX.3. preuve Soit u!, u?, u? u* € C(K).

Puisque u! — u! = 0 on a u'Rgu'. La relation Rk est réflexive.

Supposons que u'Rgu?. La différence u' — u? appartient a £(K),. Par
conséquent la différence u? — u' appartient aussi & L(K)g et u*Rgu!. La
relation est symétrique.

Supposons que u'Rgu? et que u>Rgu. Les différences u! —u? et u? —u
appartiennent & £(K)g. Par conséquent, puisque u!' —u? = (u! —u?)+(u?—u?),
la différence u! —u?® appartient a £(K)g et u!Rxu?®. La relation est transitivie.

Puisque Rk est réflexive, symétrique et transitive, c’est une relation
d’équivalence.

On suppose que u!'Rgu? et ud3Rku? c’est a dire que les suites u! — u? et
u3—u* appartiennent a £(K)g. Alors (u!+u?)—(u?+u?) = (u' —u?)+(u®—u4)
appartient a L(K)g et donc (u! + u3)Rik (u? + u?). La relationRk est bien
compatible avec 4. De plus (u'u?) — (v?u?) = (u! —u?)u® +u?(u? —ud). Or w3
et u? sont de Cauchy donc bornées. Puisque u! —u? et u® —u* appartiennent
a L(K)p on en déduit que (u! — u?)u? et u?(u® — ud) sont aussi dans £(K)g
et leur somme (u'u?) — (u?u?) également. La relationRk est bien compatible
avec X.

3

IX.4. notation On note +k et Xk les lois induites par + et x sur 'espace
quotient C(K)/Rk. Si u € C(K) on note u¥ sa classe pour Rk.

IX.5. remarque Si u, v, w,t € C(K) sont tels que u+v = w et uv =t alors
7K 1 7K = 7K ot 7K xx 7K = IF.

IX.6. proposition Toute classe pour la relation Rk admet un représentant
dans C(Q) : si z € C(K)/Rxk il existe r € C(Q) C C(K) tel que T¥ = .

IX.7. preuve Soit z € C(K)/Rk et soit u € C(K) un représentant de z :
7K = 2. Puisque K est archimédien pour toute suite u € C(K) il existe

r € C(Q) telle que u—r € L(K)y : les suites u et r sont dans la méme classe.

IX.8. remarque Cette proposition signifie que C(K)/Rk est formé des 7%
avec € C(Q).
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IX.9. proposition Sir € C(Q) alors 7@ = ¥ N QN.

IX.10. preuve Soit r € C(Q). On sait que pour tester si une suite appartient
a C(K) il suffit de prendre les € € Q7.

Par conséquent si s € C(Q) verifie rRqs (c’est a dire si s —r € L(Q)o ou
encore s € 7Q) alors rRis (c’est a dire si s —r € L(K)g ou encore s € 7X).
Ainsi 79 C 7K.

De plus si s € 7¥NQN alors s—r € QN et s—r € L(K). Par conséquent
s—reL(Q)etserT.

IX.11. remarque Cette proposition signifie que si r, s € C(Q) alors 7
si et seulement si 7@ = 59.

IX.12. corollaire I existe une bijection b de C(Q)/Rq dans C(K)/Rk qui
vérifie les propriétés suivantes :

-sir € C(Q) alors b(TQ) = 7K

-sir,s € C(Q alors

K _ <K

b(T? +q352) =b(F +5%) =7 5% = 7 4% 55 = b(7?) +x b(5?)

et

b(TQ xq3%) =b(T X s3) =7 X 5 =X xg 5K = b(F?) xk b(59).

IX.13. preuve Puisque tout élément de C(K)/Rk admet un représentant
dans C(Q) et puisque si r, s € C(Q) on a 7¥ = 3K si et seulement si 7@ = 3%
on en déduit que ’ensemble

{2 7) i r e C(Q)}

est le graphe d’une bijection b entre C(Q)/Rq et C(K)/Rk

Soit 7,5 € C(Q). On a7 +q 5% =7 F 5~ et 7@ xq 5% =7 x 5% On a
aussi TK +x 5K = 7 F 5% et TK xg 5K = 7 x 5. Or b(7Q) = 7, b(5Q) = 5K,
b(r+35%) =7 Fs et b(Txs%) =7 X 5.
Par conséquent il vient

b(FQ +q35%) = b(FF52) =7 F 5" =7 45 55 = b(FQ) +k b(sQ)

et




IX.14. remarque Ce corollaire signifie que I’ensemble C(Q)/Rq muni des
lois +q et xq est identifié a 'ensemble C(K)/Rk muni des lois +x et Xk
par b.

IX.15. notation En raison de I'identification ci-dessus on oublie la référence
a K et on note R 'espace quotient C(K)/Rk et on note encore par + et x les
lois induites par + et x sur R. On note 0 et 1 les classes dont les représentants
sont les suites constantes égales a 0 et 1.

IX.16. définition On appelle ensemble des nombres réels et ’ensemble quo-
tient R = C(K)/R (ouC(Q)/R puisqu’ils sont identifiés par b). Les éléments
de R sont appelés les réels ou les nombres réels.

IX.17. proposition L’ensemble R muni des lois + et X est un corps com-
mutatif. Le neutre pour 4+ est 0 et le neutre pour x est —.

IX.18. preuve On sait que (C(K), +, x) est un anneau commutatif dont le
neutre pour + est la suite constante 0 et le neutre pour x la suite constante
1. Puisque la relation R est compatible avec + et X le quotient R = C(K)/R
muni des lois induites + et X est un anneau commutatif unitaire. Il reste a
montrer que si x € R est différent de 0 il existe y € R tel que zy = 1.
Soit u € C(K) un représentant de x. C’est une suite de Cauchy dans K
asymptotiquement fortement strictement positive ou négative. Il existe donc
v € C(K) asymptotiquement fortement strictement positive ou négative telle
que uv soit une suite convergente de limite 1. La suite uv est dans la méme
classe que la suite constante égale a 1. Par passage au quotient ceci signifie
que zy = 1.

IX.19. définition On définit sur R une relation notée < en posant x < y si
x et y admettent des représentants u et v tels que v — u est convergente de
limite 0 ou v — u est asymptotiquement fortement strictement positive.

IX.20. proposition La relation < est une relation d’ordre total.

IX.21. preuve Soit z,y,z € R.

Soit u un représentant de x. Puisque u — u est la suite constante 0 on a
x < z. La relation < est réflexive.

Supposons que z < y. Il existe de représentants u de x et v de y tels que
v — u convergente de limite 0 ou asymptotiquement fortement strictement
positive. Si v — u convergente de limite 0 alors x = y. Supposons que = # y.
Alors v—u est asymptotiquement fortement strictement positive. Considérons
maintenant des représentants u’' de x et v’ de y. Alors u — u’ et v — v’ sont
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convergentes de limite 0. Or v'—v" = (v —u)+(u—v)+(v—2"). Par conséquent
u' — v’ est asymptotiquement fortement strictement négative quelque soit o/
représentant x et v’ représentant y. Ainsi si x < y et x # y alors on n’a pas
y < x. La relation < est antisymétrique

Supposons que x < y et y < z. Il existe des représentatnts u de =z,
v de y et w de z tel que v — u est convergente de limite 0 ou asympto-
tiquement fortement strictement positive et w — u est convergente de li-
mite 0 ou asymptotiquement fortement strictement positive. Par conséquent
w—u = (w—v)+ (v—u) est aussi convergente de limite 0 ou asymptotique-
ment fortement strictement positive. La relation < est transitive.

La relation < est une relation d’ordre car elle réfléxive, symétrique et
transitive.

Soit u un représentant de x et v un représentant de v. Alors soit v —
u est convergente de limite 0, soit v — u est asymptotiquement fortement
strictement positive, soit © — v est asymptotiquement fortement strictement
positive. Par conséquent soit x < y soit y < . Les éléments de R sont deux
a deux comparables. L’ordre < est total.

1X.22. définition Les réels positifs ou nuls sont les x € R tel que 0 < z.

1X.23. proposition La relation < définie sur R est compatible avec [’addi-
tion et la multiplication par les réels positifs ou nuls.

IX.24. preuve Soit z,y,z € R et u,v,w € C(K) des représentants.

On suppose que z < y : v — u est convergente de limite 0 ou v — u est
asymptotiquement fortement strictement positive. C’est encore le cas pour
(v+w) — (u+w). Or u + w est un représentant de = + z et v + w est un
représentant de y + z. Par conséquent x + 2 = 24+ 2 < y+ 2z =2 +y. La
relation < est compatible avec ’addition.

On suppose que z < y et que 0 < z : v — u est convergente de limite
0 ou que v — u est asymptotiquement fortement strictement positive et w
est convergente de limite 0 ou que v — u est asymptotiquement fortement
strictement positive. C’est encore le cas pour wv — wu = w(v — u) car le
produit d'une suite convergente cers 0 et d’une suite de Cauchy est une suite
convergente vers 0 et le produit de deux suites asymptotiquement fortement
strictement positives est une suite asymptotiquement fortement strictement
positive. Par conséquent zz = zx < yz = zy. La relation < est compatible
avec la multiplication par des réels positifs ou nuls.

IX.25. proposition La relation d’ordre < définie sur R prolonge 'ordre de
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Q. Le corps des réels est archimédien.

IX.26. preuve L’application i qui & r € Q associe sa classe i(r) € R vérifie
par construction i(0) = 0, i(1) = 1 et i(r+s) = i(r) +i(s). Elle respecte donc
I'odre de Q et elle est injective. La relation d’ordre définie sur R prolonge
donc l'ordre de Q.

Soit z,y € R tel que 0 < y. Le réel v admet un représentant v qui est
une suite de Cauchy asymptotiquement fortement strictement positive. Soit
u € C(Q) un représentant de u. Puisque Q est archimédien il existe M € N
tel que Mv — u est asymptotiquement fortement strictement positive. Ceci
signifie que u < Mv. Le corps des réels est bien archimédien.

IX.27. proposition L’application j qui a © € K (z est considéré comme la
suite constante x) associe sa classe j(x) € R vérifie les propriétés suivantes :
J(0)=10,j(1) =1, et siz,y € K, ja+y) = j(2)+i(y) etj(zxy) = j(z)xj(y).
De plus elle est injective et respecte [’ordre.

IX.28. preuve L’application j est la restriction & K C C(K) du passage au
quotient par R . Puisque cette relation est compatible avec les lois on a bien
J(0) =0, j(1) = Let jlz+y) =j) +iy) et j(=z xy) =j(@) x j(y). Elle
est injective et respecte 'ordre car si x < y (dans K) alors la suite y — x
est asymptotiquement fortement strictement positive et donc x et y ne sont
pas en relation par R, ils sont dans des classes j(z) et j(y) différentes et
j(x) <j(y) dans R.

IX.29. remarque Cette proposition signifie que tout corps archimédien
s’identifie a une partie de R.

1X.30. définition Un corps commutatif totalement ordonné K est complet
si toute suite de Cauchy converge c’est a dire si C(K) = L(K).

IX.31. proposition Le corps R est complet : C(R) = L(R)

IX.32. preuve Puisque toute suite convergente est de Cauchy il suffit de
considérer une suite de Cauchy u € C(R) et de montrer qu’elle est conver-
gente.

Puisque R est archimédien il existe une suite de Cauchy r = (7,)nen €
C(Q) tel que u—1r € C(R)g. Il suffit donc de montrer que r € L(R). Puisque
r est une suite de Cauchy dans Q c’est le représentant d’un réel [ € R.
Montrons que la suite r € L(R);.

Soit ¢ € QY. Puisque r est de Cauchy et que 5 € Q7 il existe N € N
tel que si n,m € N sont supérieurs ou égaux a N on a |r, — ry,| < 5. Pour
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conclure il suffit qu’on prouve maintenant que si n € N est supérieur ou égal
a N alors |r, —l| < e. Fixons un n € N supérieur ou égal a N. Pour montrer
I'inégalité |r,, — | < € il suffit de montrer qu’il existe une suite appartenant a
C(Q), représentant le réel € — |r,, — | et qui est asymptotiquement fortement
strictement positive. La suite s définie par s,, = ¢ — |r, — rp,| si m € N
représente le réel € — |r, — I|. On a pour tout m € N tel que N < m,
Th —Tm| < §etdonc § =¢e—5 <e—|r, =7yl = sy : lasuite s est bien
asymptotiquement fortement strictement positive. Par conséquent on a bien

|r, — 1] < e. Ceci prouve la convergence de r et de u vers [.

X. Un corps commutatif totalement ordonné, complet et non-archimédien
On considére un anneau commutatif (A, +, x, <).
X.1. notation Si f € AZ et k € Z f;, désigne I'image f; de k par f.

X.2. définition Si f € AZ on appelle support de f et on note supp f I'en-
semble supp f = {k € Z: fi # 0}.

X.3. proposition Soit f € AZ. La fonction f est nulle si et seulement si
supp f = 0.

X.4. preuve Si f =0 et si k € Z alors f = 0 donc k ¢ supp f. Ainsi si

f = 0 alors supp f = (). Réciproquement si supp f = () et si k € Z alors
k ¢ supp f donc f, = 0. Ainsi si supp f = () alors f = 0.

X.5. proposition Si f € AZ alors supp (—f) = supp f.

X.6. preuve Soit k € Z. Alors (—f)r = —(fx) donc (—f)r = 0 si et
seulement si fp = 0. Ceci signifie que k ¢ supp (—f) si et seulement si
k ¢ supp f ou encore k € supp (—f) si et seulement si k € supp f. Ainsi

supp (—f) = supp f.

X.7. notation On désigne par F le sous-ensemble de AZ des fonctions de
supports minorés. Soit f € AZ. La fonction f appartient a F s’il existe p € Z
qui minore supp f.

X.8. remarque L’ensemble F n’est pas vide car il contient la fonction nulle
et la fonction notée 1 de support le singleton {0} et qui prend les valeurs 0
et 1.

X.9. proposition Si f,g € F alors —f € F et f +g € F.
X.10. preuve Soit f,g € F, et p € Z un minorant de supp f et de suppg.
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Si k € Z est inférieur strictement a p alors (—f)r = —(fx) = —0 = 0 d’une
part et d’autre part fr = gr = 0 et donc (f +¢)r = fr + 9x = 0+ 0 = 0. Les
supports supp (—f) et supp (f + g) de —f et de f + g admettent p comme
minorant. Par conséquent —f € Fet f+g € F.

X.11. corollaire Le sous-ensemble F est stable par + et (F,+) est un groupe
commutatif.

X.12. preuve L’ensemble AZ muni de I’addition est un groupe commutatif.
On vient de voir que le sous-ensemble F de A% est non vide, qu'il est stable
par + et que l'inverse pour + de tout élément de F est encore dans F. Par
conséquent (F,+) est bien un groupe commutatif.

X.13. définition Si f € F n’est pas la fonction nulle (i.e. si supp f # ) on
appelle ordre de f et on note vy le plus petit élément de supp f.

X.14. exemple L’ordre de 1g est 0.
X.15. proposition Si f € F n’est pas la fonction nulle alors v_; = vy.
X.16. preuve Puisque car supp (—f) = supp f on a

v_y = minsupp (—f) = minsupp f = v_y.

X.17. proposition Soit f,g € F telles que f,g # 0. Si vy < v, alors
Vigg = Vs et (f+9)v;y, = fo, Sivy =vy et fu,+g,, # 0 alorsvy g = vy = v,
et (f + g)l/Hg = fo + Guy-

X.18. preuve On suppose vy < v,. Soit k € Z. Si k < vy alors k < v, donc
fe=g=0et (f+gh=fe+g=0+0=0.0Ona f,, #0et g, =0 donc
(f+9)u, = fo, 0. Ainsi vy g = vy et (f 4 9)u,., = fo-

On suppose vy = v, et f,, + g, # 0. Soit k € Z. Si k < vy = v,
alors fr, = gr = 0et (f+ 9 = fr+9x =0+0=0.0Ona f,, #0et
9v; #0 et fo, +g,, # 0donc (f +g)y, = fo; +9v, # 0. Ainsi vy, g = vy et
(f + g)Vf+g = fo + Guy-

X.19. proposition Soit f,g € F telles que f,g # 0, k € Z et (i,5) € Z tels
quei+j =k Sifixgi#0alorsvy <i<k—v,etv,<j<k—vy.
X.20. preuve Soit k € Z et (i,j) € Z tels que i + j = k.

Sii<wvyalors f =0et donc f; xg; =0.Sik—v, <ialorsj=k—1 <,
donc g; = 0 et f; X g; = 0. Si j < v, alors g; = 0 et donc f; x g; = 0. Si
k—vy<jalorsi=k—j<wvydonc f; =0et f; x g; =0.
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Par conséquent si f; x g; #0 alors vy <1 <k -y et v, <j<k—vy.
X.21. définition Soit f,g € F et k € Z. Si f,g # 0 on pose

Xigrh=1{06,)€Z®:i+j=kv;<i<k—v,v,<j<k—uvs}

Sinon on pose X, = 0.

X.22. proposition Soit f,g € F. Si k € Z. Soit (i,j) € Z tel que i +j = k.
Si fi x g; # 0 alors (1,7) € Xygp Supposons f # 0 et g # 0. L’ensemble
Xfgk €st fini et

Xpgp={(vs+t,k—vi—1t):teN,0<t <k —v;—u,}.

Il est non vide si et seulement si vy + v, < k.

X.23. preuve Si f =0 ou g = 0 alors Xy, = 0 pour tout k € Z et pour
tout (i,5) € Z f; x g; = 0.

Supposons f # 0 et g # 0. On a On déduit de la proposition précédente
que si (4,7) € Z pour que f; x g; # 0 il faut que (7,7) € Xy g4

Soit (i,7) € Xygp. Alorsi+j =k, vy <i<k—v, v, <j<k—vs Sion
poset=i—vyonat=vi+t, j=k—it=k—-vi—tet0<t<k—vy—1
donc (i,5) e {(vy+t,k—vy—1t):t e N,0<t<k—vy—r,}. On vient de
montrer que

Xfyg,k C {(I/f—l-t,k—l/f—t) ZtEN,0§t§ k—Vf—l/g}.
Inversement soit ¢ € N tel que 0 < t < k — vy — v, Alors (v +t) +
(k—vi—t)=k, vy <(vy+t)<k—-vyety, < (k—vy—1t) <k—vy Par
conséquent (v + ¢,k — vy —t) € Xy4p. Ainsi
{vp+tk—vp—t):teN,0<t<k—vy—v,} C Xygp-
On a prouvé par double inclusion que
Xf,g,k: {(Vf"—t,]{?—Vf—t) teN,0<t< k?—l/f—Vg}.
Sit,t" € Z sont tels que (vy+t,k—vp—t) = (vy+t',k—v;—1t) alors
t =t'. Ceci montre que Xy, est fini de méme cardinal que {t e N: 0 <t <

k— vy —uv,}. Ainsi Xy, est non vide si et seulement si vy + v, < k et alors
son cardinal est k — vy — v,.
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X.24. corollaire Soit f,g € F et soit k € Z. L’ensemble Xy 4, est fini et si
X est un sous-ensemble fini de Z* qui contient Xy, et qui est inclus dans
{(i,j) € Z* : i+ j =k} alors

> fixgi= >, fixg

(i,j)eX (i’j)GXf,g,k

X.25. preuve Puisque X, C X on a

> fixgi=( X fixg)+( X fixg)

(i,5)eX (1,5)€X g,k (4,5)€X\ X g,k

Orsi (7,5) € X \ X4k alors f; X g; = 0. Donc > fixgi=0cet

(Zvj)eX\Xf,g,k

> fixgi= > [fixg

(i,)eX (6.)€Xf,9.k

X.26. définition D’apres le corollaire précédent on définit une application
x de F x F dans AZ en posant si f,g € F, k€ Z

(f*g)h = Z fi X g;.

(Z'vj)eXf,g,k

X.27. remarque D’apres la proposition précédente l'application * est a
valeur dans F : c’est une loi de composition interne. On a f*x0=0x* f = 0.
De plus si X est un sous-ensemble fini de Z? qui contient X;,; et qui est
inclus dans {(i,5) € Z*: i+ j = k} alors

(fxge= Y. fixg.

(i,5)eX
Enfinsi f #0, g # 0 et vy + v, <k alors

k—vy—uvg

(f * g)k = Z fuf—i-i X Gk—vy—i
=0

X.28. proposition Soit f,g € F telles que f,g # 0. Alors vp.g = vy + v, et
(.f * g)uf*g = fuf X Gu,-
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X.29. preuve D’apres la définition de * si k < vy + v, alors (f * g)r =0 et

(f * g vitrvg — Zfo+l X Gug—i fuf-l-O X Gug—0 = fuf X Gug,-

Puisque f,,,9,, # 0 on a f,, X g,, # 0 et donc (f * g),;4,, # 0. Ceci
prouve que vy + v, est le plus petit élément de supp (f * g) c’est a dire que

Visg = Vi + Vg €t que (f % gy, = fup X G,
X.30. proposition La loi x est commutative.

X.31. preuve Soit f,g € F. Si f =0oug = 0alors X, =0 = X, 4
donc

(fxgle= D fixgi= > fixgi=e= > gixfi= > gixfi=(9xfk
(iv.j)eXf,g,k' (7'7])60 (Jﬂ)ew (jvi)exg,f,k'
quelque soit k € Z donc fxg=0= f* f.
On suppose que f#0et g#0.Si k€ Z on a

Xﬁg,k:{(i,j)622:i+j:k:,ufSigk—yg,yggjgk—uf}.

Par conséquent si (i,7) € Z?* alors (i,j) € X4 si et seulement si (j,i) €
Xg,f,k‘ Donc

(fxge = > fixg

(i)j)eXf,g,k

= Yo fixg

(j:i)GXg,f,k

= Z gj X fi

(jfi)eXg,f,k
= (9% [k
Par conséquent fxg=0= fx* f.
X.32. proposition La loi x est distributive par rapport a +

X.33. preuve Soit f,g,h € A. Puisque * est commutative il suffit de mon-
trer que f % (g+ ) = (f % g) + (f % h).

Soit k € Z. Les ensembles Xy k, Xinr et Xygynr sont finis et sont
tous inclus dans I'ensemble {(i,j) € Z? : i + j = k}. Soit X leur réunion.
L’ensemble X est fini et il est aussi inclus dans {(,j) € Z* : i + j = k}. Par
conséquent

(fxae= > [ixg

(i,9)eX
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= > fixh,

(i,5)eX

(fx(g+h)= > fix(gj+hy).

(i,5)eX

Donc

(e +(f*h)r = Z flxgj Z szh>

(1,5)€X (i,j)ex
= > ((fixgy)+ (fixhy))
(i,5)eX
= > (fix(g;+hy)
(i,5)eX

= (f*(g+h)k

X.34. proposition La loi x est associative.
X.35. preuve Soit f,g,h € F.

Sif=0oug=0ouh=0alors fx(gxh)=0=(fx*g)x*h.

On suppose que f # 0, g #0et h # 0. On a vy, = Vg4, Vg = Vp+ 1y
€t V(frg)h = Vps(geh) = Vf + Vg + Vn-

Soit k € Z. Si k < vy+ v, + v, alors (f*(g*h))y = (f*xg)*h)r =0.
Supposons vy + v, + v, < k. On a

(fx(gxh)s = > fix(g*h);

(i’j)GXf,g*h,k

- > fix (X2 gy xhy

(1,5)EX s, geh,k (P,9)€Xg h;

= > (X fixgyxhy

(1.9)€Xf,gxnk (P,0)EX g n

et

(fxg)*xh) = Y (fxg)jxh

(1D EX fug,h,k

- Z ( Z fz’xgp)Xh,

(j7q)€Xf*g,h,k (i,P)EXfyg,j

= Y (Y fixgxhy.

(j7Q)€Xf*g,h,k (i,p)EXfyg,j

On pose
Xygne={(i,p,q) € Z* i +p+q=F, fi x g, x hy # 0}
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Cet ensemble est fini car il est inclus dans
{(Z7P7Q)€Z3 Vfgigk_yg_yh
VhSQSk—yf—yg}‘

Si Xygnk=0alors (fx(gxh))y =0=(f*g)*h))g Supposons Xy pi # 0
Soit (i,p,q) € Xfgni Onavy <i,v, < petv, <q. Puisque g, x hy # 0
ona (p,q) € Xghprg=Xgn; avec j=p+q==k—1i Deplusy, +v, <j<
k—vpvp<i=k—j<k—v,—v,eti+j=kdonc (i,j) € Xy gunr Ainsi
si (i,p,q) € Xygny il existe j € Z tel que (4,7) € Xy gunk €t (p,q) € Xynj-
Ceci prouve que
(f*(gxm)e= D fixgyxhg
(i:p,0)€X 1,9,k
On considere encore (i,p,q) € X gni- Onavy <i,v, <petv, <q.Puisque
fi x g, # 0 donc (i,p) € Xygitp = Xypgj avec j' =1+ p =k — q. De plus
vitv, <j <k—uvpvn<q=k—j <k—vi—v et j+q=kdonc (5, q) €
Xpignk Ainsi si (i,p,q) € Xygni existe j' € Z tel que (j',q) € Xyugni €t
(i,p) € Xy44. Ceci prouve que
(fxg)xhu= D> fixgyxhg
(0.0 0)€X s,k
Ainsi
(f*(gxme= Do fixgyxhg=((f*g)*h).
(4,0, 9)EX f,9,h.k
La loi * est associative.

X.36. proposition La loi x admet un neutre, la fonction 1g.

X.37. preuve Soit g € F. On pose f = 1g. Soit k € Z. On a vy = 0. Donc
Vi 4+ vy = vy Sik < vy alors (f x g)p = 0. Puisque vy = 0, (f * g),, =
fo X 9, = Gu,- Supposons v, < k. On a fy =1 et sii € N\ {0} alors f; = 0.
Donc

k—vi—vg
(f*g) = Z Jupti X Gr—vy—i
by
= Z Ji X Gr—i
i=0
k—vyg
= (foxgr)+ (Z fi X Gk—i)
i=1
= Gk
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Ceci prouve que 1g * g = g. Puisque * est commutative il vient g x 1 = g.
Ainsi 1x est le neutre de .

X.38. corollaire (F,+,x*) est un anneau commutatif.

On suppose maintenant que (A, 4+, X) est un anneau commutatif noté
(K, +, x).

X.39. proposition (F,+, ) est un corps commutatif.

X.40. preuve Vu les résultats précédents il suffit de montrer que si f € F
est non nulle alors il posseéde un inverse pour *. Puisque * est commutative
il suffit de montrer qu’il existe g € F telle que f x g = 1.

Soit f € F non nulle. On a f,, # 0. On considére ¢ € (KN x IN) (KN xN)
telle que si (h,n) € (KN x N) alors ¢(h,n) = (a(h,n),n + 1) avec a(h,n)
qui vérifie :

-sin <k alors (a(h,n))r =0
-si0 <k <nalors (a(h,n))r = hg
- si k =n alors

k
(a(h,n)) = —— x (Z fursi X h,H») |
Joy i=1
Soit & = (z,)nen la suite récurrente associée a ¢ de premier terme le couple
(1g,0). Puisque pour k,n € N tels que 0 < k < n on a (a(h,n))r = hx on
en déduit que pour tout k,n € N tels que k < n on a x, (k) = xx(k). Donc si
ke N\{l}etsite Net1<i<kalorsz, 1(k—1)=x,_;(k—1) et donc

1 i .
(k) = —— X <Z Jopri X w1 (b — z))
fos i=1
1 i .
= —F X (Z fl/er'i X .Tk,l(k — Z)) .
fos i=1
1
On considere la suite y € KN définie par y,, = 2,(n) sin € N. On a yy = T
vy

et sine€ N\ {0} on a

1 n
Yn = —7 X (Z fl/er’i X ynz> .
fo;

i=1

Soit g € F,, définie par g = 0 si k < —vy et gr, = Yy, si —v < k. Par
construction on a :
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- vy = —vy donc vy, =0

_(f*g>0:fljfxg*1/f:1
-sine N\ {0} et k =n — vy alors

i=1

1 k—Vf
9k = —T X (Z Jupti X gkufi)
vy

et done

k
(f*g)n = queri X Gk—vp—i
=0

k

= fl/f X Gk + (Z fl/eri X gkllfi)
i=0

= 0.

Par conséquent f x g = 1g. Puisque * est commutative g est l'inverse de f
pour .

On suppose maintenant que K est muni d'une relation d’ordre < tel que
(K, +, x, <) soit un corps commutatif totalement ordonné.

X.41. définition On définit sur F la relation <y suivante. Si f,g € F on a
f<pgsif=gousiO<(g—f),

X.42. proposition La relation <g est une relation d’ordre et (F,+, %, <p)
est un corps commutatif totalement ordonné.

X.43. preuve

Soit f,g,h € F.

Sif<pgalors f=goul0<(g—f), , Sif=galorsf+h=g+h
donc (f +h) <p (9+h). Si0<(9— [y, alors (g+h)—(f+h)=g—f
done 0 < ((g+h) = (f + 7))y ssn €t (f +h) < (g+h). Doncsi f <p g
alors (f +h) <p (g + h). La relation <g est compatible avec +.

Si0 <p halorsh=00u0<h,,.Sih=0et f <ggalorsh*xf =hxg=0
et (h*f)<p(h*xg).S10<h,, etsi f=galorshxf=hxget (hxf)<g
(h*g). Si0<h,, et 0<(g—f), alors (hxg)—(hx*f)=hx*(g—f),
Vhs(g—f) = Vh T Vg—y €t

0 < (huy, X (9= flo,_;) = ((h*g) — (h=* f»l’((h*g)—(h*f))

donc (h* f) <p (h* g). Ainsi <p est compatible avec I'action de * par des
éléments supérieurs ou égaux a 0.
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On a f <g f par définition. La relation <y est réflexive.

On suppose que f <g g et que f # g. Alors 0 < (9 — f),,_,- Or f —g =
—(g—f)doncvy_g =vg_pet (f—g),_, = —(9—f)y,_, Ainsi (f—g),,_, <O.
Par conséquent g <g f n’est pas vérifiée. La relation <g est antisymétrique.

On suppose que f <gp getqueg <g h.Si f = goug = halorsonaf <g h.
On suppose que f # get g # h. Ondonc 0 < (g — f),,_, et 0 < (h—g),,_,.
Siv,_ ¢ <uvp_galors v,y =1, set puisque h— f = (¢ — f)+ (h—g) il vient
0<(h=Fflu_;=(9—f)y,_, donc f <g h. Siv, 4 <v, jalorsv, ;=uv,,
et puisque h — f = (g — f) + (h—g) il vient 0 < (h — f)u,,_; = (h — g)u,_,
donc f <g h. Si v,y = vj_4 alors 0 < (g9 — f)y,_; + (h — g)u,_, donc
Uh—f = Vg = Up—g €t 0 < (h — f) Ainsi f <g h. La relation <g est
transitive.

De plus si f,g € F alors soit f = g et donc f <g g soit f # g. Dans ce
cas vy_y # 0 et (g— f),,_, # 0. Par conséquent soit 0 < (g—f),,_, et f < g
soit (g — f)u,_, <Oetalors vy g =v, 5, 0< (g~ f),_, = (f—9),_, €t
g<r [

On vient de prouver que la relation <g est une relation d’ordre total
compatible avec + et I'action de * par des éléments supérieurs ou égaux a 0
et donc (F, +, %, <g) est un corps commutatif totalement ordonné

Vh—f*

Maintenant on suppose que K est archimédien.
X.44. proposition Le corps F est non archimédien.

X.45. preuve
Soit x € F telle que xp = 0si k € Z\ {1} et 1 = 1. Alors pour tout
nEN,OSFnlp <gp .

X.46. corollaire Le corps F ne vérifie pas la propriété de la borne supérieure.

X.47. preuve Un corps commutatif totalement ordonné qui possede la pro-
priété de la borne supérieure est archimédien. Puisque F n’est pas archimé-
dien il ne possede pas la propriété de la borne supérieure.

X.48. proposition Soit u = (u,)nen € FN. La suite u est de Cauchy si et
seulement si pour tout v € Z il existe N € N tel que si (n,m,k) € N? x Z
est tel que N <n,m et k < v alors u,(k) — uy, (k) = 0.

X.49. preuve Soit v € Z. On note z” I'élément de F tel que xp = 0 si
keZ\{v}etaz!=1.0naz"#0et0<pz"

Soit u = (U )nen € FN. Si u vérifie [u] <p 2! alors pour tout k € Z tel
que k < v on u,(k) = 0. Inversement si pour tout k € Z tel que k < v on
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un (k) = 0 alors u vérifie |u| <g x”.

Soit 4 = (up)nen € FN. On suppose que u est de Cauchy. Soit v € Z.
Puisque 0 <g ¢ = 2"" et ¢ = 2! #£ 0 il existe N € N tel que pour tout
(n,m) € N? tel que N < n,m on a |u, — uy,| <p ™! et donc pour tout
k€ Ztel que k <wvon a u,(k) — (k) = (u, —un)(k) = 0.

Inversement on suppose que pour tout v € Z il existe N € N tel que si
(n,m,k) € N? x Z est tel que N < n,m et k < v alors u,(k) — u,(k) = 0.
Donc il existe N € N tel que si (n,m) € N? est tel que N < n,m alors
|tup, — | <g x”. Soit € € F non nul et tel que 0 <g e. Soit alors v € Z
tel que v, < v. On a alors 0 <g z¥ <g €. Donc il existe N € N tel que si
(n,m) € N? est tel que N < n,m alors |u, — u,| <p 2" <p €. La suite est
donc de Cauchy.

X.50. proposition C(F) = L(F).

X.51. preuve Soit u = (u,),en € FN une suite de Cauchy. Donc pour tout
v € Z il existe N € N tel que si (n,m,k) € N? x Z est tel que N < n,m
et k < v alors u,(k) — un(k) = 0. Si v € Z on note I, 'ensemble des
N € N tel que si (n,m, k) € N? x Z est tel que N < n,m et k < v alors
un (k) — um (k) = 0. Cest un sous-ensemble non vide de N car la suite est de
Cauchy et I,,1 C I,. Donc I, admet un plus petit élément N, et N, < N, ;.

On considére v € K% définie par v, = uy, (v) si v € Z. Si k € Z est tel
que k < vy, alors uy, (k) = 0 par définition de v,y et u,(k) — un, (k) = 0
par définition de Ny. Donc v € F.

Soit € € F non nul et tel que 0 <g e. Soit alors v € Z tel que v. < v. On
a alors 0 <g z¥ <g . Par définition de N, pour tout n € N tel que N, <n
et pour tout £k € Z tel que kK < v ona N, <N, <n et donc

un (k) — o, (k) = un(k) — un, (k) = 0.

Pour tout n € N tel que N, < n on a donc |u, —v| <g 2" <p €.
Ceci prouve que la suite u = (u,),en €st convergente et a pour limite v.
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