Géométrie au Capes 2007-2008
Solutions des exercices 19 et 29

exercice 19 1. Soit W, ¥ des vecteurs unitaires (d’un plan vectoriel euclidien
7_7)) et soit ;s > 0. Si A est un point d’un plan affine euclidien P dirigé par
P alors les triangles (A, A + r @, A+ sT) et (A, A+ r70,A+ su) sont
isométriques car ils ont le méme angle géométrique au sommet A et pour
les deux triangles les cotés issus de A ont des longueurs égales a r et s. Par
conséquent les cotés de ces triangles sont deux a deux égaux. Ceci implique
I’égalité
|lrd —sT|| = ||rv — s||.

2. On pose
1
- AB v -—_AC
| AB|| | AC|
r=||4B||, s = ||BC||.

En appliquant 1. on obtient
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- ||E||||EHH ‘ |@C?E|H (par fa question 2).

4. En multipliant les deux termes de l'inégalité obtenue dans la question

3 par le produit [|AB|| - ||AC|| - ||AD]| on obtient
|AC|| - ||BD|| < ||AB|| - ||CD|| + |BC|| - || AD||.

(par la question 2)

(par Chasles)

IN

(inegalite triangulaire)

exercice 29 Avant de prouver les criteres annoncés de cocyclicité montrons
un critere de cocyclicité tres classique. Considérons un cercle C de centre O
et A et B deux points diamétralement opposés de C. Soit M un point du
plan différent de A et de B. Le point M appartient a C si et seulement si
(AM) et (BM) sont orthogonales c’est a dire si et seulement si

MA.MB =o0.
En effet, puisque A et B sont diamétralement opposés on a

OB = —0A

et done

MA-MB = (MO + OA)- (MO + OB)
— (MO +0A4)- (MO - 04) .
— MO - 04"
Le premier critere de cocyclité fait appel a la représentation complexe des

points d’un plan affine euclidien orienté. C’est une traduction complexe du
deuxieme critere. Pour s’en convaincre il suffit de savoir qu’une mesure de
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I'angle orienté de droites ((C'A), (C'B)) est égale a 'argument (modulo 7) du
— Z. Ainsi les angles orientés de droites ((CAi\(CB)) et

c
nombre complexe

—

((DA),(DB)) sont égaux si et seulement si la différence des arguments des
c—a

a
complexes 2 et T 0 est nulle (modulo 7) c¢’est a dire si et seulement si
C —_— J—
c—ad—>
c R.
d—ac—b
Avant de prouver le deuxieme critere faisons 1’observation suivante. Soit
ﬁ

w, U et T trois vecteurs unitaires. Tl existe exactement deux vecteurs uni-
ﬁ
taires V et V7 tels que

(@) = 2T, V) = 2T, V).

é
Les vecteurs V et V7 sont opposés I'un de 'autre et définissent donc la méme
droite vectorielle. C’est pourquoi la moitié¢ d’un angle orienté de vecteurs n’est
pas bien définie sauf si on cherche a la définir comme angle orienté de droites.

N Y PSRRIy
Si @, g, a et 3 sont quatre vecteurs non nuls I’égalité

= — =
2@, F) =2, 5)
implique seulement 1’égalité suivante entre angles orientés de droites
= —= . —
(R@,RF) = (R, RF).
Prouvons le deuxieme critere. Soient A, B, C' et D quatre points distincts
d’un plan affine euclidien. Il est clair que ces quatre points sont alignés si et

— —

seulement si les angles de droites ((C'A), (CB)) et ((DA),(DB)) sont nuls.
Supposons que A, B et C' ne sont pas alignés et considérons le cercle C qui
contient A, B et C. Soit O le centre de C. Les triangles (O, A,C) et (O, C, B)
sont isoceles en O. Par conséquent on a les égalités suivantes entre angles
orientés de vecteurs :

(CA,C0) = (40,4C)
(CO,CB) = (BC,BO).

Par conséquent
(C4,AC) = (€4,00)+(CO, 40) + (40, AC)
= 2(C4,C0) + (CO, A0)
— 2(CA,CO) — (04,00)
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donc

2(CA,C0) = (TA, AT) + (04,00,

De méme - _ _
2(CO,CB) = (BC,CB) + (OC,0B).
Or _ _
(CA, AC) + (BC,CB) = 0.
Ainsi

2(CA,CB) = (O4,08).

Ceci signifie que le double de ’angle orienté de vecteurs (CTL CB ) ne dépend
pas de C € C\ {A,C} et il est égal & I'angle (OA, OB). On a ainsi

2(CA,CB) — 2(DA, DB)

si D e C\{A,C}. Ceci donne en divisant par 2

— —

((CA),(CB)) = (DA),(DB))

si DeC\{A4,C}.
Il nous reste a montrer la réciproque a savoir que si

— —

((CA), (CB)) = (DA), (DB))

alors D € C\{A, C'}. Notons ¢ la tangente a C en A. Le cercle C est caractérisé
par le triplet (A, B,C) mais il est aussi caractérisé par le triplet (A, B,J) :
étant donnés deux points distincts du plan et une droite qui passe par le
premier point et qui évite le second, il existe un et un seul cercle qui passe
par les deux points et qui est tangent a la droite. Nous allons montrer que

(6,(AB)) = ((CA). (CB)).
On sait déja que

2(CA,CB) — (OA,OB).

Soit @ un vecteur directeur de 4. On a

—

(7, AB) = (7, A0) + (A0, AB).



On a aussi

(40, AB) = (B4, BO)

et donce

2(A0, AB) = (OA, OB) + (OA, A0),

De plus puisque ¢ est la tangente a C en A on a

27, A0) = (04, A0).

Or -
2(0A, 40) = 0.

Par conséquent

—

2w, AB) = 2(w,A0)+2(A0, AB)
(04, 40) + (04, 0B) + (04, 40)
— (04,0B)
_ T4, CB).

En diwvisant par 2 on obtient
(0,(AB)) = ((CA),(CB)).

Soit maintenant D tel que

—

((CA),(CB)) = ((DA), (DB)).

D’apres ce qui précede, le cercle qui passe par A, B et D admet § comme

tangente en A. C’est donc le cercle qui passe par A, B et C.

Le troisieme critere de cocyclicité est lié a la notion de puissance d’'un
point & un cercle. Soit C un cercle de centre O et de rayon R et soit M un
point hors de C. Si d est une droite qui passe par M et qui coupe C en deux

points P; et P, éventuellement confondus alors

MP,-MP, = MO — R

On prouve ce resultat en 1ntrodulsant le point P35 qui est diamétralement

opposé a P;. On a OP3 —OP1 et on sait que

PP, - P,P; = 0.
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Ceci implique, puisque M, P; et P, sont alignés que
MPl . P3P2 - O

On a donc

MP-MP, = MP;-(MP;+ P3P,)
MP; - MP,

(MO + OPy) - (MO + OF)
— (MO +OP,) - (MO — OP))
_ mQ—O—Pl>2

— MO - R

Observons déja que si P} est un point de la droite (M P;) différent de P; alors

MP;-MPy# MP; - MPs.

Considérons maintenant quatre points distincts A, B, C' et D tels que les
droites (AC) et (BD) s’intersectent en un point cinquieme point M. Ainsi
A, B et C ne sont pas alignés et définissent un cercle C. Si on note O son
centre et R son rayon on obtient d’apres ce qui précede que D appartient au
cercle C si et seulement si

MB-MD=MO —R>=MA-MC.

La preuve du dernier critere va reposer sur une inversion. On oriente le
plan affine euclidien P on choisit une base orthonormée directe (', v’) et
on repere les points du plan par leurs coordonnées polaires relativement a
(A, W, @) : M(r,0) si ||m|| = r et si § est une mesure de 'angle orienté

~—

de vecteurs (T, AM). On considere l'inversion f définie sur P\ {A} dans

lui-méme qui & M associe le point f(M) qui vérifie

—_—

1
Af(M) = Wllzm

En particulier

IAM]| - [[Af(M)]| = 1.

Si M € P\ {A} a pour coordonnées (r,0) alors f(M) a pour coordonnées
(£,6). L’inversion f est une involution : fo f(M) = M si M € P\ {4}
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et elle vérifie plusieurs propriétes remarquables. Il est immédiat que si o est
une droite qui passe par A alors f(6 \ {A}) = 6 \ {4}. On va montrer que
I'inversion f échange les droites qui évitent A et les cercles qui passent par
A. La preuve repose sur ’expression en coordonnées polaires d’'un cercle qui
passe par A et d’'une droite qui évite A.

Considérons un cercle Cr, g, qui passe par A et dont le centre est le point O
de coordonnées (R, fy). Notons A’ le point de Cpg, g, diamétralement opoosé
a A. En utilisant le fait qu’un point M € P \ {A} appartient a Cg, g, si et
seulement si le triangle (A, A’, M) est rectangle en M on obtient

Croso = {M : 30 €]6p—— 90+ 1t | AR || = 2Ry cos(6—6,), mes(T7, AM) = 6}.

Considérons aussi une droite dg, g, qui évite I'origine et telle que le projeté
orthogonal H de A sur g, g, ait pour coordonnées (R, 0y). En utilisant le
fait quun point M € P\ {H} appartient a dg, g, si et seulement si le triangle
(A, M, H) est rectangle en H on obtient

R —_—
Sron = {M : 30 €] — .60+ [, ||AM]| = PR ,mes(@, AM) = 6}.

On déduit de 'expression en coordonnées polaires de f, des cercles qui
passent par A et des droites qui évitent A que

f(CR0700) - 5%,90 et f(gRo,eo) = Cﬁygo-

L’inversion de pole A possede une autre propritété remarquable : si M, N €
P\ {A}, alors (A, M, N) et (A, f(V), f(M)) sont semblables. En effet les

angles géométriques MAN et f(N ) f(M) sont les mémes et

| AM || - ||Af (M| = 1 = || AN]| - || Af (V)|

et donc
A _ JIAF(NI
|AN||  ||Af(M)|]

On en déduit que

[AM|| _ _IAN|| _ __|IMN||
IAF(NI - IAFOMY|| - (IF(N) F(M))|
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Nous sommes maintenant en mesure de prouver le dernier critere. On
considere quatre points distincts A, B, C et D.

Supposons d’abord que A, B, C' et D sont alignés et que A, B et C' sont
dans cet ordre. On mesure algébrique les distance sur (AB) en comptant
positivement la mesure algébrique AB. On a donc AB, AC et BC strictement
positifs. De plus les trois nombres AD, BD et C'D sont de méme signe si et
seulement si D ¢ [A,C]. On a

AC-BD = (AB+BC) (BC+CD)
— AB-CD+BC (AB+DBC +CD)
— AB-CD+ BC - AD.

En passant aux normes on obtient
|AC|| - |BD|| < ||AB|| - ||CD|| + ||BCY| - || AD|

et ’égalité n’a lieu que si D ¢ [A, C].

Supposons maintenant que A, B, C' et D ne sont pas alignés. Quitte a
renommer les points on peut supposer que A, B et C ne sont pas alignés. Ils
définissent un cercle C. On note f I'inversion de pole A et on pose B’ = f(B),
C" = f(C) et D' = f(D). L'image de C \ {A} par l'inversion f de pole A
est une droite ¢ qui contient les points B’ et C’. Par construction on a d’une

part
e —_— —_—
|AB|| - ||AB'|| = ||AC|| - ||AC"|| = ||AD|| - || AD'|| = 1

et d’autre part
Py ey Ve
|BC’|| _ [|AB'|| _ |IAC||
ICB||  ||AC|| ||AB||

Py A~ 7
IC"D|| _ [JAC"|| _ ||AD]
IDC||  ||AD||  ||AC|]

Py 5 Ry
1B'DY| _ IAB'|| _ |IAD'||
ICB||  ||AD||  ||AB||




Ainsi

|BC|
| AB|| - || AC|

1CD||
IAC| - || AD|

== _ _ |IBD|
v TR

BT =

1" D|

Or

IB'D|| < ||B'C||+|C"D]]

et il y a égalité si et seulement si C' €]|B’, D'[ c’est a dire si et seulement si

B, C" et D’ sont alignés dans cet ordre ce qui revient a dire que A, B, C'

et D sont sur le cercle C et dans cet ordre. Par conséquent en remplacant
—_— — —_—

||B'D'||, || B'C’|| et ||C"D’|| par leurs expressions respectives en fonction de

|AB||, [|AC||, ||AD||, ||BC|, ||BD|| et ||[CD|| et en réduisant au méme

dénominateur on obtient
|AC|| - ||BD|| < ||AD|| - ||BC|| + ||AB|| - ||CD||.

L’égalité n’a lieu que si A, B, C' et D appartiennent a C et sont dans cet
ordre sur le cercle C.



