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On va montrer le théoreme de Desargues dans le cas de deux triangles d’un
plan affine qui ont des cotés paralleles. On utilise le fait que I'image d’une
droite par une homothétie ou une translation est une droite qui lui est pa-
rallele. On utilise aussi le fait que deux droites du plan qui ne sont pas
paralleles ont un et un seul point en commun.

énoncé 1 Soient Ay, Ay, As, B, By et B3 six points distincts d’un plan af-
fine. On suppose que les triangles (A, Ay, A3) et (B, B2, Bs) ne sont pas
dégénérés Si (AlAQ)//<BlBQ), (AgAg)//(Bng) et (AgAl)//(BgBl) alors
(A1By), (A2Bs) et (A3B3) sont concourantes ou paralléles.

énoncé 2 Soient 01, 0o et 03 trois droites distinctes et concourantes ou pa-
ralleles d’un plan affine et soient les points Ay, By € 61, Ay, By € 0y et
Az, B3 € 03. On suppose que Ay, As, As, Bi, By et B3 sont distincts de
I’éventuel point d’intersection des droites 1, 62 et d3. Si (A1A2)//(B1Bs) et
(A2A3)//(B2Bs3) alors (A3Ay)//(BsBy).

preuve de I’énoncé 1 Il suffit de montrer que sous les hypotheses de ’énoncé
1, si les droites (A1 B1), (A2B2) et (A3Bs) ne sont pas paralleles alors elles
sont concourantes. On suppose donc que (A1 B1), (A2Bs) et (A3Bs) ne sont
pas paralleles. Quitte a permuter les indices on peut supposer qu’il existe
un point O du plan tel que {O} = (A1 By) N (A2Bs). Il reste a montrer que
O € (A3Bs).

Le point O est nécessairement distinct de Ay, By, Ay et Bs. En effet,
supposons que O soit égal a I'un des points Ay, By, As et By, par exemple
a Aj. Alors A; € (AyBs) en étant différent de Ay et By et donc (AyBs) =
(A1Ay). La droite (AyBs) serait donc parallele a (B;Bs) en contenant Bs.
Par conséquent (B;B;) = (A3B2) et donc By € (A1By) N (AyBs) = {4}
Ceci impliquerait que By = A; = O. C’est la contradiction recherchée.

Puisque les droites (A;B;) et (AyBs) sont concourantes en O distinct de



Al, Bl, AQ et BQ on a

{Ar} = (A1B1) N (A1 Az),
{Az} = (A2B2) N (A1 A),
{B1} = (A1B1) N (B1By),
{Bg} = (AQBQ) N (BlBQ)

Puisque O € (A;By) en étant différent de A; et By on peut considérer
I’homothétie h de centre O qui envoie A; sur Bj.

Puisque O € (A;B;) onah(A1By) = (A1 By). Puisque de plus O € (A3Bs)
en étant différent de Ay et By et puisque (A1 As)//(B1B2) on a h(AyBy) =
(AsBs) et h(AjAs) est la droite qui passe par By = h(A;) et qui est parallele
a (A1Ay) c’est a dire la droite (B By). Par conséquent

h({As}) € h(AsBs) N h(A1As) = (A3By) N (B1Bs) = { By}

et h(AQ) = BQ
L’image h(A3zA;) est la droite parallele a (A3A;) et qui passe par h(A;) =
By c’est a dire h(A3A;) = (B3By). De méme h(AzA;3) est la droite parallele
a (AgAsz) et qui passe par h(Ay) = By c’est a dire h(AzAs) = (ByBs).
Puisque les triangles (A, Ag, A3) et (By, Bs, B3) ne sont pas dégénérés on

{4z} = (A341) N (AxA),
{Bs} = (BsB1) N (ByBy).

Par conséquent
h({A3}) € h(A3A;) N h(AA3) = (BsBy) N (ByB3) = {Bs}

et h(Ag) =B
Puisque Bj est I'image de A3 par 'homothétie h de centre O les trois
points sont alignés et O € (A3Bs).

preuve de 1’énoncé 2

Premier cas : 4;, J; et 3 sont distinctes et concourantes en O. Puisque
{0} = (01 Nd2 N 3) et que les trois droites sont deux a deux distinctes on a
A;,B; ¢ 0; sii# j les ensembles Ay, Ay et A3 sont distincts, By, By et Bs le
sont également et

{A2} = 02N (A14y),
{32} = 02N (3132)7
{Bs} = d5 N (B2B3).
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Puisque O est supposé distinct de A; et By et que les trois points appar-
tiennent a d; on peut considérer ’homothétie h de centre O et qui envoie A;
sur By. Puisque O € (6; Nd2 Nd3) on a h(dy) = 61, h(d) = g et h(d3) = 3.

L’image h(A; Ay) est la droite qui passe par By = h(A;) et qui est parallele
a (A1Ay) c’est a dire la droite (B By). Par conséquent

h({As}) € h(8s) N h(A1As) = 6, (1 (B1Bs) = { By}

et h(AQ) =B
L’image h(AyAs3) est la droite qui passe par By = h(As) et qui est parallele
a (AgAsz) c’est a dire la droite (ByBs). Par conséquent

h({Ag}) € h(53) N h(AQAg) = 53 N (BQB3) = {B3}

Ainsi h(AyA3) = (B2Bj) et les droites (AyA3) et (ByBs) sont paralleles.

Second cas : d;, d; et 3 sont distinctes et paralleles. Puisque les trois
droites sont deux a deux distinctes les ensembles Ay, Ay et Az sont distincts,
By, By et Bs le sont également, A;, B; ¢ 0; sii # j, et

{Az} = 62N (A1 A42),
{By} =8N (B1Bz),
{A3} = 035N (AxA43),
{Bs} = 03N (B2B3).

On peut considérer la translation 7 qui envoie A; sur B;. Puisque 1, do
et d3 sont paralleles et que A; et By appartiennent a 6; on a 7(d;) = dy,
T((52> = (52 et T((Sg) = (53.

L’image 7(A; As) est la droite qui passe par By = 7(A;) et qui est parallele
a (A1 Ay) c’est a dire la droite (B Bs). Par conséquent

T({AQ}) S T(62) N T(AlAQ) = 62 N (BlBg) = {BQ}

et T(AQ) = BQ.
L’image 7(A2Aj3) est la droite qui passe par By = 7(Aj) et qui est parallele
a (AgA3z) c’est a dire la droite (ByBs). Par conséquent

T({A3}) - 7'((53) N T(AQAg) = 53 N (BQB3) = {Bg}

et T(Ag) = Bg.
Ainsi 7(A2A3) = (B2Bs) et les droites (A3 As) et (ByBs) sont paralleles.



