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I. Ensembles finis

I.1. notation Si n € N on note N,, 'ensemble {k € N : k < n}.
I.2. exemple Ny =), N; = {0} et Ny = {0, 1}.

1.3. proposition Sin < m alors N,, C N,,.

1.4. preuve Soit £ € N,,. Alors k£ < n et n < m. Par transitivité k < m et
donc k € N,,.

1.5. définition Un ensemble E est dit fini s’il existe n € N tel que E et N,
soient en bijection.

1.6. remarque Soit n € N, b : N,, — E une bijection et f : F — F une
surjection. La composée f o b est une surjection. Par conséquent si y € F
I'ensemble (bo f)~!({y}) est un sous-ensemble non vide de N. Il admet donc
un plus petit élément : min(bo f)~'({y}) existe et il vérifie

f(b(min(bo /)~ ({y}))) =v.

De plussiy,y’ € F sont différents les ensembles (bof)~!({y}) et (bof) 1 ({y'})
sont disjoints et donc min(bo f)~'({y}) et min(bo f)~1({y'}) sont différents
et, puisque b est injective

b(min(bo f)~'({y})) # b(min(bo f)~'({y'}))-
Ceci démontre sans recours a l'axiome du choix la proposition suivante.

1.7. proposition Soit n € N, b : N,, — E une bijection et f : E — F une
surjection. Alors on définit une injection g : F' — E qui vérifie f(g(y)) =y
sty € ' en posant

g(y) = b(min(b o £)~'({y})).
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1.8. proposition Soit n,m € N. 57l existe une injection i de N,, dans N,
ou une surjection s de N,, dans N,, alors n < m.

1.9. preuve Si n € N on considere la propriété P, suivante : Pour tout
m € N s’il existe une injection i de N,, dans N,, ou une surjection s de N,,
dans N,, implique n < m.

Montrons par récurrence sur n € N que pour tout n € N la propriété P,
est vraie.

Le casn = 0. On a Ny = (. Si m € N alors 0N = {(0,N,,,0)} et
(0, N,,,0) est injective. Si de plus 0 < m alors N? = (). Par conséquent P,
est vraie.

Soit n € N tel que P, soit vraie. Soit m € N. On suppose qu’il existe
une injection i de N,,;; dans N,,,. Puisque 0 < n + 1, l’ensemble N, ;; est
non vide et donc NnNﬁl = N2+1 = (). Puisque i € erfﬁ on a 0 < m. On pose
i’ = Ungi(n) oi. L’application i’ qui est la composée de deux injections est une
injection. De plus i'(n) = m — 1. Puisque i’ est injective, ceci implique que si
k € N,i1\ {n} (c'est & dire si k € N,,) alors i'(k) € N,,, \ {m — 1} = N,,,_1.
Par conséquent i'(IN,,) € N,,_1. On peut donc considérer la corestriction i”
a N,,_1 de la restriction de i’ a N,,_;. C’est une injection car i’ en est une.
D’aprés P, ceci implique que n —1 < m — 1 et donc que n < m. On suppose
maintenant qu’il existe une surjection j de N,, dans N, ;. Ceci implique
qu’il existe une injection i de N, ,; dans N,,. D’apres ce qui précede ceci
implique encore que n < m. Ainsi P, est vérifice dés que P, l'est.

Ceci démontre par récurrence la proposition.

1.10. proposition Soit E un ensemble fini et m,n € IN. S’il existe des
bijections f : E — N, et g: E — N,,, alors m = n.

1.11. preuve S’il existe des bijections f : ' — N, et g : E — N, alors les
composées go f~1 : N, — N,, et fog™!:N,, — N, sont des bijections.
D’apres la proposition ceci implique que n < m et que m < n et donc que
m=n.

1.12. définition Si E est un ensemble fini I'unique entier n tel qu’il existe
une bijection b : N,, — E s’appelle cardinal de E et il est noté card E.

1.13. proposition Soit f : E — F une bijection. L’ensemble E est fini si et
seulement si [’ensemble F est fini.

I.14. preuve Si F est fini il existe n € N et b: F — N,, une bijection. Alors
bo f~': F — N, est une bijection et F' est fini. Si F est fini il existe n € N



et b: ' — N, une bijection. Alors bo f : E — N, est une bijection et F est
fini.

1.15. proposition Soit E et F' deur ensembles finis. Il existe une bijection
de E dans F si et seulement si ils ont méme cardinal.

1.16. preuve Supposons que E et F' ont le méme cardinal n. Il existe donc
des bijections f : E — N, et g: F — N,,. Alors g7l o f : E — F est une
bijection.

Supposons qu’il existe une bijection b : F — F. Soit n le cardinal de F,
mceluide Fet f: E— N,, g: F— N, des bijections. Alors la composée
go(bo f1): N, — N,, est une bijection donc n = m.

1.17. proposition Soit E C F. Si F est fini alors E [’est également et
card F < card F. S7il y a égalité des cardinaux alors E = F.

1.18. preuve Soit n = card £ et m = card F. Soit f : E — N, et g :
F — N,, des bijections et soit ¢ : £ — F. L’inclusion de E dans F. Alors
I'application h = go (io f~!) : N,, — N,, est une injection et donc n < m.
On suppose que F # F. Il existe z € F'\ E. On considére 'application
k= Ugl\g?)mq o h. C’est une injection et k(N,,) C N,, \ {m —1} = N,,,_;. Par
conséquent n < m — 1 et donc n < m. C’est pourquoi si n = m alors £ = F.
1.19. proposition Soit E et F' deux ensembles finis de méme cardinal et
soit f: E— F. Si [ est injective ou surjective alors [ est une bijection.

1.20. preuve Supposons que f soit injective. Alors la corestriction f' de f a
f(E) est une bijection. Par conséquent F et f(E) ont méme cardinal. Puisque
E a méme cardinal que F' ceci implique que f(F) est un sous-ensemble de
I'ensemble fini F' et qu’ils ont méme cardinal. Ainsi f(E) = F et f est
bijective.

Supposons que f soit surjective. Alors il existe g : F' — FE telle que pour
tout y € E fog(y) = y. Ainsi g est injective entre deux ensembles finis
de méme cardinal. D’apres la premiere partie de la démonstration g est une
bijection. Puisque g est une bijection et que pour tout y € E fog(y) =y, la
fonction f est la réciproque de g. C’est donc une bijection.

1.21. proposition Soit n,m € N. Soit E et F' deuzx ensembles finis disjoints.
Si E est de cardinal n et F de cardinal m alors E' U F est fini de cardinal
n+m.

1.22. preuve Soit f : E — N, et g : FF — N,,, deux bijections. On considére



I’application h : EU F — N définie de la facon suivante. Si x € E alors
h(z) = f(x) et six € F alors h(z) = n+ g(x).

Soit x € EUF. Six € E alors h(z) = f(z) <n—1<n+m-—1et
siz e Falors0<g(z) <m-—1doncn < h(z) =n+g(z) <n+m-—1.
Ainsi h(EUF) C Ny, M(E) C Ny, et h(F) C N,y \ Ny,. La corestriction
j:EFUF — N,.,, de h a N,,1,, est bien définie.

Soit k € N, i Si k € N, alors x = f~1(k) vérifie j(z) = f(z) = k. Si
k € Nyuim \ N, alors il existe [ € N tel que n+1 = k. Puisque k <n+m—1
onal<m-—1,cest adirel € N,,. Alors z = g~!(I) vérifie j(z) = g(z) = k.
L’application j est surjective.

Soit z, 2’ € E'UF tels que j(z) = j(2'). Puisque h(E) C N, et h(F) C
N,tm \ N, nécessairement z,2’ € E ou z, 2’ € F. Si z,2’ € E alors f(x) =
j(x) = j(@') = f'(«) et donc z = a'. Si z,2’ € F alors n + f(x) = j(x) =
j@) =n+ f'(2), dou f(x) = f(z') et donc x = 2/. L’application j est
injective.

On vient de montrer I'existence d’une bijection de £'U F' dans N,,,,,. Par
conséquent K U F est fini de cardinal n + m.

I.23. corollaire Soit E et F' deux ensembles finis. Alors ENF, E\ F et
E U F sont finis.

I.24. preuve Puisque E est fini et que EN F et E\ F sont inclus dans E
ils sont finis. Les ensembles E \ F' et F' sont finis et leur intersection est vide.
Par conséquent leur réunion qui est égale a E est finie.

1.25. corollaire Soit E et F' deux ensembles finis. Alors

card (EU F) = card F + card F' — card (E N F)).

I.26. preuve Puisque E et F'\ E sont disjoints et que FEUF = EU(F \ E)
on a
card (E U F') = card E + card (F'\ E).

De méme, puisque ENF et F'\ E sont disjoints et que F' = (ENF)U(F\E)
on a card F' = card (E N F) + card (F'\ F) c’est a dire

card (F'\ F) = card F' — card (E N F).
En combinant ces égalités on obtient

card (FUF) = card E + card (F \ E)
= card F + card F' — card (F'\ F).
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1.27. corollaire Soit E et F deux ensembles finis. Alors card (F U F) <
card E 4 card F, [’égalité n’ayant lieu que si E et F' sont disjoints.

1.28. preuve C’est une conséquence immeédiate de 1’égalité
card (F U F) = card E + card F' — card (E N F)

et du fait que 0 < card (F N F') sauf si F et F' sont disjoints.

1.29. proposition Soit n,m € N. Soit E et F deux ensembles finis. Si E
est de cardinal n et F de cardinal m alors E X F' est fini de cardinal n x m.

1.30. preuve On prouve par récurrence sur m € N la propriété P, suivante :
sin € N, si E et F' sont des ensembles finis, et E est de cardinal n et F de
cardinal m alors E x F est fini de cardinal n x m.

Le cas m = 0. Le seul ensemble de cardinal 0 est 1’ensemble vide et
E x 0 = 0 quelque soit ’ensemble E.

Soit m € N tel que P,, est vraie. Soit n € N, E un ensemble fini de
cardinal n et F' un ensemble fini de cardinal m + 1. Puisque 0 < m + 1
I'ensemble F' est non vide. Soit f € F. On pose ' = F'\ {f}. Les ensembles
F" et {f} sont des sous-ensembles de I’ensemble F' qui est fini. Ils sont donc
eux méme finis. Le cardinal du singleton {f} est 1. Notons m' le cardinal de
F'. Puisque F'U{f} =F et que FFN{f}=0onam’+1=m+1 et donc
m' = m.

D’apres P, supposée vraie le cardinal de E' x F” est n x m. L’ensemble
E x {f} est le graphe de 'application définie sur E constante égale a f. Il
est en bijection avec ’ensemble fini E. Par conséquent son cardinal est celui
de E c’est a dire n.

Or l'ensemble E' x F est la réunion des deux ensembles finis £ x F” et
Ex{f}. Deplus (Ex F')N(E x{f}) = 0. Par conséquent E x F est fini et
son cardinal est la somme du cardinal de E' x F’ et du cardinal de E x {f}
c’est a dire (n X m) + n. Puisque x est distributive par rapport & + on a
(nxm)+mn=mnx(m+1). Ainsi le cardinal de E x F est n x (m+ 1). Ceci
prouve que si P, est vraie alors P, l'est aussi.

1.31. définition Un ensemble qui n’est pas fini est dit infini.
1.32. proposition L’ensemble N est infini.

1.33. preuve Supposons que N soit fini et soit n son cardinal. Puisque
N,, € N mais que N,, # N le cardinal de N,, est strictement inférieur a celui



de N, c’est a dire n < n. Cette contradiction permet de conclure que N est
infini.

1.34. remarque L’application s de N dans N qui a n associe son successeur
n + 1 est une injection mais ce n’est pas une surjection. L’application p de
N dans N qui a 0 associe 0 et qui a n € N différent de 0 associe n — 1 est
une surjection qui n’est pas une injection.

II. Opérations sur les suites a valeurs dans un ensemble muni d’une
loi

On considere dans cette partie un ensemble E.

I1.1. notation On note EN I’ensemble des suites & valeurs dans £. Siu € EN
et n € N on note u, l'image de n par la suite. C’est le n-éme terme de la
suztte.

I1.2. notation Soit n € N. Les éléments de EN" sont appelés n-uplets
d’éléments de E. Siu € EN» et si i € N,, on note u; I'image u(i) de i par w.
On suppose que E est muni d’une loi T.

I1.3. définition L’ensemble
G = {(u,v,w) € (EN)*:V¥n € N u, Tv, = w,}

est le graphe d'une loi définie sur EN notée également T. Si u,v,w € EN
sont telles que uTv = w alors u, Tv, = w, sin € N.

I1.4. remarque Si u,v € EN alors uTv est la composée (u,v) (qui est
application de N dans E?) suivie de T.

I1.5. définition L’ensemble
S ={(u,v) € (ENY?:Vn e N v, = upy1}

est le graphe d'une application de EN dans lui -méme qui est appelée décalage
des indices ou translation ou encore shift. Si (u,v) € S et n € N alors
Up = Ups et on pose v = u®. Si ] € N on note S le [-éme terme de la suite
récurrente de premier terme u associée a la translation. Si v € EN alors uS
est la composée n € N — n + 1 suivie de la suite u. Si [ € N alors la suite
uS est la composée n € N — n + [ suivie de la suite u. On a u‘,fl = Upp SI
[,k eN.



I1.6. définition L’ensemble
P = {(u,v) € (EN) : vy =ugTuy, ¥n € N\ {0} v, = 1y}

est le graphe d’une application § de EN dans lui-méme. Soit u € EN et soit
(0(u)*)ren la suite récurrente de premier terme u associée a 6. Si k € N alors
0(u)* est une suite d’éléments de E. On pose

I1.7. proposition Si k € N et n € N\ {0} alors 0(u)f = u, 4.

II.8. preuve Si k& € N on note Py la propriété : si n € N \ {0} alors
0(u)* = u, 1. On va montrer que pour tout k € N P, est vraie.

On a 0(u)” = u donc si n € N\ {0} alors 8(u)? = u,, = u,o et Py est
vraie.

Soit k € N tel que Py soit vraie. Soit n € N '\ {0}. On a 0(u)* = up, 4.
Puisque O(u)"™ = 6(8(u)*) on a O(u)F™ = (), | = Unirk = Untkt1)-
Ainsi Py est vraie si P lest.

0 k+1 k
I1.9. proposition On a T u; =ug et si k € N alors T w; = (T w;) T g1
i=0 i=0 =0

7=

0 0
I1.10. preuve Par définition T wu; = 0(u)j. Or 6(u)° = u. Donc T u; = ug.
i=0 '

1=

k
Si k€ N alors T u; = 0(u)f et

=0
kiuz = Ou)g"
= O(u)sTO(u)}

I1.11. proposition Soit k € N et u,v € EN tels que pour tout i € N
inférieur ou égal a k on a u; = v;. Alors
k k
T up= T v
=1

=0 =



I1.12. preuve On va prouver par récurrence sur k& € N la propriété Py
suivante : si u,v € EN sont tels que pour tout i € N inférieur ou égal d k on
k k
au; =v; alors T u; = T v;.
=0 i=l
La propriété Py est vraie car si u,v € EN sont tels que uy = vy alors

1=

0
U; = Ug = Vg = TUZ‘.
0 i=l
Soit k € N tel que P, soit vraie. Soit u,v € EN sont tels que pour tout
k k
1 € N inférieur ou égal a k+ 1 on a u; = v;. D’apres Prona T u; = T v;.
; i=l

=0

Par conséquent

k41 k
Tu = (T w)Tups

1=0 1=0

k
= (T v)Togn

=0

k+1

= —|— V;.
i=0

I1.13. définition Soit £ € N \ {0} et v € ENr. D’aprés la proposition

k—1
précédente il existe V € E tel que V = T wu; quelque soit le prolongement u
=0

k—1
de v a N. Ce nombre est noté T wv;.
i=0
I1.14. définition Sil,k,h € Netsiu € ENousiu € BNt avec [+k+1 < h

on pose
I+k k

lui = g(u&)lg = ‘To Upti-
= 1=

)

I1.15. corollaire Soitl,k,h € N etu,v € EN ouu,v € ENr avec [ +k+1 <
h. Si pour tout i € Ny, tel que |l <1 <1+ k alors

I+k I+k
T u; = Tl V; .-
1=

1=l

11.16. proposition Supposons qu’il existe une seconde loi L qui est dis-

tributive par rapport @ T. Soit v € E et u € EN. Soit w € EN définie
k k

par w; = vlu; st i € N. Si k € N alors vL(T w;) = T w; c’est a dire
i=0 i=0

k k
vl (T w) =T vlu,
i=0 i=0

11.17. preuve On raisonne par récurrence sur k € N.



0 0
Sik=0onavx (T u)=vlu=wy T w;.
‘ =0

=0 1=

k k
Soit k € N. On suppose que v L( T w;) = T w;. Alors
i=0 i=0

k+1 k
_Ouz’) = Ui((.TOUi)TUkH)

1=

= (LT w)T(eLlusy)

vL(

(2

k

= (‘To w;) T w41
1=
k+1
i=0

I1.18. corollaire Supposons qu’il existe une seconde loi L qui est distributive
par rapport a T. Soit v € E, k € N et u € ENk. Soit w € EN* définie par

k k k
w; = vlu; sii € Ng. Aalors vL(T u;)) = T w; c’est a dire v (T u;) =
i=0 i=0 =0

k
T vl
i=0

I1.19. proposition Si T admet un neutre e et si u est la suite constante

k
égale a e alors pour tout k € N on a T u; =e.
i=0

11.20. preuve On raisonne par récurrence. Si kK = 0 alors on a uy = ¢ et
0 k
T u; = ug = e. Soit k € N tel que T u; = e. Puisque ugy; = e on a
i—0 i—0
kot k '
w = (T u)Tugs =eTe=e.
i=0 i=0
I1.21. proposition Si T est associative alors pour v € EN I,k € N on a
I+k+1 ! I+k+1

i—:rO b (z—:rou ) (i:—lc—l b )

I1.22. preuve On va prouver par récurrence sur k& € N la propriété Py
suivante : pour u € EN 1 €N on a

I4+k+1 1 I+k+1
T ui=(Tu)T( T w).
i=0 i=0 i=l+1
s . I+1 0
La propriété Py est vraie car T u; = T Upp14i = Ui41-
i=l+1 i=0



Soit k € N tel que P, soit vraie. Si v € EN on a

! I4+k+2 ! I+k+1
(Tu)T( T w) = (Tw)T(( T u)Ttry)
1=0 i=l+1 i=0 i=l+1
l I+k+1
= ((Tu)T( T w))Tuggre associativité de T
i=0 i=l+1
I+k+1 "
= (T u)Twqrse hypothese P
L2
i=0

et donc Py est vraie si Py 'est.

I1.23. corollaire Si T est associative alors pour tout k,l € N et pour tout
v € ENtkt2 op g

I+k+1 l I+k+1
T vi=(Tv)T( T ).
i=0 1=0 i=l+1

11.24. proposition On suppose T associative et commutative. Soit u =
(13)ien, v = (V3)ien € BN, w =uTv = (w;);en et k € N. Alors on a

k k k
i = i) T i)
il—ow (z‘l—ou ) (z‘—lz—ov )

11.25. preuve On va prouver par récurrence sur £k € N la propriété Py
suivante : si u = (1;)ien, v = (V;)ien € EN, w =uTv = (w;)ien alors

k k k
P = i) T i)
z‘—:row (z‘l—ou ) <z‘—|:—ov )

0 0 0
La propriété Py est vraie car T w; = wog = ugTvg = (T uy) T(T v;).
; i=0 =0

1=0
Soit k € N tel que P soit vraie. Soit u = (u;)ien, v = (v;)ien € EY,
w=uTv=(w;)ien. On a
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k1 k
.—|_—0 w; = 'To w;) Twy g
= 7‘?
= .—I_—0 w;) T (Uk+1 TV41)
k
= T ul)T( T )T (Vg1 Tugs1) Pr et commutativité
; =0

I
o

I
o

k

)T

k

uz)T( 0;)) Togy1) Tugr associativité

=0

u; T(( T v;) Tugy1)) Tugyr associativité
)

~~ ‘/\ — —

I
—A= 1
~— ~

U; T( T U; )Tuk+1

=)
!
Il

£

NN

)

T(( T v;) Tugy1) associativité
k
(.

I—=I=y

+1 .
wi) T (ugg1 T T vl)) commutativité

~

—
ﬁ'—hr
o

ui)—l—ukﬂ)—l—( 'To v;) associativité
1=

k+1 k+1
T u@)T( T ;)

N R e T T S e N N

et donc Py est vraie si Py 'est.

11.26. corollaire On suppose T associative et commutative. Soit k € N,
= (U)ien,, v = (V;)ien, € BNk, w =u+ v = (w;)ien, . Alors on a

k-1 (k—l )_|_(k-1 )
i—:rO Wi = i—:rO Ui z'—:ro vi)-

11.27. proposition On suppose que T est associative et commutative. Soit

ke N\ {0,1,2} et | € Ny, différents de k — 1. Si u € EN* alors

k-1 N, k-1
T(uooyhy)i= T us

=0 =0

I1.28. preuve Soit i € N;. On a (u o Uzljkﬂ)l = U1, (uo Jlljil)lﬂ =y et
(uoaﬂil)i =wu; sii# 1+ 1.
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Par conséquent si [ =0

k-1 Ney N, k-1 N, o
T(uooyt)i = ((uo 00 i )OT(u 0001)1)T(T (uooyt);) associativité
i=0 ’ i=2 ’
= (u1Tup)T ( T2 u;)
k-1
= (uwTu)T ( T w;) commutativité
=2
k-1
= T wu,; associativite,
sil=Fk—2
k—1 N, . k—3 N, Ny Ny e e el
T(woopt)i = (T (uoopt))T((wooys)k—aT (uooyf)p—1) associativité
i=0 i=0 ’ ’
k—3
= (—_|—O Ui)T<uk_1—|—uk_2)
k—3
= (T w)T(up_—oTur_1) commutativité
i=0
k-1
= u; associativité
i=0
etsil#0,k—1
k-1 Ney Aol Ny )T Ny T N, R N,
AN (uoogr); = ((ZIO(U 000,1)i) T((woogi )i T(uoony)ist)) (i:—};l(u ° 00,1 )i)
associativité
-1 k=1
= ((T wg) T(ua Tw)) TC T i)
1=0 i=l+1
-1 k—1
= (T u)T(wTug1))T( T u;) commutativité
i=0 i=l+1
k=1

= T wu; associativite.

@
Il
=)

I1.29. notation Si X est un ensemble, u € EX et x € X on note u, I'image
de z par u.

11.30. proposition On suppose que T est associative et commutative. Soit
k€ N\ {0} et X un ensemble fini de cardinal k. Si u € EX alors il existe

k—1
Ue€Etel que U= T (uob); quelque soit la bijection b : N}, — X.
i=0

I1.31. preuve On va prouver par récurrence sur k € N\ {0} la propriété P,
suivante : si X est un ensemble fini de cardinal k et si uw € EX alors il existe

k
U € E tel que sib: Ny — X une bijection alors U = T (uob);
i=0
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La propriété P est vraie car si X est un singleton {z} et si b: N; — x

0
alors T (uob); = (uob)o = us.

La propriété P, est vraie car si X est une paire {z,y} et sib: Ny — {x,y}

alors soit b(0) = z, b(1) = y et i’o(u 0b); = up Tuy soit b(0) =y, b(1) =z et

"}‘O(u 0b); = u3 Tug qui est aussi égal & ugTuy car T est commutative.
i=

Soit k € N\ {1,2} tel que Py soit vraie. Soit X un ensemble fini de
cardinal k£ + 1 et u € EX. Soit b : N1 — X une bijection.

Pour montrer P, il suffit de montrer par récurrence sur 6 € N la pro-
priété Qs suivante : k < 0 ou pour toute bijection ¢ : Nyi3 — X telle que
by, = cp_s on a

k k
T(uob);= T (uoc).

i=0 i=0
Soit une bijection ¢ : N1 — X telle que by = ¢x. Alors b(Ny) et ¢(Nyg)
sont tous les deux égaux a un sous-ensemble X’ de cardinal £ de X. On note
b et ¢ les corestrictions & X' des restrictions & N de b et ¢. Ce sont des
bijections et par hypothése de récurrence on a
k=1 k—1
T (uol)y= T (uod),.

=0 =0

Par conséquent

T(uob) = (T (uob))T(uob)

=0 =0

Ceci prouve Q.

Soit 6 € N tel que Qs est vraie. Si k < 9 alors Qrsy1 est vraie car alors
k < 0+ 1. On suppose que d < k. Soit une bijection ¢ : Ny ; — X telle que
b, =c avecl =k —0—1. On pose ¢, = x, ;11 :yetdzagoc. On a
b = di11 = dj_s. D’apres Qs on a

k k
'"I_’O(u ob;) = "_l‘o(u od;).

13



. Nt
Soit 0 = ¢! od. Par construction on a coo = d et o = 0y,1". Par conséquent

(uoc)oo); proposition précédente
uo(coo)); associativité de o
wod);

uob); dapreés Qs

I —{wH —{wll —|w|l — =

|
(
(
(

ainsi Qrso1 est vraie si Qs l'est.

11.32. définition On suppose T est associative et commutative. Soit X un
ensemble fini de cardinal k& € N\ {0}. D’aprés ce qui précede, si u € EX alors

k-1
il existe U € E tel que U = T (uob); quelque soit la bijection b : Ny — X.
i=0

Ce nombre est noté T wu,.
rzeX

11.33. proposition On suppose T associative et commutative. Soit f : X —
Y une bijection entre deux ensembles finis. Siv € EY alorsu=wvo f € EY

vérifie T vy = T Uy.
yey zeX

I1.34. preuve Soit k le cardinal et de X et b : N, — X une bijection. Alors
f

circh : N =— Y est une bijection et

T o= Two(fob)i=T ((wof)obli= T u.

yey =0 zeX

11.35. proposition On suppose T associative et commutative et qu’il existe
une seconde loi L qui est distributive par rapport a T. Soit X un ensemble
fini, v € E etu € EX. Soit w € EX définie par w, = vLu, si x € X. Alors

V(T uy)= T w, cest d direvl( T wu,)= € vlu,.
zeX reX ixe€X

I1.36. preuve Soit k le cardinal et de X et b : N, — X une bijection. Alors

kf
vl(T w) = vl(T (wob))
zeX i=0
k—1
= T (wob))
= T Wy.
xeX

14



11.37. définition On suppose que T est associative et commutative. Soit
X un ensemble fini non vide et X’ C X non vide. Si u € E¥X on pose

T u, = T u, ouu désigne la restriction de u a X'.
zeX’ zeX’

I1.38. définition On suppose que T est associative et commutative et qu’elle

posséde un neutre e. Si X est un ensemble fini et v € EX on pose T u, = e.
z€el

11.39. proposition On suppose que T est associative et commutative et pos-
séde un neutre e. Soit X un ensemble fini et uw € EX Uapplication constante

égale a e. Alors T u, = e.
zeX

I1.40. preuve Si X = () alors par définition T wu, = e. Sinon soit k € N\ {0}
reX

le cardinal de X et b : N, — X une bijection alors uob € EN* est I'application
constante égale a e. Donc
k=1
T up,= T (uob); =e.

zeX =0

I1.41. définition Une partition d'un ensemble X est une famille (X)), ey de
sous-ensembles non vides de X indexées par un ensemble non vide Y telle
que
X=X,
yeY
et telle que pour tout (y,y') € ¥*, X, N X, = 0 dés que y # v/,

11.42. proposition On suppose que T est associative et commutative. Soit
X etY deuz ensembles finis, (X,),ey une partition de X et u € EX. Soit
v € EY Uapplication définie par v, = T wu, siy €Y. Alors

reXy

T Up = T vy
reX yey
c’est a dire

T uz= T (T uy).
zeX yeY zeXy

I1.43. preuve On va prouver par récurrence que si k € N\ {0} la propriété
Py suivante est vraie : Soit X et Y deux ensembles finis, (X,)yey une par-
tition de X et u € EX. On suppose que Y est de cardinal au plus k. Soit

v € EY Uapplication définie par v, = T wu, siy €Y. Alors T u, = T v,
T€Xy zeX yey

15



La propriété P; est vraie : si le cardinal de Y est 1 alors Y est un singleton

, X, =X et Vy = Uy = Uy = Uy
{y} Y y—el—Y Y Y :ce—l_;(y a:;rX

Soit k € N\ {0} telle que P est vraie. Soit X et Y deux ensembles finis,
(X,)yey une partition de X et u € EX. On suppose que Y est de cardinal
k4 1. Soit B : Ny — Y une bijection. On pose z = G(k), Y =Y \ {z} et
X=X\ X,. L’ensemble Y est de cardinal k et la famille (X)) ey est une
partition de X".

On av, = (vo )y

et

Or d’apres P, on a

Ainsi

T v, =(T ugy)To,
yey Y <x€X’ )

On désigne par n le cardidal de X, par n’ et par m celui de Y,. On a
n = n' + m. Le cardinal de N, est n’ et celui de N,, \ N,/ est m. Il existe
donc des bijections b : N,y — X" et ¢: N, \ N,y — X,. Alors application
b: N, — X définie par b(:) = b'(i) sii € N, et b(i) = (i) sii € N,, \ N,y
est une bijection telle que b(IN,/) = X’ et b(N,, \ N,,/) = X,. On a donc

n—1

T uy,= T (uob);
zeX i=0
n'—1

T u,= T (uob);
zeX' =0

et donc



Ceci prouve que Py, est vraie si P;, Dest.
p q k+ k

11.44. corollaire On suppose que T est associative et commutative et posséde
un neutre e. Soit X un ensemble fini et u € EX. On pose X' = {x € X :
u(z) # e}. Alors T Up = T Ug.

zeX’

11.45. preuve&X-@alorsX’—@et T Uy = Tux—e— T u,. On
ex zeX’

suppose que X est non vide. Soit Z = X \ X' = {x G X :u(x) =e€}. On a

Tu=0et T uy=(T u)T(T up)= T .
€L zeX rzeX’ z€Z e X’

11.46. proposition On suppose que T est associative et commutative et
posséde un neutre e. Soit (X,)yey une famille finie d’ensembles finis deux d
deux disjoints. Soit X = U X, etu € EX. Soitv € EY Uapplication définie

ye 'Y
par vy, = T u, siy €Y. Alors
zEXy
T u,= T v,
rzeX yey
c’est a dire

T uz= T (T ug).
zeX yeY xzeXy

I1.47. preuve Si Y = () alors X =Y = (), le graphe de u est I’ensemble vide

ainsi que celuide v. Onadonc T u, = T uy =€e= T v, T vy.
zeX z€l yey er
Si X =0alors T u, = T u, = e et pour tout y € Y v, = e donc
zeX zel
T vy = €.
yey

On suppose X et Y non vides. On pose Y/ = {y € Y : X, # 0} et
Z={yeY:X,=0}.OnaY' UZ=Y et Y NZ=0. Ainsi

Tv=(T v)+(Two
yey (yEY’ y) (yGZ y)

Or,siye Zalorsvy = T u, =edonc T v, =e et
z€d yeZ

T vy =0T vy)+e= T vy
yey (yGY/ y) yey’ Y

La famille (X, ) ey’ est une partition de X qui est non vide. Donc

Tu,= T vy= T v,
zeX yey’ yey
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k
k k
I1.48. notation Si T = + alors + wu; est noté Zul et si T = x alors X wu;
=0 =0 i=0
k

est noté H Uj;.
i=0
11.49. remarque Parfois on pose

k

Zui = Ug + ... + ug
i=0

et

k
HUiIUO X oo X Ug.
i=0

Si de plus tous les u; sont égaux a un a et si £ > 1 alors on pose

k k
Zui =ka et l_Iu2 = a”.
i=1 i=1
On a
(I+k)a=la+ka et a™ =d' x a" avec k,1> 1.

Si + admet un neutre noté 0 la formule (I+k)a = la+ ka garde un sens avec
k,l € N en posant Oa = 0.

Si x admet un neutre noté 1 la formule a'*
k.l € N en posant a' = 1.

k— al X CLk garde un sens avec

11.50. remarque Si les lois + et x admettent des neutres alors les suites
(ka)ren et (a*)ren sont les suites récurrentes de premier terme 0 et 1 associées
aux application x — x + a et x — ax.

I1.51. proposition Soit X un ensemble fini et u € N~ une application de
X dans N. S7il eziste xy € X tel que uy, # 0. alors 0 < Z Uy
zeX
11.52. preuve On écrit Z Uy = Uy, + Z u,. Puisque u,, # 0 on en
zeX zeX\{zo}
déduit que 0 < Z Uy < Uy, + Z Uy = Z Uy
zeX\{zo} zeX\{zo} rzeX
I1.53. proposition Soit (X,),cy une famille finie d’ensembles finis. Alors
X = U X, est fini et card X < Z card X,. L’égalité¢ n'a lieu que si les
ye'Y yey
Xy, y €Y forment une partition.

18



I1.54. preuve On raisonne par récurrence sur le cardinal de Y. Si le cardinal
de Y est 0 alors X =Y = (). Si le cardinal de Y est 1 alors Y est un singleton
{y} et X = X, est fini et card X = card X,.

Soit k € N. On suppose que pour toute famille (X, ),cy d’ensembles finis

telle que card Y = k la réunion X = U X, est finie et card X < Z card X,
ye Y yey
I’égalité n’ayant lieu que si les X,y € Y forment une partition.
Soit Y un ensemble de cardinal £+ 1 et (X,),ecy une famille d’ensembles
finis.
Supposons que les X,y € Y forment une partition. Soit z € Y. On pose
=Y \{z} et X'= [J X,. Alors les X,,y € Y’ forment une partition de
ye Y’
X' et puisque le cardinal de Y’ est k on a card X' = Z card X,. De plus X’
yey’
et X, forment une partition de X. On a donc

card X = card X' + card X, = (Z Carde) +card X, = Z card X,,.

yey’ yey
Supposons que les X,y € Y ne forment pas une partition. Il existe
donc z,2" € Y distincts tels que X, N X, # 0. On pose Y/ = Y \ {z} et
U X, OnaX'NX,#0car X,y NX, C X'NX, mais X = X'UX,.

ye Y’
Par conséquent card X < card X’ + card X,. Puisque le cardinal de Y’ est k

on a card X’ < Z card X,. Ainsi
yey’

card X < (Z carde> +card X, = > card X,

yey’ yey
I1.55. proposition Soit (X,),ey une famille finie d’ensembles finis. Alors
card ( U Xy) = Y (-D*Ycard (ﬂ X )
ye'Y UCY,U#0 uelU

I1.56. preuve On va montrer par récurrence sur k € N la propriété Py
suivante : si (Xy)yey une famille finie d’ensembles finis avec card Y = k
alors

card ( U Xy) _ Y ()™ (m X>

ye Y UCY,U#0 uwel
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Aux rangs k = 0,1 ou 2 le résultat est trivial ou déja prouvé précédemment.
Soit k € N. Supposons k > 2 et que Py est vraie. Prouvons Py,;.
Soit Y un ensemble de cardinal £+ 1 et (X, ) ey une famille d’ensembles
finis. On pose X = (J X,. Soit z € Y. On pose Y' = Y \ {z} et X' =
ye 'Y
J X, Ona

ye Y/
card X = card X’ + card X, — card (X' N X,) (I).

D’apres P on a

cardX' = Y (=1)*®Ycard (ﬂ X)

UcYy’,U#£D uelU
On a
card X, = Y (—=1)*Ycard (ﬂ X ) (I11).
U={z} uelU
On a

X'NnX, = (ﬂ Xy) NX.= () (X,NX,).

yey’ yey’
D’apreés P on a donc

card (X' NX,) = > (—1)° 4V card ) (X.N XZ)>
U'cY’ U #0 ucl’
— > (—1)° 4V card ( N Xu> ﬂXZ)
U'cy’,U'#) uel’
— S %ard [ ) X
U'CY’ U’ £ uel’U{z}
- _ Z (_1)cardU’U{z}Card ( n Xu)
U'cy’,U'#0 uelU'U{z}
= > (—=1)*4Ycard (ﬂ X )
UCY,zeU,U\{z}#0 uelU
et donc
—card (X' N X,) = > (—1)Ucard (ﬂ X ) (IT11).
UCY,zeU,U\{z}#0 uelU
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Or si U est un sous-ensemble non vide de Y alors il vérifie une et une seule
des conditions suivantes :

-ucy’,

-U = {z},

-U =U"U{z}, avec U’ C Y’ non vide.

On déduit donc de (I), (II), (IIT) et (IIII) que

cardX = Y (=1)™Ycard (ﬂ X)

UcYy’,U#£D uel

+ > (=1)*®Ycard (ﬂ Xu>
U={z} uclU

+ > (—1)**4Ycard (ﬂ X )
UCY,zeU,U\{z}#£0 uelU

c’est a dire

cardX = Y (—=1)*Ycard (ﬂ X)

UCY,U#D uelU

ITI. La division euclidienne des entiers naturels

IT1.1. définition Soit a € N\ {0} et b € N. On appelle reste et quotient de
la division euclidienne de b par a des entiers naturels ¢ et r tels que

b=qa+retr<a.

IT1.2. lemme (division euclidienne) Soit a € N\ {0} et b € N. Il existe
un unique couple (q,r) € N? tel que

b=qa+retr<a.

IT1.3. preuve Prouvons d’abord lexistence d’un couple (gq,r) formé d’un
quotient g et d’un reste r de la division euclidienne de b par a. Soit B 1’en-

semble
B={neN:3keN,n=>b—ka}.

L’ensemble B est non vide car b € B (prendre k = 0). Il posséde donc un plus
petit élément qu’on note r. Or sin € B et si n > a alors 'entier naturel n —a
appartient a B. En effet puisque n € B il existe k € N tel que n = b — ka.
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Par conséquent I'entier naturel n —a vérifie n—a = b— (k+1)a et appartient
bien a B. Ainsi le plus petit élément r de B vérifie r < a. Puisque r € B
il existe ¢ € N tel que r = b — qa c’est a dire b = qa + r. L’existence est
prouvée.

Considérons un second couple (¢',r") € N? tel que

b=dqda+7r"etr' <a.

Quitte & permuter les couples (g, 7) et (¢/,7’) on peut supposer que r > 7. 1l
vient donc
(¢ —qa=(r—r)eN

et r—1r’ < a. Or 0 est le seul entier naturel qui soit un multiple de a en étant
strictement plus petit que a. Par conséquent r — 1’ = 0 et puisque a # 0 alors
que (¢' — ¢)a = 0 on a aussi q’=q. L’unicité est prouvée.

II1.4. corollaire (la propriété d’Archiméde) Soit a € N\ {0} et b € N.
Il existe k € N tel que b < ka.

II1.5. preuve Soit ¢ et r les entiers naturels qui sont respectivement le

quotient et le reste de la division euclidienne de b par a. On a
b=qa+retr<a.

Par conséquent b < ga+a = (qg+ 1)a et k =g+ 1 € N est un entier naturel

qui permet de conclure.

I11.6. proposition Sia,z € N\ {0} et | € N alors za' # 0.

II1.7. preuve On raisonne par récurrence sur [. On a za’ = = # 0. On
considére [ € N tel que za' # 0. Alors on a za'™' = (za')a # 0 car c’est le
produit de xa' # 0 et de a # 0.

III.8. proposition Soit a € N\ {0,1}, n € N\ {0}, k € N et v =

(zo,...,x)) € NFFL Sin = Z x;a’ alors xqy est le reste de la division
1€Ng
euclidienne de n par a et Z 10’ est le quotient.
1€Ng

II1.9. preuve On a

n= Y wa= (Z :Bi+1ai)a+ao

1€Ngk 11 1€Ny
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et ag < a.

ITI.10. définition Soit @ € N\{0,1},n € N\{0}, k € Net z = (z0, ..., 74) €

N’;“. Sin= Z x;a’ et xx # 0 alors on dit que (xo, ..., Ty ) est une écriture
1€Nk 41

de n dans la base a.

IT1.11. proposition Soit a € N\{0, 1}. Alors tout entier non nuln € N\{0}
possede une et une seule écriture dans la base a.

II1.12. preuve On va prouver par récurrence sur n € N la propriété P,
suivante : n = 0 ou n possede une et une seule écriture dans la base a.

La propriété Py est vraie. Soit n € N tel que n < a. Montrons que P,
est vraie. On an =n X 1 et donc n admet (n) comme écriture en base a. Si
(xo, ..., T) est une écriture de n en base a alors zo = n et Z xiﬂai =0 car

€N
la division euclidienne de n par a donne n = Oa + n. Par coﬁséquent k=20
ou les x;; 1 sont tous nuls. Ceci prouve que (n) est 'unique écriture de n en
base a. Ainsi P, est vraie si n < a.

Soit n € N. On suppose que P,, est vraie pour tout m <n. Sin <a—1
alors n + 1 < a et P,y est vraie d’apres ce qui précede. On suppose que
a—1 < n. Soit g et r le quotient et le reste de la division euclidienne de
n+lpara. Onan+1=gqa+ravecr <aet 1l <gq. Puisque 1 <aon a
q < ga <n+1.0r1 < q. Par hypothese de récurrence g qui est non nul admet
une unique écriture y = (o, ..., yx) en base a. Si on pose x = (Zg, ..., Tx11)
avec tg =retsil <1< k+1, 2, =y;_1 alorson an = Z x;a avec

1€Ng 2

= (20, ..., Th11) € N¥*2 et 2,1 # 0. Cest une écriture de n en base a. Si
z = (20, ...,2) en est une seconde alors d’apres les propositions précédentes
2o = xgo est le reste de la division euclidienne de n par a et (zi,...,2) est
une écriture en base a du quotient ¢ de la division euclidienne de n par a.
D’apres 'hypothése de récurrence cette écriture (21, ..., z;) est nécessairement
égale a l'écriture y = (Yo, ..., yx). Ainsi z = (29, ..., 21) = (To, ...y Tpr1) = .
Ceci acheve la preuve de P, ;.
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