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Exercice 1.
Pytahgore selon Chou Pei Suan Ching
Soit (A,B,C,D) un carré. Soit I ∈ [A,B], J ∈ [B,C], K ∈ [C,D] et L ∈ [D,A] tels que (I,J,K,L) soit un carré. Montrer
qu’en translatant les triangles (A, I,L), (D,L,K) et (C,K,J) on peut obtenir dans le carré initial un puzzle de deux carrés
et quatre triangles.

Exercice 2.
Pythagore selon Perigal
Soit (A,B,C) un triangle rectangle en B. On note (A,M,N,B), (B,P,Q,C) et (C,R,S,A) les trois carrés extérieurs au
triangle et s’appuyant dessus. On suppose que BC est le petit côté du triangle.
1. Démontrer qu’avec le carré (B,P,Q,C) et les quatre morceaux obtenus en découpant le carré (A,M,N,B) à l’aide de la
parallèle à CR qui passe par N et la parallèle à AC qui passe par B on peut reconstituer le carré (C,R,S,A).
2. Démontrer qu’on peut obtenir un puzzle dont les quatre morceaux issus de (A,M,N,B) sont isométriques quitte à
changer les parallèles à CR et à AC.

Exercice 3.
Pythagore selon Gougu
Soit (A,B,C,D) et (D,E,F,G) deux carrés tels que E ∈ [C,D] et D ∈ [A,G].
1. Montrer qu’il existe un unique carré (C,G,M,N) tel que N ∈ [A,B] et D.
2. Construire sur une même figure les trois carrés.
3. En déduire un découpage du carré (C,G,M,N) en cinq morceaux qui permettent de reconstituer par translation les
carrés (A,B,C,D) et (D,E,F,G).

Exercice 4.
Pythagore selon Thabit ibn Qurra
Soit (A,B,C,D) et (D,E,F,G) deux carrés tels que E ∈ [C,D] et D ∈ [A,G].
1. Montrer qu’il existe M ∈ [A,D] tel que les longueurs des segments [A,M] et [F,G] soient égales.
2. Montrer qu’il existe N tel que (B,N,F,M) soient un carré.
3. Construire sur une même figure les trois carrés.
4. En déduire un découpage du carré (B,N,F,M) en cinq morceaux qui permettent de reconstituer par translation les
carrés (A,B,C,D) et (D,E,F,G).

Exercice 5.
Pythagore selon Bhaskara
Soit (A,B,C,D) un carré et soit (A,B, I) un triangle rectangle en I, intérieur à (A,B,C,D). Soit J, K et L intérieurs à
(A,B,C,D) et tels que les triangles (A,B, I), (B,C,J), (C,D,K) et (D,A,L) soient isométriques.
1. Montrer que (I,J,K,L) est un carré.
2. Montrer que par translation des triangles (A,B, I) et (B,C,J) on peut construire une figure qui se superposent à deux
carrés dont les côtés ont les mêmes longueurs que les deux côtés (A,B, I) de même extrémité I.

Exercice 6.
Pythagore et pavage
Soit (A,B,C,D) et (D,E,F,G) deux carrés tels que E ∈ [C,D] et D ∈ [A,G]. On note K la réunion de l’intérieur de la
réunion des deux carrés, du segment [A,G] et de l’intervalle ]A,B[. Soit T le groupe engendré par les translations de
vecteurs u =

−→AE et v =−→AB+
−→GD.

1. Vérifier que u et v sont orthogonaux et de même norme.
2. Montrer que si M dans le plan il existe un unique N de K et une unique translation g ∈ T tels que M = g(N).
3. En déduire le théorème de Pythagore.
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Exercice 7.
injection, surjection et bijection
1. Donner la définition d’une injection, d’une surjection, d’une bijection.
2. Monter que la composée de deux injections (respectivement surjections, bijections) est une injection (respectivement
surjection, bijection).
3. Soient E et F deux ensembles. Montrer qu’il existe une injection de E dans F si et seulement s’il existe une surjection
de F dans E.
4. Soit E un ensemble. Monter qu’il existe une injection de E dans l’ensemble de ses parties mais qu’il n’existe pas de
bijection entre ces deux ensembles.

Exercice 8.
Soit E un ensemble. On dit qu’il est fini s’il existe un entier naturel non nul n tel que E est en bijection avec {1, ...,n} ou
s’il est vide. On dit qu’il est infini s’il n’est pas fini.
1. Montrer que si E est en bijection avec {1, ...,n} et {1, ...,m} alors n = m.
2. Montrer que E est infini si et seulement s’il existe une injection de N dans E.

Exercice 9.
Soit E un ensemble. On dit qu’il est infini s’il est non vide et s’il existe un élément a de E et une bijection de E dans
E \ {a}. On dit que E est fini s’il n’est pas infini. Montrer que E est est fini si et seulement s’il est vide ou il existe un
entier naturel non nul n tel que E est en bijection avec {1, ...,n}.

Exercice 10.
Montrer qu’il existe des bijections de N, dans Z et Q mais pas de N dans R.

Exercice 11.
théorème de Cantor-Bernstein
Rechercher (dans des livres) la preuve du théorème de Cantor-Bernstein qui dit que si E et F sont deux ensembles tels
qu’il existe une injection de E dans F et une injection de F dans E, alors il existe une bijection de E dans F.

Exercice 12.
lemme de Zorn et comparabilité cardinale
Rechercher dans la littérature mathématique l’énoncé du lemme de Zorm et comment montrer que si E et F sont deux
ensembles, alors il existe une injection de E dans F ou une injection de F dans E.

Exercice 13.
Soient a et b deux entiers relatifs. Montrer que si b 6= 0 il existe un unique couple (q,r) ∈ Z×N tels que a = qb+ r et
0≤ r < |b| (les nombres q et r sont le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b).

Exercice 14.
L’algorithme suivant est-il un algorithme sans erreur qui permet de réaliser des divisions eucliennes (expliquer) ?

Ecrire "Entrez A puis B"
Lire A
Lire B
S=1
T=1
Q=0

| Si A<0 Alors
| Remplacer A par -A
| Remplacer S par -S
| Remplacer T par -T
| FinSi
| Si B<0 Alors
| Remplacer B par -B
| Remplacer S par -S
| FinSi
|
|

| TanQue A>=B Faire
| Remplacer A par A-B
| Remplacer Q par Q+S
| FinTantQue
| Si T<0 et A>0 Alors
| Remplacer A par B-A
| Remplacer Q par Q+S
| FinSi
| Ecrire Q
| Ecrire A
| Fin

Exercice 15.
Un idéal de Z est un sous-ensemble non vide I de Z tels que

∀n ∈ I,−n ∈ I
∀(n,m) ∈ I,n+m ∈ I
∀n ∈ I,∀k ∈ Z,kn ∈ I.

1. Soit I ⊂ Z. Montrer que I est un sous-groupe de Z si et seulement si I est un idéal de Z.
2. Montrer que si n ∈ Z alors nZ = I = {kn : k ∈ Z} est un idéal de Z.
Soit I un idéal de Z différent de {0}.
3. Montrer que I+∗ = {k : k ∈ I et k > 0} est non vide.
4. Montrer que I+∗ admet un plus petit élément noté n.
5. Montrer que

I+∗ = {kn : k ∈ N∗}.
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6. Montrer que I = nZ.

Exercice 16.
Soit G un groupe de neutre e. Soit g ∈ G. On pose g0 = e et on note g−1 l’inverse de g. On définit par récurrrence sur
n ∈ N gn et g−n en posant gn+1 = gn ·g et g−(n+1) = g−n ·g−1.
1. Montrer que ψ : Z→ G définie par ψ(n) = gn est un morphisme de groupe.
2. Montrer que < g >= {gn : n ∈ Z} est un sous-groupe de G : c’est le groupe engendré par g et si G =< g > on dit que
G est monogène ou cyclique.
L’ordre de g est le cardinal de < g > et l’ordre de G est son cardinal.
3. Montrer que Z = {n ∈ Z : gn = e} est un sous-groupe de Z.
4. Montrer que si Z = {0} alors ψ est injective et < g > est infini.
5. On suppose Z 6= {0}. Montrer que Z+∗ est non vide et que le cardinal de < g > est égal au plus petit élément de Z+∗.

Exercice 17.
théorème de Lagrange
Soit G un groupe fini et soit H un sous-groupe de G.
1. Montrer que si a ∈G alors l’application de G dans G qui à g ∈G associe ag est une bijection. Quelle est sa réciproque ?
2. Montrer que la relation R définie sur G par aR b si et seulement si a−1b ∈ H est une relation d’équivalence.
3. Montrer que si a ∈ G la classe aR de a pour R est

aR = {ah : h ∈ H}= aH.

4. Montrer que si a ∈ G alors aR et H ont même cardinal.
5. Montrer que l’ordre de H (i.e. son cardinal) divise l’ordre de G.

Exercice 18.
pgcd
Soient a et b deux entiers relatifs.
1. Montrer que le sous-ensemble

aZ+bZ = {ua+ vb : (u,v) ∈ Z2}

est un idéal de Z.
2. En déduire qu’il existe c ∈ N tel que aZ+bZ = cZ.
Le nombre c ainsi obtenu est noté pgcd(a,b).
3. Montrer que a et b sont des multiples de c.
4. Soit d ∈ Z. Montrer que si d divise a et b alors d divise c.
5. Montrer que 1 et−1 sont les seuls diviseurs communs à a et b (a et b sont premiers entre eux) si et seulement s’il existe
u et v dans Z tels que ua+ vb = 1 (identité de Bezout).
On suppose a non nul.
6. Montrer que c est non nul et que c divise a et b.
7. Montrer que c est bien le plus grand diviseur commun à a et b au sens de la relation d’ordre usuel.

Exercice 19.
ppcm
Soient a et b deux entiers relatifs.
1. Montrer que le sous-ensemble aZ∩bZ est un idéal de Z.
2. En déduire qu’il existe d ∈ N tel que aZ∩bZ = dZ et vérifier que (ka)Z∩ (kb)Z = (kd)Z si k ∈ N.
Le nombre d ainsi obtenu est noté ppcm(a,b).
3. Montrer que d est un multiple de a et b et que tout multiple de a et b est un multiple de d.
4. Montrer que si a = ca′, b = cb′ avec c = pgcd(a,b) alors d = ppcm(a,b) = ca′b′ (utiliser Bezout avec a′ et b′).
5. Montrer que d est bien le plus petit multiple commun (naturel) à a et b au sens de l’ordre usuel.

Exercice 20.
algorithme d’Euclide
Soient (a,b) ∈ N×N∗. On considère la suite r définie par récurrence de la façon suivante :
- r−2 = a et r−1 = b
- si rn−1 = 0 alors rn = 0 et si rn−1 6= 0 alors rn est le reste de la division euclidienne de rn−2 par rn−1.
1. Montrer que si rn−1 6= 0 alors rn < rn−1 et pgcd(a,b) = pgcd(rn−1,rn).
2. Montrer que si n > a alors rn = 0.
3. Montrer qu’il existe N tel que rN 6= 0 mais rN+1 = 0.
4. Montrer que pgcd(a,b) = rN .

Exercice 21.
algorithme d’Euclide décortiqué, pgcd et ppcm
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Soient a,b,r,q des entiers naturels avec 0 < b < a, r et q le reste et le quotient de la division euclidienne de a par b :
r = a−bq et r < b.
On considère les suites r(a,b) et q(a,b) définies par récurrence de la façon suivante :
- r−2(a,b) = a, r−1(a,b) = b, q−2(a,b) = 0 et q−1(a,b) = 0
- si rn−1(a,b) = 0 alors rn(a,b) = qn(a,b) = 0 et si rn−1(a,b) 6= 0 alors rn(a,b) et qn(a,b) sont le reste et le quotient de la
division euclidienne de rn−2(a,b) par rn−1(a,b) c’est à dire

rn(a,b) = rn−2(a,b)−qn(a,b)rn−1(a,b) et 0≤ rn(a,b)< rn−1(a,b).

On consière aussi les suites u(a,b) et v(a,b) définies par récurrence de la façon suivante :
- u−2(a,b) = 1, v−2(a,b) = 0, u−1(a,b) = 0 et v−1(a,b) = 1
- si rn−1(a,b) = 0 alors un(a,b) = vn(a,b) = 0 et si rn−1(a,b) 6= 0 alors

un(a,b) = un−2(a,b)−qn(a,b)un−1(a,b),

vn(a,b) = vn−2(a,b)−qn(a,b)vn−1(a,b).

1. Montrer qu’il existe N(a,b) tel que rN(a,b) 6= 0 et rN(a,b)+1 = 0.
2. Montrer que rN(a,b) = pgcd(a,b).
3. Montrer que pour tout n≥−2 on a un(a,b)a+ vn(a,b)b = rn(a,b).
4. Montrer que si r 6= 0 alors pour tout n≥−2 on a

rn(b,r) = rn+1(a,b),

qn(b,r) = qn+1(a,b)

5. Montrer que si r 6= 0 alors pour tout n≥−1 on a

un+1(a,b) = vn(b,r),

vn+1(a,b) = un(b,r)−qvn(b,r).

6. Montrer que pour tout n≥ 2 on a

|un(a,b)pgcd(a,b)| ≤ b,

|vn(a,b)pgcd(a,b)| ≤ a.

7. Montrer que |uN(a,b)+1(a,b)a|= |vN(a,b)+1(a,b)b|= ppcm(a,b).

Exercice 22.
Soit a,b ∈ Z. Donner un algorithme pour trouver pgcd(a,b) et u,v ∈ Z tels que ua+ vb = pgcd(a,b).

Exercice 23.
écriture réduite des rationnels
Soit r un rationnel strictement positif : r =

a
b

avec (a,b) ∈ N∗×N∗.

1. Soit (a′,b′) ∈ N∗×N∗. Montrer que r =
a′

b′
si et seulement si ab′−a′b = 0.

2. Montrer qu’il existe (A,B) ∈ N∗×N∗ unique tel que pgcd(A,B) = 1 et r =
A
B

(écriture réduite).

3. Soit r d’écriture réduite r =
A
B

et s d’écriture réduite s=
C
D
. On pose B= B′P et D=D′P avec P= pgcd(B,D). Montrer

que l’écriture réduite de r+ s est de la forme r+ s =
E
F

avec F = B′D′Q.

4. Soient p1, ..., pk des nombres premiers tous différents. Montrer que
1
p1

+ ...+
1
pk

n’est pas entier.

Exercice 24.
Soit n ∈ N∗. Soit la relation ≡n définie sur Z par a≡n b si et seulement si n divise a−b.
1. Montrer que ≡n est une relation d’équivalence.
Lorsque a≡n b on dit que a est congru à b modulo n qu’on peut écrire a≡ b(n) ou a≡ b modulo n.
2. Montrer que si a ∈ Z alors le reste a′ de la division euclidienne de a par n vérifie a≡n a′.
3. Montrer que la relation ≡n possède exactement n classes d’équivalence, chacune d’elles possèdant un unique représen-
tant parmi les entiers compris entre 0 et n−1.
On note Z/nZ l’ensemble des classes déquivalence de ≡n et si a ∈ Z on note an la classe de a pour ≡n (appelée aussi
classe de a modulo n).
4. Montrer que si a≡n b et k ∈ Z alors a+ k ≡n b+ k et k×a≡n k×b.
5. Montrer que si a≡n b, c≡n d et k ∈ Z alors a+ cn = b+d

n
et k×a

n
= k×b

n
.
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6. Montrer que Z/nZ peut être muni de deux lois +n et ×n telles que
- (Z/nZ,+n,×n) est un anneau commutatif,
- l’application de Z dans Z/nZ est un morphisme d’anneau.

Exercice 25.
les générateurs de Z/nZ
Soit n ∈ N∗ et soit m ∈ Z. Montrer que mn est un générateur de Z/nZ (i.e. < mn >= Z/nZ ou encore mn est d’ordre n) si
et seulement si pgcd(n,m) = 1.

Exercice 26.
les sous-groupes de Z/nZ
Soit n ∈ N∗.
1. Soit d ∈ N∗ tel que d divise n et soit m ∈ N le quotient de n par d. Montrer que la classe mn engendre un sous-groupe
Gd de Z/nZ isomorphe au groupe Z/dZ.
2. Soit m ∈ Z. Montrer que < mn >=< τ

n > où τ = pgcd(n,m).
Soit G un sous-groupe de Z/nZ non réduit à {0} et soit m ∈N le plus petit entier strictement positif dont la classe modulo
n appartient à G.
3. Soit b ∈ N tel que b

n ∈ G et soit q et r le quotient et le reste de la division euclidienne de b par m. Montrer que rn ∈ G.
4. Montrer que m divise n.
5. Montrer que G =< mn > est isomorphe à Z/dZ où d est le quotient de n par m.
On note D l’ensemble des diviseurs de n. Pour tout d dans D on note Od l’ensemble des éléments d’ordre d de Z/nZ et
on note φ(d) le nombre d’éléments d’ordre d de Z/dZ (indicatrice d’Euler).
6. Montrer que si d,d′ ∈ D et d 6= d′ alors Od et Od′ sont disjoints.
7. Montrer que

Z/nZ =
⋃

d∈D

Od .

8. Montrer que
n = ∑

d∈D
φ(d).

Exercice 27.
théorème des restes chinois
Soient n,m ∈ N∗.
1. Soient a,b ∈ Z. Montrer que si a≡mn b alors a≡m b et a≡n b.
2. Montrer que l’application θ = (θ1,θ2) de Z/mnZ dans Z/mZ×Z/nZ définie par

θ(amn) = (am,an) si a ∈ Z

est un morphisme de groupe.
3. On suppose que pgcd(m,n) 6= 1. Montrer qu’il existe a ∈ Z tel que a≡m 0 et a≡n 0 mais a 6≡mn 0 et en déduire que θ

n’est ni injectif ni surjectif.
On suppose que pgcd(m,n) = 1 et on considère u,v ∈ Z tels que um+ vn = 1.
4. Soient a,b ∈ Z. Montrer que si a≡m b et a≡n b alors a≡mn b et en déduire que θ est un isomorphisme de groupe.
5. Soient a,b ∈ Z.
5.a. Montrer que c = avn+bum vérifie c≡m a et c≡n b.
5.b. Montrer que d ∈ Z vérifie d ≡m a et d ≡n b si et seulement si d− c≡mn 0.
6. Montrer que si g est un générateur de Z/mnZ alors θ1(g) et θ2(g) sont des générateurs de Z/mZ et Z/nZ.
7. Soit (a,b) ∈ Z/mZ×Z/nZ avec a générateur de Z/mZ et b générateur de Z/nZ. Montrer que l’unique c ∈ Z/mnZ tel
que θ(c) = (a,b) est un générateur de Z/mnZ.
8. Montrer que le nombre φ(mn) de générateurs de Z/mnZ est égal au produit φ(m)φ(n) du nombre de générateurs de
Z/mZ par le nombre de générateurs de Z/nZ.
9. Montrer que si m1, ...,mk sont deux à deux premiers entre eux alors :
- Z/m1 · ... ·mkZ est isomorphe à Z/m1Z× ...×Z/mkZ
- φ(m1 · ... ·mk) = φ(m1) · ... ·φ(mk).
10. On suppose que m1, ...,mk sont deux à deux premiers entre eux. Si i = 1, ..,k on pose ni =

m1·...·mk
mi

.
10.a. Montrer que si i = 1, ..,k il existe ui,vi ∈ Z tels que uimi + vini = 1.
10.b. Montrer que si a1, ...,ak ∈ Z alors a = v1n1a1 + ...+ vknkak vérifie a≡mi ai pour tout i = 1, ...,k.

Exercice 28.
l’indicatrice d’Euler
Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On note φ(n) le nombre de générateurs de Z/nZ c’est à dire le nombre d’entiers
naturels premiers avec n et plus petits que n.
1. Montrer que si n est premier (i.e. sans diviseurs autres que 1 et lui même dans N) alors φ(n) = n−1.
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2. On suppose n = pr avec p premier et r ∈ N supérieur ou égal à 2.
2.a. Soit m un entier compris entre 1 et n. Montrer que si m et n ne sont pas premier entre eux alors p divise m.
2.b. Montrer qu’il y a pr−1 entiers m non premiers avec n et compris entre 1 et n.
2.c. En déduire

φ(n) = φ(pr) = (pr− pr−1) = n
(

1− 1
p

)
.

3. On suppose que n = pr1
1 · ... · p

rk
1 . Montrer que

φ(n) = n
(

1− 1
p1

)
· ... ·

(
1− 1

pk

)
.

Exercice 29.
Soit p un nombre premier, c’est à dire un entier relatif qui admet exactement quatre diviseurs dans Z.
1. Soit a ∈ Z/pZ∗. Montrer qu’il existe b ∈ Z∗ tel que ab≡p 1.
2. Montrer que (Z/pZ,+p,×p) est un corps.
3. Soit n ∈ N∗. Montrer que si (Z/nZ,+n,×n) est un corps alors n est premier.

Exercice 30.
On munit le groupe (Z/2Z×Z/2Z,+) d’une deuxième loi notée × et définie de la façon suivante :

× (0,0) (1,1) (1,0) (0,1)

(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0)
(1,1) (0,0) (1,1) (1,0) (0,1)
(1,0) (0,0) (1,0) (0,1) (1,1)
(0,1) (0,0) (0,1) (1,1) (1,0)

1. La loi × admet-elle un neutre et un élément absorbant ?
2. Vérifier que tout élément autre que (0,0) est inversible.
3. Comment déduire de la table que × est commutative ?
4. Vérifier que la loi × est associative.
5. Comment déduire de la table que × est distributive par rapport à + ?
6. Que conclure sur (Z/2Z×Z/2Z,+,×) ?

Exercice 31.
Soit n ∈ N.
1. Montrer que si p ∈ N premier divise 1+n! alors p > n.
2. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers.
On suppose n≥ 2.
3. Montrer que si k ∈ N et 2≤ k ≤ n alors k divise n!+ k.
4. Montrer que pour tout α,β > 0 il existe p,q premiers tels que α < p < q, β < q− p et tels que tout entier compris entre
p+1 et q−1 n’est pas premier.

Exercice 32.
Soit A l’ensemble des entiers naturels premiers et congrus à 3 modulo 4.
1. Montrer que A est non vide.
2. Soient p1, ..., pk ∈ A. On pose P = 4p1 · ... · pk−1.
2.a. Montrer que si i = 1, ...,k alors pgcd(P, pi) = 1.
2.b. Montrer que l’ensemble E des entiers naturels congrus à 1 modulo 4 est stable par multiplication : si m,n ∈ E alors
mn ∈ E.
2.c. Montrer qu’il existe p ∈ A\{p1, ..., pk}.
2.d. Montrer qu’il existe une infinité d’entiers naturels premiers et congrus à 3 modulo 4.

Exercice 33.
Soit n ∈ N. Donner un algorithme de calcul des nombres premiers inférieurs ou égaux à n.

Exercice 34.
lemme de Gauss, par Bezout
Soient a,b,c ∈ N. On suppose que pgcd(a,c) = 1.
1. Montrer qu’il existe u,v ∈ Z tels que ua+ vc = 1.
2. En déduire qu’il existe U,V ∈ Z tels que b =Uab+V c.
3. Montrer que si c divise ab et pgcd(a,c) = 1 alors c divise b (lemme de Gauss).

Exercice 35.
lemme d’Euclide, preuve de Gauss
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Soient a,b, p∈N avec p premier divisant ab. L’objet de l’exercice est de montrer que p divise a ou b sans avoir recours au
lemme de Gauss. On raisonne par l’absurde en montrant que l’hypothèse p ne divise ni a ni b mène à une contradiction.
On suppose pgcd(p,a) = pgcd(p,b) = 1.
1. Vérifier que E = {n ∈ N : pgcd(p,n) = 1 et p divise nb} est non vide et possède un plus petit élément noté A.
2. Soient Q et R le quotient et le reste de la division euclidienne de A par p : A = pQ+R, Q,R ∈N et 0≤ R < p. Calculer
Rb en fonction de p,Q,A et b et en déduire que R ∈ E.
3. Montrer que A = R et 0 < A < p.
4. Soient q et r le quotient et le reste de la division euclidienne de p par A : p = Aq+ r, q,r ∈ N et 0≤ r < A. Calculer rb
en fonction de p,q,A et b et en déduire que r ∈ E.
5. Quelle est la contradiction obtenue ?

Exercice 36.
Montrer que 415−4 est divisible par 15.

Exercice 37.
racines entières

Soit n,d ∈ N avec n,d ≥ 2. On suppose qu’il existe p,q ∈ N avec pgcd(p,q) = 1 tels que
(

p
q

)d

= n.

1. Montrer que q divise p.
2. En déduire que q = 1 et que n = pd .

3. Etudier la rationalité de
√

2 et de 6
1
5 .

Exercice 38.
décomposition en facteurs premiers
1. Montrer par récurrence que si n ∈ N et n≥ 2 il existe un unique m ∈ N∗ et un unique m-uplet (p1, ..., pm) tels que
- les pk sont des nombres premiers positifs,
- p1 ≤ ...≤ pm,
- n = p1 · ... · pm.
2. Etendre ce résultat à Z.

Exercice 39.
1. Si n ∈ N∗ on pose Sn =

n

∑
k=1

1
k
.

1.a. Montrer que S2n =
Sn

2
+

n−1

∑
k=0

1
2k+1

.

1.b. Montrer qu’il existe an,bn ∈ N tels que
n−1

∑
k=0

1
2k+1

=
an

2bn +1
.

1.c. Montrer que s’il existe pn,qn ∈ N tels que Sn =
2pn +1

2qn
alors il existe p2n,q2n, p2n+1,q2n+1 ∈ N tels que S2n =

2p2n +1
2q2n

et S2n+1 =
2p2n+1 +1

2q2n+1
.

1.d. Montrer par l’absurde que pour tout n 6= 1 il existe pn,qn ∈ N tels que Sn =
2pn +1

2qn
.

2. Soit n > 1 fixé.
2.a. Montrer qu’il existe d ∈ N∗ tel que 2d ≤ n < 2d+1.
2.b. Soit k ∈ N, 1≤ k ≤ n et k 6= 2d . Montrer que k n’est pas un multiple de 2d .

2.c. Montrer qu’il existe an,bn ∈ N tels que Sn =
an

2d−1(2bn +1)
+

1
2d .

2.d. En déduire qu’il existe pn,qn ∈ N tels que Sn =
2pn +1

2dqn
.

3. Montrer que Sn /∈ N si n 6= 1.

Exercice 40.
valuation
Soit p un nombre premier. Si n∈Z∗ on note vp(n) et on appelle valuation p-adique l’exposant de p dans la décomposition

en facteurs premiers de p. Si r =
a
b
∈Q∗ on pose vp(r) = vp(a)− vp(b). Enfin on pose vp(0) = ∞.

1. Montrer que vp(r) pour r ∈Q∗ est bien définie : elle ne dépend pas du représentant de r.
2. Prouver vp(rs) = vp(r)vp(s) si r,s ∈Q∗.
3. Prouver vp(r+ s)≥min(vp(r),vp(s)) si r,s ∈Q.
4. Soit r,s ∈Q tels que vp(r)< vp(s). Calculer vp(r+ s).
5. Calculer vp(pgcd(a,b)) et vp(ppcm(a,b)) en fonction de vp(a) et vp(b) si a,b ∈ Z∗.
6. Soit r ∈Q. Montrer que r ∈Q\Z si et seulement s’il existe p premier tel que vp(r)< 0.
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7. Soient p1, ..., pn des nombres premiers distincts et a1, ...,an ∈ Z tels que ak premier avec pk si k = 1, ...,n. Montrer que
a1

p1
+ ...+

an

pn
n’appartient pas à Z.

8. Soit n > 1. Montrer que v2(1+
1
2
+ ...+

1
n
)< 0 et en déduire que 1+

1
2
+ ...+

1
n

n’est pas entier.

Exercice 41.
petit théorème de Fermat par Leibniz, Gauss
On rappelle que si d ∈ N alors

(x+1)d =
d

∑
k=0

d!
k!(d− k)!

xk

et
d!

k!(d− k)!
∈ N si k ∈ N et 0≤ k ≤ d.

Soit p un nombre premier.

1. Soit k ∈ N. Montrer que si 0 < k < p alors l’entier
p!

k!(p− k)!
est divisible par p.

2. Soit n ∈ Z. Montrer que (n+1)p ≡p np +1.
3. Soit n ∈ Z. Montrer que np ≡p n.
4. Soit n ∈ Z non multiple de p. Montrer que np−1 ≡p 1.

Exercice 42.
petit théorème de Fermat, deuxième preuve
Soit p un nombre premier.
1. Soit a ∈ Z/pZ∗. Montrer que l’application ψ de Z/pZ dans lui même qui à b ∈ Z/pZ associe ab est une bijection.
2. Vérifier que ψ(Z/pZ∗) = Z/pZ∗;
3. Montrer que (a ·1) · ... · (a · (p−1))≡p 1 · ... · (p−1).
4. Vérifier que pgcd(p,1 · ... · (p−1)) = 1 et que

(a ·1) · ... · (a · (p−1)) = ap−1 · (1 · ... · (p−1)).

5. En déduire que ap−1 ≡p 1.

Exercice 43.
petit théorème de Fermat par Euler
Soit n ∈ N∗. Soit En l’ensemble des entiers compris entre 1 et n−1 et qui sont premiers avec n. On note φ(n) le cardinal
de En. On considère un élément a de En.
1. Montrer que si b ∈ En alors il existe un unique élément de En congru à ab modulo n.
Si b ∈ En on note p(b) l’unique élément de En congru à ab modulo n.
2. Montrer que si b,c ∈ En et b 6= c alors p(b) 6= p(c).
3. Montrer que

∏
b∈En

(a ·b)≡n ∏
b∈En

b.

4. Vérifier que
pgcd(n, ∏

b∈En

b) = 1

et que
∏

b∈En

(a ·b) = aφ(n)
∏

b∈En

b.

5. En déduire que aφ(n) ≡n 1.

Exercice 44.
petit théorème de Fermat par Lagrange
Soit n∈N∗. Si a∈Z on note a la classe de a dans Z/nZ. Soit En l’ensemble des entiers compris entre 1 et n−1 et qui sont
premiers avec n. On note φ(n) le cardinal de En. On note En le sous-ensemble de Z/nZ formé des classes des éléments de
En.
1. Montrer que En muni de la multiplication est un groupe commutatif à φ(n) éléménts.
2. Soit a ∈ Z tel que a ∈ En. Pourquoi le cardinal ca du sous-groupe < a > divise φ(n.).
3. Montrer que aca = 1 et en déduire que aφ(n) = 1.
4. Montrer que si a ∈ Z est premier avec n alors aφ(n) ≡n 1.

Exercice 45.
Wilson d’après Gauss
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Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2.
1. Montrer que 1!≡2 −1, 2!≡3 −1, 3!≡4 2, 4!≡5 −1, 5!≡6 0 et 6!≡7 −1.
2. On suppose n > 4 et qu’il existe a,b ∈ N tels que n = ab et 1 < a < b < n. Montrer que (n−1)!≡n 0.
3. On suppose n > 4 et qu’il existe a ∈ N tel que n = a2. Montrer que 1 < a < 2a < n et en déduire que (n−1)!≡n 0.
On suppose que n est premier et n > 4.
4. Soit k ∈ N tel que 2≤ k ≤ n−2. Factoriser k2−1 et en déduire que k2 6≡n 1.
5. Soit k ∈ N tel que 2≤ k ≤ n−2. Montrer qu’il existe un unique l ∈ N tel que 2≤ l ≤ n−2, l 6= k et kl ≡n 1.
6. Soit A défini par

{k ∈ N : 2≤ k ≤ n−2 et ∀l ∈ N(2≤ l ≤ k)⇒ kl 6≡n 1}.

Montrer que A a exactement (n− 3)/2 éléments et qu’il existe une bijection ψ de A dans son complémentaire dans
{2, ...,n−2} telle que si k ∈ A alors kψ(k)≡n 1.
7. En déduire que (n−1)!≡n 1× (n−1)≡n −1.

Exercice 46.
Wilson d’après Lagrange
On admet que si K est un corps, P ∈K[X ] un polynôme de degré n > 0 et a ∈K une racine de P (P(a) = 0) alors il existe
un unique polynôme Q ∈K[X ] de degré n−1 tel que P = (X−a)Q.
1. Soient K un corps, P ∈ K[X ] un polynôme de degré n > 0 et a1, ..,an ∈ K deux à deux disjoints. On suppose que si
k = 1, ...,n alors P(ak) = 0. Montrer qu’il existe λ ∈K∗ tel que

P(X) = λ(x−a1) · ... · (x−an).

Soit p un nombre premier et P ∈ (Z/pZ)[X ] défini par P(X) = X p−1−1.
2. Vérifier à l’aide du petit théorème de Fermat que P(a) = 0 si a ∈ Z/pZ∗.
3. Montrer que P(X) = (X−1) · ... · (X− (p−1)).
4. En calculant P(0) de deux façons montrer que (p−1)!≡p −1.

Exercice 47.
cyclicité du groupe multiplicatif Z/pZ∗ si p premier
Soit p un nombre premier. Soit D l’ensemble des diviseurs de p− 1. Si d ∈ D on note Od l’ensemble des éléments
d’ordre d du groupe multiplicatif Z/pZ∗ et on note Sd le sous-ensemble de Z/pZ des solutions de l’équation polynomiale
Xd−1 = 0.
1. Soit d ∈ D.
1.a. Vérifier que Sd est un sous-groupe de Z/pZ∗.
1.b. Montrer que Sd possède au plus d éléments.
1.c. Montrer que Od ⊂ Sd .
1.d. Montrer que si Od est non vide alors Sd est isomorphe au groupe additif Z/dZ.
1.e. En déduire que si Od est non vide alors son cardinal est égal à φ(d), le nombre d’éléments d’ordre d de Z/dZ.
2. Vérifier que les Od ,d ∈ D forment une partition de Z/pZ∗.
3. En déduire que

p−1 = ∑
d∈D,Od 6= /0

φ(d).

4. En utilisant l’égalité
p−1 = ∑

d∈D
φ(d)

démontrer que les Od sont tous non vide.
5. En déduire que le groupe multiplicatif Z/pZ∗ est cyclique.

Exercice 48.
sous-groupes de R.
Soit G un sous-groupe de R différent de {0}.
1. Vérifier que si a ∈ R alors aZ = {x = ka : k ∈ Z} est un sous-groupe de R.
On pose a = inf{x ∈ G : x > 0}.
2. On suppose qu’il existe une suite xn dans {x ∈ G : x > a} qui tend vers a.
2.a. Soit ε > 0. Montrer qu’il existe b,c ∈ G tels que a < b < c < a+ ε et en déduire qu’il existe x ∈ G tel que 0 < x < ε.
2.b. Soit y ∈ R. Montrer qu’il existe u,v ∈ G tels que u < y < v et v−u < ε.
2.c. Montrer que G est dense.
3. On suppose qu’il n’existe pas de suite xn dans {x ∈ G : x > a} qui tende vers a.
3.a. Montrer que a ∈ G.
3.b. On suppose qu’il existe b ∈ G\aZ. Montrer qu’il existe alors c ∈ G avec 0 < c < a.
3.c. Montrer que G = aZ.
4. Montrer que Z+

√
2Z est dense.
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Exercice 49.
fractions continues
Si a ∈ R on note E(a) la partie entière de a.
Soit a ∈ R. On considère les suites d, x et R définies par récurrence de la façon suivante :
- d0 = E(a), b0 = a−d0 et R0(x) = d0 + x. ;
- si n ∈ N et bn = 0 alors bn+1 = dn+1 = 0 et Rn+1(x) = Rn(x) ;

- si n ∈ N et si bn 6= 0 alors dn+1 = E(
1
bn

), bn+1 =
1
bn
−dn+1 et Rn+1(x) = Rn(

1
dn+1 + x

).

1. Calculer la suite d associée à
√

2 et celle associée au nombre d’or (Ψ > 0 et Ψ2 = Ψ+1).
2. Vérifier que si n≥ 1 alors Rn est la fraction

Rn(x) = d0 +
1

d1 +
1

. . .

dn−1 +
1

dn + x

3. Montrer que Rn(bn) = a.
4. En déduire que s’il existe n tel que bn = 0 alors a est rationnel.
5. Montrer que si la suite d est périodique alors le nombre a correspondant est une racine d’un polynôme de degré 2 à
coefficients dans Z.
6. On suppose que a =

p
q

avec p,q ∈ N∗ premiers entre eux.

6.a. Soit r la suite des restes obtenus en appliquant l’algorithme d’Euclide à (p,q). Montrer que bn =
rn

rn−1
si rn−1 6= 0 et

bn = 0 sinon.
6.b. En déduire que bn = 0 et Rn(0) =

p
q

à partir d’un certain rang.

7. On consière les deux suites P et Q définies par récurrence par : P−1 = 1, Q−1 = 0, P0 = d0, Q0 = 1 et si n ∈ N

Pndn+1 +Pn−1 = Pn+1 et Qndn+1 +Qn−1 = Qn+1.

Vérifier que

Rn(x) =
Pn +Pn−1x
Qn +Qn−1x

et PnQn−1−QnPn−1 = (−1)n+1 si n ∈ N.

8. Montrer que si r,s, t,u ∈ R+∗ vérifient
r
s
<

t
u

alors
r
s
<

r+ t
s+u

<
t
u
.

9. En déduire que si n ∈ N on a
P2n

Q2n
≤ P2n+2

Q2n+2
≤ a≤ P2n+3

Q2n+3
≤ P2n+1

Q2n+1
.

10. Montrer que Qn est croissante.
11. Soit n ∈ N∗. On suppose dn+2 6= 0. Montrer que Qn+2 ≥ 2Qn et en déduire que Qn+2 ≥ 2

√
2n.

12. Montrer que
∣∣∣∣ Pn

Qn
− Pn+1

Qn+1

∣∣∣∣= 1
QnQn+1

≤ 1
Q2

n
si n ∈ N∗.

13. Montrer que
Pn

Qn
tend vers a.

14. Soit
p
q

tel que
∣∣∣∣ p
q
−a
∣∣∣∣< ∣∣∣∣ Pn

Qn
−a
∣∣∣∣ .

14.a. Montrer que
∣∣∣∣ Pn

Qn
− Pn+1

Qn+1

∣∣∣∣≤ 2
∣∣∣∣ Pn

Qn
− Pn−1

Qn−1

∣∣∣∣ si n ∈ N∗.

14.b. Montrer que
p
q

est compris entre
Pn

Qn
et

Pn+1

Qn+1
ou entre

Pn

Qn
et

Pn−1

Qn−1
si n ∈ N∗.

14.c. Montrer qu’il existe A ∈ N∗ tel que∣∣∣∣ Pn+1

Qn+1
− p

q

∣∣∣∣= A
qQn+1

<
1

QnQn+1
ou

∣∣∣∣ Pn−1

Qn−1
− p

q

∣∣∣∣= A
qQn−1

<
1

Qn−1Qn
.

14.d. Montrer que q > Qn.

Exercice 50.
les points rationnels du cercle unité
On note C = {x2 +y2 = 1} le cercle unité de R2. Soit t ∈R. On note m(t) = (x(t),y(t)) le point d’intersection de la droite
Dt d’équation t(y−1)+ x = 0 avec C \{(0,1)}.
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1. Montrer que

x(t) =
2t

t2 +1

y(t) =
t2−1
t2 +1

.

2. Montrer que m(t) ∈Q2 si et seulement si t ∈Q.
3. Résoudre dans Z3 l’équation a2 +b2 = c2.

Exercice 51.
critères de divisibilité
Soit n ∈ N un entier et ak...a0 son écriture décimale :

n =
k

∑
i=0

ai10i avec ai ∈ {0, ...,9}.

1. Montrer
1.a. L’entier n est divisible par 3 si et seulement si 3 divise a0 + ...+ak.
1.b. L’entier n est divisible par 9 si et seulement si 9 divise a0 + ...+ak.
1.c. L’entier n est divisible par 11 si et seulement si 11 divise a0 + ...+(−1)kak
1.d. L’entier n est divisible par 5 si et seulement si 5 divise a0.
1.e. L’entier n est divisible par 2 si et seulement si 2 divise a0.
1.f. L’entier n est divisible par 4 si et seulement si 4 divise a0 +2a1.
1.g. L’entier n est divisible par 6 si et seulement si 6 divise a0 +4(a1 + ...+ak).
1.h. L’entier n est divisible par 8 si et seulement si 8 divise a0 +2a1 +4a2.
2. Soit d ∈ N tel que n = 10d +a0.
2.a. Montrer que n = 10(d−2a0)+21a0.
2.b. Montrer que n≡7 10(d−2a0).
2.c. Donner un critère de divisibilité par 7.

Exercice 52.
nombres de Mersenne (2d−1)
Soit d ∈ N, d ≥ 2.
1. Montrer que si n ∈ N est supérieur ou égal à 3 alors (nd−1) n’est pas premier.
2. On suppose que d = pq avec p,q ∈ N et p,q≥ 2. Montrer (2pq−1) est divisible par (2p−1) et (2q−1).
3. Montrer que si (2d−1) est premier alors d est premier.
4. Rechercher le plus petit nombre premier tel que (2p−1) ne soit pas premier.
5. Vérfier que 223−1≡47 0.

Exercice 53.
nombres parfaits
Soit n un entier naturel. On note sn la somme de ses diviseurs (y compris n) et σn la somme de ses diviseurs propres
(difféérents de n).L’entier n est un nombre parfait s’il est égal à la somme de ses diviseurs autres que lui-même (i.e.
n = σn (ou (sn = 2n)).
1. On suppose que n = pq avec pgcd(p,q) = 1. Montrer que sn = spsq.
2. On suppose que n = 2d−1(2d−1) avec (2d−1) premier (et d entier).
2.a. Montrer que les diviseurs de 2d−1 sont les 2k avec k = 0, ...,d−1 et ceux de (2d−1) sont 1 et (2d−1).
2.b. Calculer s2d−1 et s2d−1.
2.c. Montrer que n est parfait et pair (Euclide).
3. On suppose que n est parfait et pair : n = 2dq avec d,q ∈ N et d ≥ 1, q impair.
3.a. Montrer que 2d+1q = (2d+1−1)sq.
3.b. Montrer qu’il existe m ∈ N∗ tel que sq = 2d+1m.
3.c. Vérifier que q = (2d+1−1)m.
On suppose m > 1.
3.d. Montrer que q = (2d+1−1)m, (2d+1−1), m, et 1 sont des diviseurs de q.
3.e. Montrer que sq ≥ 2d+1m.
3.f. Montrer que m = 1 (i.e. l’hypothèse m > 1 conduit à une contradiction).
3.g. Vérifier que q = (2d+1−1) et que sq = 2d+1.
3.h. Montrer que q est premier (Euler).

Exercice 54.
nombres de Fermat (22m

+1)
1. Montrer que si a,n ∈ N alors (a+1) divise (a2n+1 +1).
2. Montrer que si m,n ∈ N avec n impair alors (22m

+1) divise (2n2m
+1).
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3. Montrer que si (2d +1) est premier alors il existe m ∈ N tel que d = 2m.
4. Vérifier que 641 divise (232 +1) et que 32 = 25.

Exercice 55.
nombres de Carmichaël
Un entier naturel n est un nombre de Carmichaël si pour tout entier a premier avec n, an−1 ≡n 1.
1. Les nombres premiers sont-ils des nombres de Carmichaël ?
2. Soit n un entier naturel pair différent de 2.
2.a. Vérifier que n−1 est premier avec n mais que (n−1)n−1 6≡n 1.
2.b. L’entier n est-il un nombre de Carmichaël ?
3. Soit n = p1 · ... · pk où les pi sont des nombres premiers impairs tous distincts. On suppose que chaque terme (pi−1)
divise n−1.
3.a. Soit a un entier premier avec n et soit i = 1, ...,k. Vérifier que pi divise api−1−1 et en déduire que pi divise an−1−1.
3.b. Démontrer que n divise an−1−1.
3.c. Montrer que a est un nombre de Carmichaël.
3.d. Vérifier que 561 et 1105 sont des nombres de Carmichaël.
4. Soit n = mp2 avec p premier et m entier naturel impair. On suppose que n est un nombre de Carmichaël. On pose
a = 1+mp.
4.a. Calculer ap et montrer que ap ≡n 1.
4.b. Montrer que G = {ak : k ∈ N} muni de la loi ×n forme un groupe cyclique d’ordre p.
4.c. Calculer a(1−mp), montrer que a est premier avec n et en déduire que an−1 ≡n 1.
4.d. En déduire que p divise n−1.
4.e. Conclure que n n’est pas un nombre de Carmichaël.
5. Soit n = p1 · ... · pk où les pi sont des nombres premiers impairs tous distincts. On suppose que n est un nombre de
Carmichaël.
5.a. Dire pourquoi il existe g1 ∈ Z/p1Z, ..,gk ∈ Z/pkZ tels que chaque gi est d’ordre pi−1 dans le groupe multiplicatif
Z/piZ∗.
5.b. Dire pourquoi il existe g ∈ Z/Zn tel que g≡pi gi si i = 1, ...,k.
5.c. Montrer que g est premier avec n et en déduire que gn−1 ≡n 1.
5.d. Montrer que gn−1 ≡pi 1 et en déduire que gn−1

i ≡pi 1 si i = 1, ...,k.
5.e. Montrer que pi−1 divise n−1.
6. Montrer qu’un entier naturel non premier n est un nombre de Carmichaël si et seulement s’il est de la forme n =
p1 · ... · pk où les pi sont des nombres premiers impairs tous distincts et chaque terme (pi−1) divise n−1.

Exercice 56.
irrationalité de exp1
Soient u = (un) et v = (vn) les deux suites définies par

un =
n

∑
k=0

1
k!
,

vn = un +
1

n ·n!
.

1. Montrer que u et v sont adjacentes.
2. Montrer que u et v ont une limite commune notée exp(1) et que si n ∈ N alors un < exp(1)< vn.
3. Soit n ∈ N. Montrer qu’il existe dn ∈ N tel que

n!un = dn < dn +
1
n
= n!vn.

4. Soit n, p,q ∈ N tels qu un <
p
q < vn. Montrer que q ne divise pas n! et en déduire que q > n.

5. Montrer que exp(1) est irrationnel.

Exercice 57.
répartition des nombres premiers
On considère la suite p des nombres premiers successifs : p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, ... et si n ∈N on note π(n) le nombre de
nombres premiers compris entre 0 et n. On a π(0)= π(1)= 0 et, si n∈N est supérieur ou égal à 2, on a pπ(n)≤ n< pπ(n)+1.
1. On considère la suite u définie par u0 = 0 et par

un =
n

∑
k=1

1
k

si n ∈ N∗.

1.a. Montrer que u est strictement croissante.
1.b. Montrer si d ∈ N et si k ∈ N est compris entre 2d +1 et 2d+1 alors 1

k > 1
2d et en déduire que u2d+1 −u2d > 1

2 .
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1.c. Montrer que si d ∈ N alors u2d > d
2 .

1.d. Montrer que lim
+∞

u =+∞.

2. Soit m ∈ N∗.
2.a. Vérifier que si k ∈ N est compris entre 1 et m alors il existe un unique m-uplet (i1(k), ..., im(k)) ∈ Nn tel que

k =
m

∏
j=1

p j
i j(k) et 0≤ i1(k), ..., im(k)≤ m

et en déduire

∑
0≤i1,...,ik≤m

m

∏
j=1

(
1
p j

)i j

≥
m

∑
k=1

m

∏
j=1

(
1
p j

)i j(k)

=
m

∑
k=1

1
k
.

2.b. Montrer la double inégalité

1+
2
p j

>
1

1− 1
p j

>
m

∑
i=0

(
1
p j

)i

pour j ∈ N compris entre 1 et m

et en déduire
m

∏
j=1

(
1+

2
p j

)
>

m

∏
j=1

(
1

1− 1
p j

)
>

m

∏
j=1

(
m

∑
i=0

(
1
p j

)i
)

= ∑
0≤i1,...,ik≤m

m

∏
j=1

(
1
p j

)i j

.

2.c. Etablir lim
m→+∞

m

∏
j=1

(
1

1− 1
p j

)
=+∞ et lim

m→+∞

m

∏
j=1

(
1+

2
p j

)
=+∞.

2.d. Montrer que si x≥ 0 alors x≥ ln(1+ x) et en déduire que si m ∈ N∗ alors

m

∑
j=1

1
p j
≥ 1

2
ln

(
m

∏
j=1

(
1+

2
p j

))

puis que lim
m→+∞

m

∑
j=1

1
p j

=+∞.

2.e. Montrer que si α > 1 alors l’ensemble I(α) = {i ∈ N : pi < iα} est infini.
Soit ε > 0.
3. Montrer qu’il existe M ∈ N tel que pour tout m ∈ N supérieur ou égal à M on a

m

∏
j=1

(
1− 1

p j

)
< ε.

4. Soit l ∈ N∗. On pose Nl = l · p1 · ... · pM. Soit n ∈ N compris entre Nl et Nl+1.
4.a. Vérifier que

π(n)
n
≤ π(Nl+1)

Nl
.

4.b. Vérifier que π(Nl+1)≤ φ(Nl+1) où φ désigne l’indicatrice d’Euler.
4.c. Montrer que

π(Nl+1)≤ Nl+1

M

∏
j=1

.

(
1− 1

p j

)
≤ Nl+1ε.

4.d. Montrer que
π(n)

n
≤ 2ε.

5. Montrer que

lim
n→+∞

π(n)
n

= 0.

Exercice 58.
trois clés classiques
1. Le numéro de sécurité sociale est la concaténation d’un numéro I à 13 chiffres caractérisant le porteur du numéro [
genre (1 ou 2), année de naissance (2 chiffres), mois de naissance (2 chiffres), démpattement de naissance (2 chiffres),
commune de naissance (3 chiffres), rang de naissance dans l’année et la commune (3 chiffres)] et d’une clé C à 2 chiffres
et définie par C−1≡97 97− I.
1.a. Montrer qu’on détecte un numéro de sécurité sociale erroné si l’erreur porte sur un chiffre.
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1.b. Montrer qu’on détecte un numéro de sécurité sociale erroné si l’erreur est la permutation de deux chiffres.
1.c. Montrer qu’on détecte un numéro de sécurité sociale erroné si l’erreur est la permutation de l’année et du mois ou du
mois et du département.
2. Le code ISBN est un nombre de 13 chiffres C = c1....c12c13. Les 12 premiers chiffres identifient un ouvrage et le 13e
est une clé de contrôle calculée de la façon suivante

c13 ≡10 10− (c1 +3c2 + c3 +3c4 + c5 +3c6 + c7 +3c8 + c9 +3c10 + c11 +3c12).

2.a. Montrer qu’on détecte un code ISBN erroné si l’erreur porte sur un chiffre.
2.b. Montrer qu’on détecte un code ISBN erroné si l’erreur est la permutation de deux chiffres successifs sauf si la
différence de ces deux chiffres est ±5.
3. Le numéro de carte bancaire est formé de 16 chiffres : B = b1...b15b16. Le dernier est la clé qui est calculée à partir des
autres de la façon suivante : b16 ≡10 10− (b′1 + ...+b′15) où b′2k−1 = b2k−1 et b′2k ≡9 2b2k si k = 1, ...,7.
3.a. Montrer qu’on détecte un numéro de carte bancaire erroné si l’erreur porte sur un chiffre.
3.b. Détecte-t-on un numéro de carte bancaire erroné si l’erreur est la permutation de deux chiffres successifs ?

Exercice 59.
trois chiffrements classiques
1. Un chiffrement affine revient à remplacer les lettres par d’autres lettres à l’aide d’une application affine inversible dans
Z/26Z.
1.a. Montrer que n ∈ Z/26Z 7→ an+b est inversible si et seulement si pgcd(a,26) = 1.
1.b. Combien existe-t-il de chiffrements affines ?
2. Un chiffrement de Hill est un chiffrement affine par bloc. Il consiste à remplacer des mots de n lettres (n est une
constante du chiffrement par d’autres mots de même longueur à l’aide d’une matrice (n,n) agissant sur (Z/26Z)n de
façon bijective.
2.a. Montrer que A ∈Mn(Z/26Z) est inversible si et seulement si pgcd(Det(A),26) = 1.
2.b. Combien existe-il de chiffrements de Hill par bloc (2,2) pour l’alphabet de 26 lettres ?
3. Un chiffrement de Vigenère combine une table et une clé. La table correspond à une application θ de Z/26Z×Z/26Z
dans Z/26Z telle que pour tout a ∈ Z/26Z les applications partielles x 7→ θ(a,x) et x 7→ θ(x,a) sont des bijections. La
clé est un mot de longueur n : b1...bn avec les bi dans Z/26Z. On code un texte de longueur m de la façon suivante. Si
k = 1, ...,m on remplace la lettre ak ∈ Z/26Z du texte original par la lettre θ(ak,blk) où lk ≡n k et 1≤ k ≤ n.
3.a. Comment construire une table de déchiffrement à partir d’une table de chiffrement ?
3.b. Combien existe-t-il de tables de chiffrement ?
3.c. Une table de chiffrement étant donnée, combien de chiffrements différents peut on obtenir avec des clés de 7 carac-
tères ?

Exercice 60.
écriture des entiers et des réels en base a
Soit a ∈ N tel que a≥ 2.
1. Montrer que si k ∈ N alors ak ≥ 1+ k et que ak+1 > ak.
2. Soit n ∈ N. Montrer qu’il existe un unique d ∈ N tel ad ≤ n < ad+1.
3. Montrer par récurrence sur d que si n∈N vérifie 0≤ n< 2d+1 alors il existe un unique u= (u0, ...,ud)∈ [0, ...,a−1]d+1

tel que

n =
d

∑
k=0

ukak.

Soit x ∈]0,1[ un réel.
4. Pour tout k ∈ N on note yk la partie entière de akx et on note vk le reste de la division de yk par a.

4.a. Montrer que si E(anx) =
n

∑
k=0

ukak alors pour tout k = 0, ...,n alors vk = un−k.

4.b. Montrer que les suites xn =
n

∑
k=0

vk
1
ak et yn = xn +

1
an sont des suites adjacentes de limite x (

+∞

∑
k=0

vk
1
ak est l’écriture de

x en base a).
4.c. Montrer que si anx ∈ N alors pour tout k > n vk = 0 et montrer que si de plus vn 6= 0 alors x est aussi la limite de la

suite x′n =
n

∑
k=0

v′k
1
ak avec v′k = vk si k < n, v′n = vn−1 et v′k = a−1 si k > n.

4.d. Soient v,v′ ∈ [0, ...,a− 1]N non constantes égales à a− 1 à partir d’un certain rang. Montrer que si v 6= v′ alors

x =
+∞

∑
k=0

vk
1
ak et x′ =

+∞

∑
k=0

v′k
1
ak sont différents.

4.e. Caractériser l’écriture en base a des rationnels.

Exercice 61.
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Soit a ∈ N tel que a≥ 2. Donner un algorithme pour obtenir l’écriture d’un entier naturel en base a.

Exercice 62.
calcul d’une puissance
Soit n ∈ N∗. A x ∈ Z/nZ et d ∈ N∗ on associe les suites ak(x), bk(x,d), dk(d), rk(d) Dk(d) définies de la façon suivante :
- a0(x) = x, b0(x,d) = 1, d0(d) = d, D0(d) = 0 ;
- si k ∈ N alors

- dk+1(d) et rk(d) sont le quotient et le reste de la division euclidienne de dk(d) par 2 ;
- ak+1(x) = ak(x)2 ;
- bk+1(x,d) = bk(x,d)×ak(x,d)rk(d) ;
- Dk+1(d) = Dk(d)+ rk(d)2k.

1. Montrer que si dk(d)> 1 alors dk(d)> dk+1(d)≥ 1.
2. En déduire qu’il existe kd tel que dk(d)> 1 si k < kd et dkd (d) = 1.

3. Montrer que kd <
ln(d)
ln(2)

+1.

4. Montrer que
- dk+1(2d + r) = dk(d) et rk+1(2d + r) = rk(d) si r = 0 ou 1 ;
- ak+1(x) = ak(x2).

En déduire que xrbk(x2,d) = bk+1(x,2d + r) si r = 0 ou 1.
5. Montrer par récurrence sur d que si x ∈ Z/nZ alors bkd+1 = xd .

Exercice 63.
jeux de Nim
1. On dispose d’un tas de 100 cailloux. Deux joueurs s’affrontent en prenant à chaque coup entre 1 à 8 cailloux. Le gagnant
est celui qui prend le dernier caillou. Existe-t-il une stratégie gagnante pour le joueur qui débute ?
2. On dispose maintenant de plusieurs tas contenant chacun un nombre arbitraire de cailloux. Deux joueurs s’affrontent
en prenant à chaque coup le nombre de cailloux qu’il souhaite (mais au moins un) dans le tas qu’il souhaite.
2.a. Montrer que si n ∈ N alors n < 2n.

2.b. Soit d ∈ N∗ et u0, ...,ud−1 ∈ {−1,0,1}Montrer que
d−1

∑
k=0

uk2k < 2d .

2.c. Soit n ∈ N. Montrer qu’il existe dn ∈ N et un
0, ...,u

n
dn
∈ {0,1} uniques tels que n =

dn

∑
k=0

un
k2k.

Soit n∈N. Soit dn ∈N et un
0, ...,u

n
dn
∈ {0,1} tels que n =

dn

∑
k=0

un
k2k. On note Pn ∈ (Z/2Z)[x] le polynôme Pn(x) =

dn

∑
k=0

un
k

2xk.

2.d. Montrer que l’application qui à n ∈ N associe Pn ∈ (Z/2Z)[x] est une bijection.
2.e. Soient d ∈ N∗, A,B ∈ (Z/2Z)[x] de degrés strictement inférieurs à d et C ∈ (Z/2Z)[x]. Montrer que si n et m sont
deux entiers naturels tels que Pn = A+ xd + xd+1C et Pm = B+ xd+1C alors m < n.
2.f. Montrer que si les entiers naturels n1, ...,nd sont tels que P = Pn1 + ...+Pnd 6= 0 alors, quitte à permuter les ni, il existe
m1, ...,md ∈N tels que mk = nk si k 6= d et md < nd et vérifiant Pm1 + ...+Pmd = 0 (on pourra permuter les ni de telle sorte
que si d est le degré de P alors und

d = 1).
2.g. Montrer que si les entiers naturels non nuls n1, ...,nd sont tels que Pn1 + ...+Pnd = 0 alors si m1, ...,md ∈ N sont tels
que, quitte à permuter les ni, mk = nk sauf pour d et md < nd alors Pm1 + ...+Pmd 6= 0.
2.h. Soient n1, ...,nd les nombres de cailloux dans les tas au début du jeu. Donner une condition nécessaire et suffisante
pour que le joueur qui débute dispose d’une stratégie gagnante et expliquer cette stratégie.

Exercice 64.
applications linéaires préservant Zd

Soit d ∈ N et A ∈Md(R).
1. On suppose que A préserve Zd . Montrer que A ∈Md(Z).
2. On suppose que la restriction de A à Zd est une bijection. Montrer que Det(A) = 1.
3. Soit n ∈ N.
3.a. Vérifiez que si x ∈ Zd alors An

(xn) = A(x)
n
.

3.b. Vérifier que An ∈Md(Z/nZ) est inversible si et seulement si Det(A) est premier avec n.

Exercice 65.
le chiffrement RSA de Rivest, Shamir et Adleman
Soient p et q deux nombres premiers différents. On pose n = pq. Soient aussi c et d deux entiers naturels strictement
inférieurs à φ(n) (où φ désigne l’indicatrice d’Euler) et inverses l’un de l’autre dans Z/φ(n)Z.
1. Montrer qu’il existe k ∈ Z tel que cd = 1+ k(p−1)(q−1).
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2. Soit a ∈ N et a < n. Vérifier les égalités

(ac)d ≡p acd ≡p a1+k(p−1)(q−1) ≡p a ·
(

a(p−1)
)k(q−1)

(ac)d ≡q acd ≡q a1+k(p−1)(q−1) ≡q a ·
(

a(q−1)
)k(p−1)

3. En distinguant les cas a premier avec p et q, a premier seulement avec p et a premier seulement avec q montrer à l’aide
du théorème de Fermat les égalités (ac)d ≡p a et (ac)d ≡q a.
4. En déduire que (ac)d ≡n a.
Une société de crédit identifie à distance le possesseur d’une carte de crédit par la transmission du code confidentiel. Pour
que cette transmission soit sécurisée il est nécessaire de crypter le code a. Le chiffrement RSA consiste à transmettre
non pas a mais A ≡ ac modulo n. La société qui reçoit A calcule Ad modulo n. Elle retrouve ainsi le code a. Dans cette
méthode les nombres n et c sont publics. Ils sont accessibles à tous les clients. Les nombres p, q et d ne sont connus que
de la société. Pour les calculer il est nécessaire de factoriser n. Ceci est difficile à réaliser si n est très grand. Ceci garantit
la fiabilité du chiffrement RSA.

Exercice 66.
le chiffrement de El Gamal
Une personne A doit envoyer un message m (m entier naturel) de façon chiffrée à B, une seconde personne. Cette dernière
choisit p premier plus grand que tout message susceptible de lui être envoyé et un élément g ∈ Z/pZ∗. Elle choisit aussi
s ∈N qu’il garde secret. Elle calcule b = gs et communique à A le triplet (p,g,b). En retour A choisit t ∈N, calcule a = gt

et c = mbt et renvoie (a,c) à B.
1. Montrer qu’il existe h ∈ Z/pZ tel que gh = 1.
2. Que fait B pour retrouver m ?
La sécurité du chiffrement de El Gamal qui vient d’être décrit réside dans la difficulté de calcul du logarithme discret (i.e.
trouver s connaissant le triplet (p,g,b)).

Exercice 67.
Échange de clés de Diffie-Hellman
Une personne A envoie un message X chiffré en Y à B. Les algorithmes ψ de chiffrement et déchiffrement ψ−1 sont
publics et dépendent d’une clé K ∈ Z/pZ∗ (avec p premier) : Y = ψ(K,X) et X = ψ−1(K,Y ). La construction de la clé
et la transmission du message chiffré se font de la façon suivante. B choisit g ∈ Z/pZ∗ et b ∈ N. Il calcule β = gb et
communique à A le couple (g,β). A choisit alors a ∈ N, calcule K = βa et α = ga et il communique à A ce nombre α en
même temps que le message chiffré Y = ψ(K,X).
1. Vérifier que K n’est pas nul.
2. Comment B fait-il pour trouver la clé K et déchiffrer le message ?
3. Supposons qu’une tierce personne C intercepte les échanges entre A et B et modifie les informations. Après avoir avoir
reçu (g,β) de B il transmet (g,γ) à A avec γ = gc, c étant choisi par ses soins.
3.a. Peut-il déchiffer le message chiffré envoyé par A ?
3.b. Que doit-il envoyer à B pour que B puisse retrouver X en déchifrant le message chiffré reçu ?

Exercice 68.
Cryptosystème de Merkle-Hellman

Soit n ∈ N∗ et soit a = (a1, ...,an) ∈ N∗n. On pose ||a|| =
n

∑
i=1

ai. Si
k−1

∑
i=1

ai < ak pour tout k = 2, ...,n on dit que a est

super-croissant.
1. Montrer que (1,2, ...,2n−1) est super-croissant et que 2k−1 ≤ ak pour tout k = 1, ...,n si (a1, ...,an) est super-croissant.

Soit f : {0,1}n→ N définie par f (x) =
n

∑
i=1

xian+1−i si x = (x1, ...,xn) ∈ {0,1}n.

2. Montrer que si x ∈ {0,1}n alors f (0, ...,0) = 0≤ f (x)≤ ||a||= f (1, ...,1).
On suppose a super-croissant.
3. Montrer que f est strictement croissante de {0,1}n muni de l’ordre lexicographique dans N.
4. Soit y ∈N. On considère z = (z1, ...,zn) ∈ {0,1}n défini par z1 = 1 si y≥ ||a|| ou z1 = 0 sinon, et, pour k ∈ {1, ...,n−1}

zk+1 = 1 si y≥ ||a||−
k

∑
i=1

zian+1−i ou zk+1 = 0 sinon. Montrer que s’il existe x ∈ {0,1}n tel que y = f (x) alors x = z.

On fixe N ∈ N tel que ||a||< N et K ∈ N tel que K < N et pgcd(K,N) = 1.
5. Montrer qu’il existe L ∈ N tel que KL≡N 1 et L < N.
6. Si k = 1, ...,n on note bk l’unique entier naturel strictement inférieur à N tel que bk ≡N Kak. Montrer que les bk sont tous
différents et qu’il existe une unique permutation σ de {1, ...,n} telle que c = (c1, ...,cn) définie par ck = bσ(k) si k = 1, ...,n
vérifie c1 < ... < cn.
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7. Soit g : {0,1}n→N définie par g(x) =
n

∑
i=1

xicn+1−i si x = (x1, ...,xn)∈ {0,1}n. Montrer que si x ∈ {0,1}n alors f (x)≡N

Lg((xσ(1), ...,xσ(n))).
L’envoi par un individu B à un individu A d’un mot binaire chiffré à l’aide du cryptosystème de Merkle-Hellman se fait
de la façon suivante. A choisit une clé secrète formée d’un n−uplet super-croissant a et des entiers N et K comme dans
l’exercice. Il calcule c = (c1, ...,cn) et transmet à B ce n-uplet. B chiffre le mot x en calculant g(x) qu’il transmet à A. Ce
dernier déchiffre (i.e. retrouve x à partir de g(x)) en utilisant les questions 4, 5, 6 et 7.

Exercice 69.
On se place dans le plan affine euclidien R2 et on considère la conique C de foyer F = (0,0), de directrice δ = {y =−1}
et d’excentricité e > 0. Il s’agit de l’ensemble des points M de R2 tels que FM = e ·d(M,δ).
1. Donner une représentation en coordonnées polaires de C .
2. Trouver une équation cartésienne de C .
On suppose dans la suite que e 6= 1.
3. Montrer que C a un centre de symétrie C et deux axes de symétrie (l’un seulement contient F).
4. On note F ′ et δ′ les symétriques de F et δ par rapport à l’axe de symétrie qui ne contient pas F. Montrer que la conique
C admet F ′ et δ′ comme foyer et directrice.
5. Montrer que M ∈ C 7→ FM+F ′M (respectivement M ∈ C 7→ |FM−F ′M|) est constante si e ∈]0,1[ (respectivement si
e > 1).

Exercice 70.
Réduire les équations suivantes et donner les éléments caractéristiques de la conique associée :
1. x2 +2y2 + xy+ x+ y−1 = 0,
2. x2 + y2 +4xy+2x−1 = 0,
3. x2 +4y2 +4xy+ x+ y−1 = 0.

Exercice 71.
Soit E une ellipse, F et F ′ ses foyers, Γ le cercle dont un diamètre est le grand axe de l’ellipse et D le cercle centré en F ′

et de rayon le double de celui de Γ.
1. Soit M ∈ E et T est la bissectrice de ((MF),(MF ′)) telle F et F ′ soit dans le même demi-plan bordé par T . Montrer
que si M′ ∈ T \{M} alors

FM′+F ′M′ > FM+F ′M.

2. En déduire que T est la tangente en M à l’ellipse.
3. Montrer que si M ∈ E alors l’image de F par réflexion par rapport à la tangente en M à l’ellipse appartient à D.
4. Montrer la réciproque.
5. Montrer que si M ∈ E alors l’image de F par la projection orthogonale sur la tangente en M à l’ellipse appartient à Γ.
6. Montrer la réciproque.

Exercice 72.
Soit E une ellipse, F et F ′ ses foyers, Γ le cercle dont un diamètre est le grand axe de l’ellipse et D le cercle centré en F ′

et de rayon le double de celui de Γ. Soit aussi δ une droite qui coupe l’ellipse en deux points M et M′.
1. Soit I l’intersection de D et de la demi-droite [F ′,M) et soit J l’image de F par la reflexion par rapport à δ. Montrer
que IM = JM = FM.
2. En déduire que M est le centre d’un cercle qui passe par F et J et qui est tangent à D.

Exercice 73.
Soit P une parabole de foyer F et de directrice δ. On note ∆ l’axe de symétrie de cette parabole et S le sommet : S = ∆∩P .
Soit M un point de cette parabole, H son image par la projection orthogonale sur δ et T la bissectrice de ((MF),(MH)
qui sépare F et H.
1. Soit M′ ∈ T \{M} et soit H ′ son image par la projection orthogonale sur δ. Montrer

FM′

FH ′
>

FM
FH

= 1.

2. En déduire que T est la tangente en M à la parbole.
3. Montrer que l’image de F par la réflexion par rapport à T appartient à δ.
4. Montrer que l’image de F par la projection orthogonale sur T appartient à la perpendiculaire au sommet S à l’axe de
symétrie ∆.

Exercice 74.
Soit H une hyperbole, F et F ′ ses foyers et M0 un de ses point. On supose que K = F ′M′0−FM0 > 0 et note C le cercle
centré en F ′ et de rayon K.
1. Montrer que l’hyperbole H est le lieu des centres des cercles passant par F ′ et tangents à C .
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2. Soit M ∈H et T est la bissectrice de ((MF),(MF ′)) telle que T sépare F et F ′. Montrer que si M′ ∈ T \{M} alors

|FM′−F ′M′|< |FM−F ′M|.

3. En déduire que T est la tangente en M à l’hyperbole.

Exercice 75.
Soit Ca et Cb des cercles de rayons b < a centrés en O, soit ∆ et δ deux droites perpendiculaires en O et soit E l’ellipse
tangente à Ca et Cb et dont le grand axe est ∆.
1. Montrer que si M ∈Ca et N ∈ [O,M] sont alignés alors l’intersection de la parallèle à δ qui passe par M et de la parallèle
à ∆ qui passe par N est un point P de l’ellipse E .
2. Soit Q tel que (N,P,M,Q) forme un parallélogramme. Montrer que (N,P,M,Q) est un rectangle.
3. sit I l’intersection des diagonales de (N,P,M,Q). Montrer que le cercle centré en I et qui passe par O coupent les axes
de l’ellipse E en deux points J et K tels que I ∈ (JK).
4. Soit M′, N′, P′ et Q′ les images de M, N, P et Q par une rotation d’un quart de tour. Montrer que Q′ est sur l’ellipse.

Exercice 76.
Rechercher dans la littérature mathématique une preuve des trois lois de Kepler.

Exercice 77.
Soit (O,

−→i ,−→j ,−→k ) un repère orthonormé direct d’un espace affine euclidien et orienté E . On considère le cône C donné
par C = {P(x,y,z) = 0} avec P(x,y,z) = z2− (x2 + y2).
1. Soit δ une droite affine : δ = {(α,β,γ)+ t(u,v,w), t ∈R}. En étudiant t 7→ P(α+ tu,β+ tv,γ+ tw) montrer que si O /∈ δ

alors δ∩C contient au plus deux points.
2. Vérifier que si une isométrie fixe globalement C elle fixe O.

3. Soient M0 = (1,0,1), M1 = (− 1
2 ,
√

3
2 ,1) et M2 = (− 1

2 ,
√

3
2 ,1). Quelles sont les images possibles du triplet (M1,M2,M3)

par une isométrie qui fixe globalement C ?
4. Donner le groupe G des isométries qui fixent globalement C.
5. On note C1 le cône plein C1 = {x2 + y2 ≤ z2,z ∈ [0,1]}. Quel est le volume de ce cône plein ?
6. Quelle est la frontière ∂C1 de C1 ?
7. Quelle est l’aire de ∂C1 ?
8. Montrer qu’une isométrie qui fixe globalement C1 fixe globalement ∂C1.
9. Soit A,B,C trois points de E tels que AB < AC. Montrer que si X ∈]B,C[ alors AX < AC.
Soient N0 = (1,0,1), N1 = (0,1,1), N2 = (−1,0,1) et N3 = (−1,−1,1).
10. Montrer que si N ∈ C1 \{N2} alors N0N < N0N2.
11. Montrer que si N,N′ ∈C1 vérifient NN′=N0N1 alors N,N′ ∈{z= 1} et N′ est l’image de N par la symétrie orthogonale
par rapport à la droite O+R−→k .
12. Quelles sont les images possibles du quadruplet (N0,N1,N2,N3) par une isométrie qui fixe globalement C1 ?
13. Donner le groupe G des isométries qui fixent globalement C1.

Exercice 78.
Soit (O,

−→i ,−→j ,−→k ) un repère orthonormé direct d’un espace affine euclidien et orienté E . On considère l’hyperboloïde à
une nappe H donné par H = {P(x,y,z) = 0} avec P(x,y,z) = 1+ z2− (x2 + y2).
1. Quelle est l’intersection de H avec un plan horizontal ?
2. Soit λ≥ 0. Quelle est l’intersection de H avec un plan {y = λ ?
3. Donner l’équation du plan tangent à H en (0,1,0).
4. Montrer que H contient la droite δ = {(t,1, t) : t ∈ R}.
5. Montrer qu’il y exactement deux droites contenues dans H et qui passent par (0,1,0).
6. Montrer que H ne contient pas de droite horizontale.
7. Montrer que H est globalement invariant sous l’action des rotations d’axe O+R−→k , des réflexions par rapport aux
plans qui contiennent cet axe et de la réflexion par rapport au plan {z = 0}.
8. Décrire toutes les droites contenues dans H .
9. Décrire toutes les isométries qui laissent H globalement invariant.

Exercice 79.
Construire à la règle et au compas dans le plan affine euclidien
- la médiatrice d’un bipoint,
- le centre d’un cercle dont trois points sont donnés,
- l’image d’un point donné par une réflexion par rapport à une droite donnée,
- l’image d’un point donné par une projection orthogonale sur une droite donnée,
- la perpendiculaire à une droite donnée et passant par un point donné,
- la parallèle à une droite donnée et passant par un point donné,
- le milieu d’un bipoint,
- les bissectrices de deux droites données,

18



- l’image d’un point par une translation dont on connaît l’action sur un autre point,
- l’image d’un point par une homothétie dont on connaît le centre et l’action sur un point différent du centre,
- l’image d’un point par une rotation dont on connaît l’action sur deux points différents,
- l’image d’un point par une similitude dont on connaît l’action sur deux points différents,
- l’image d’un point par une application dont on connaît l’action sur un repère affine,
- des subdivisions égales d’un segment donné,
- la tangente à un cercle en un point donné de ce cercle,
- les tangentes à un cercle qui passent par un point donné,
- les tangentes à deux cercles,
- un point d’une cônique étant donnés certains éléments caractéristiques de cette conique,
- la tangente à une ellipse en un point donné, supposés connus les deux foyers,
- la tangente à une hyperbole en un point donné, supposés connus les deux foyers,
- la tangente à une parabole en un point donné, supposer connus le foyer et la directrice.

Exercice 80.
On identifie C à un plan affine euclidien orienté.
1. Quelles sont les racines complexes (module et argument) du polynôme P(z) = z4 + z3 + z2 + z+1.
2. Montrer que P(z) se factorise en

P(z) = (z2−2cos(
2π

5
)z+1)(z2−2cos(

4π

5
)z+1).

3. Trouver une équation du second degré vérifiée par cos( 2π

5 ).
4. En déduire une construction à la règle et au compas du pentagone régulier.

Exercice 81.
On pose C = C∪{∞}.
1. Montrer que les homographies z 7→ h(z) = az+b

cz+d avec a,b,c et d dans C tels que ad−bc 6= 0, forment un groupe pour
la composition (avec comme convention h(∞) = a

c et h(− d
c ) = ∞ si c 6= 0, h(∞) = ∞ si c = 0 et h(∞) = 0 si a = 0).

2. Vérifier que si A,B,C ∈C sont distincts il existe une et une seule homographie hABC telle que hABC(A) =∞, hABC(B) = 0
et hABC(C) = 1 et cette homographie est caractérisée par hABC(D) = A−C

A−D .
B−D
B−C si A,B,C et D sont des complexes distincts.

3. Montrer que si g est une homographie qui envoie A,B et C sur A′,B′ et C′ alors hA′B′C′(D′) = hABC(D).

Exercice 82.
Si a,λ ∈ C avec |a|< 1 et |λ|= 1 alors ont pose haλ(z) = λ

z−a
1−az .

1. Montrer que si z = Rexp(iθ) et a = r exp(iα) alors

|haλ(z)|2 =
∣∣∣∣ R− r exp(i(α−θ))

1−Rr exp(i(α−θ))

∣∣∣∣2 = R2−2Rr cos(α−θ)+ r2

1−2Rr cos(α−θ)+R2r2 .

2. Montrer que si 0≤ u,v < 1 alors u+ v < 1+uv.
3. En déduire que si |z|< 1 alors |haλ(z)|< 1.
4. Montrer que les ha,λ, |a|< 1, |λ|= 1, forment un groupe de bijections de D = {|z|< 1} dans lui-même.
5. Caractériser les ha,λ qui fixent 0.

Exercice 83.
Critères de cocyclicité.
Soit A,B,C et D quatre points distincts d’un plan affine euclidien d’affixes a,b,c et d. Ils sont cocycliques ou alignés si et
seulement si

c−a
d−a

d−b
c−b

∈ R.

Soit A,B,C et D quatre points distincts d’un plan affine euclidien. Ils sont cocycliques ou alignés si et seulement si les
angles de droites ( ̂(CA),(CB)) et ( ̂(DA),(DB)) sont égaux.
Soit A,B,C et D quatre points distincts d’un plan affine euclien. On suppose que les droites AC et BD se coupent en un
cinquième point M. Alors A,B,C et D sont cocycliques si et seulement si

−→MA ·−→MC =
−→MB ·−−→MD.

Soit A,B,C,D quatre points distincts d’un plan affine euclidien. Montrer que ce sont quatre points successifs d’un cercle
ou d’une droite si et seulement si

||−→AC|| · ||−→BD||= ||−→AB|| · ||−→CD||+ ||−→BC|| · ||−→AD||.

Exercice 84.
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On appelle grand cercle de la sphère unité S l’intersection de cette sphère avec un plan passant par l’origine (un plan
vectoriel). On appelle hémisphère de la sphère unité l’intersection de la sphère S avec un demi-espace bordé par un plan
passant par l’origine. Soit P1, P2 et P3 trois plans vectoriels dont l’intersection est réduite à 0 et H1, H2 et H3 des demi-
espaces bordés par P1, P2 et P3. Si i ∈ {1,2,3} on pose Ci = Pi∩S et Hi = Hi∩S. Si i 6= j ∈ {1,2,3} pose Si j = Hi∩H j,
on note ui j le vecteur unitaire normal à Pi et inclus dans H j et on note θi j ∈]0,π[ l’angle (géométrique) entre les vecteur
ui et u j : cos(θi j) =< ui,u j > . Enfin on pose T123 = H1∩H2∩H3.
1. Montrer qu’un grand cercle est bien un cercle.
2. Montrer que l’aire de la sphère S est 4π.
3. Montrer que l’aire de Si j est 2θi j.
4. Observer que T123 = S12∩S23 = S23∩S31 = S31∩S12 et que

H1 \ (S12∪S31)∪ (C1∪C2∪C3) = J(S23 \H1)∪ (C1∪C2∪C3)

où J(X) =−X si X ∈ R3.
5. En déduire la formule d’aire suivante :

2Aire(T123)+Aire(H1) = Aire(S12)+Aire(S23)+Aire(S31).

6. Exprimer l’aire de T123 en fonction de π,θ12,θ23 et θ31.

Exercice 85.
1. Soient p,q ∈ N. Tracer la courbe C = {(cos(pt),sin(qt)) : t ∈ R}.
2. Soit λ ∈Q. Tracer la courbe C = {(cos(t),sin(λt)) : t ∈ R}.
3. Soit λ ∈R\Q. Tracer la courbe C2π = {(cos(t),sin(λt)) : t ∈ [0,2π]}. Que dire de la courbe C = {(cos(t),sin(λt)) : t ∈
R} ?

Exercice 86.
1. Soient p,q ∈ N2 et C = {(x,y) ∈ R2 : xp− yq = 0}. Donner une représentation paramétrique de la courbe C puis la
tracer.
2. Tracer la courbe C = {(x,y) ∈ R2 : x2(x+1)− y2 = 0}.

Exercice 87.
Soit f : R→ R de classe C2. On suppose que f ′′(0)> 0.
1. Calculer le rayon de courbure en (0, f (0)) de la courbe représentative de f .
2. Soit F : R2→ R2 définie par F(x, t) = (x− f ′(x)t, f (x)+ t).
3. Montrer qu’il existe un unique t0 tel que DF(0, t0) ne soit pas de rang 2.
4. Montrer que F(0, t0) est le centre du cercle de courbure (ou cercle de osculteur) tangent à la courbe représentative de f
en (0, f (0)).

Exercice 88.
Soit (O,

−→i ,−→j ,−→k ) un repère orthonormé direct d’un espace affine euclidien et orienté E . On considère un polynôme P
de degré 2 et l’hélice Γ paramétrée dans ce repère par

Γ(t) = (cos(t),sin(t), t).

1. En écrivant P sous la forme P(x,y,z) = az2+b(x,y)z+c(x,y) avec a∈R, b une forme affine et c un polynôme de degré
2, montrer que si Γ⊂ {P = 0} alors a = 0 et b = 0.
2. En déduire que Γ⊂ {P = 0} si et seulement s’il existe λ 6= 0 tel que

P(x,y,z) = λ(x2 + y2−1).

3. Quelle est la tangente, la courbure et la torsion de Γ en un point Γ(t) ?
4. Quelle est la longueur de l’arc de courbe Γ([0,2π]) ?
5. Calculer Γ(0)Γ(t)2.
6. Trouver les triplets (u,v,w) tels que

Γ(0)Γ(1) = Γ(u)Γ(v)
Γ(1)Γ(2) = Γ(v)Γ(w)
Γ(2)Γ(0) = Γ(w)Γ(u)

7. Donner le groupe G des isométries qui fixent globalement Γ.

Exercice 89.
(Courbes de Bézier, algorithme de Casteljau et polynômes de Bernstein d’après Perrin)
1. Soient A0,A1,A2 trois points non alignés du plan. Calculer les points P(t) pour t = 0 ou t = 1 et étudier les tangentes
en t = 0 et t = 1 de la courbe paramétrée

t ∈ [0,1] 7→ P(t) = A0(1− t)2 +2A1t(1− t)+A2t2.
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2. Soit A = (A0,A1,A2,A3) un quadruplets de points non trois à trois alignés du plan. Calculer les points PA(t) pour t = 0
ou t = 1 et étudier les tangentes ainsi que la dérivée seconde en t = 0 et t = 1 de la courbe paramétrée

t ∈ [0,1] 7→ PA(t) = A0(1− t)3 +3A1t(1− t)2 +A2t2(1− t)+A3t3.

3. Soient A0 = B0 =C0 = (0,0), A1 = B1 =C2 = (1,0), A2 = B3 =C1 = (1,1), A3 = B2 =C3 = (0,1). Tracer les arcs de
courbe correspondant à PA, PB et PC pour t ∈ [0,1].
4. Soit I le milieu de [A1,A2]. On considère les quadruplets B = (B0,B1,B2,B3) et C = (C0,C1,C2,C3) définis de la façon
suivante :
- B0 = A0, B1 est le milieu de [A0,A1], B2 est le milieu de [B1, I] ;
- C3 = A3, C2 est le milieu de [A2,A3], C1 est le milieu de [I,C2] ;
- B3 =C0 est le milieu de [B2,C1].
Montrer que PA(t) = PB(2t) = PC(2(t− 1

2 )) si t ∈ R.
5. Soit (A0, ...,An,An+1) un n+2-uplet de points du plan. On considère les polynômes P, Q et R définis pour t ∈ R par

P(t) =
n+1

∑
i=0

Ai
(n+1)!

i!(n+1− i)!
t i(1− t)n+1−i,

Q(t) =
n

∑
i=0

Ai
n!

i!(n− i)!
t i(1− t)n−i,

R(t) =
n

∑
i=0

Ai+1
n!

i!(n− i)!
t i(1− t)n−i.

Montrer que P(t) = (1− t)Q(t)+ tR(t).

Exercice 90.
(Cercle de Mohr) Soit Γ le cercle unité Γ = {(x,y)∈R2 : x2+y2 = 1}, soient α < β des réels positifs et soit L l’application
linéaire de R2 qui à M = (x,y) associe L(M) = (αx,βy).
1. Vérifier que ||L(M)||2 = α2x2 +β2y2.
2. Montrer que si M ∈ Γ il existe un unique réel f (M) tel que L(M)− f (M) ·M soit orthogonal à M.
3. Montrer que si M ∈ Γ alors f (M) = αx2 +βy2.
4. Vérifier que si M ∈ Γ alors 0≤ f (M)≤ ||L(M)|| et en déduire que la fonction qui à M ∈ Γ associe

g(M) =
√
||L(M)||2− f (M)2

est bien définie.
5. Montrer que g(M)2 = α2x2 +β2y2− (αx2 +βy2)2.
6. Soit φ la fonction de Γ dans R2 définie par φ = ( f ,g). On note Π+ le demi-plan {(t,s)∈R2 : s≥ 0}. On pose A = (α,0)
et B = (β,0). Montrer que lorsque M parcourt Γ alors φ(M) parcourt le demi-cercle de diamètre [A,B] inclus dans Π+.

Exercice 91.
(le volume de la sphère par Archimède) Soient R > 0, la boule B = {x2 + y2 + z2 ≤ R2}, le cône C = {x2 + y2 ≤ z2 ≤ R2}
et le cylindre P = {x2 + y2 ≤ R2, z2 ≤ R2}. En admettant que deux solides ont même volume si, chaque fois qu’on les
coupe par un plan horizontale on obtient deux sections de même aire, montrer que le volume du cylindre P est égal à la
somme des volumes de la boule B et du cône C.
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