Premieére année du Master
Meétiers de I’enseignement, de I’éducation et de la formation
mention second degré - parcours mathématiques
Université de Rennes 1

Quelques exercices d’arithmétique

Jean-Marie Lion

Version du 4 février 2014

Themes abordés

Arithmétique : Z, Z/nZ, division euclidienne, Bezout, Gauss, nombres premiers, décomposition des
entiers en produits de nombres premiers, Fermat, Mersenne, équations diophantiennes, indicatrice
d’Euler, la méthode RSA, irrationalité de v/2 et exp 1, représentations des nombres entiers, rationnels
et réels, SLy(Z), sous-groupes de R
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Rappel du programme d’arithmétique de TS (spécialité maths)

Contenus : divisibilité dans Z, division euclidienne, congruences dans Z, pgcd de deux entiers, entiers
premiers entre eux, théoreme de Bézout, théoreme de Gauss, nombres premiers, existence et unicité
de la décomposition en produit de facteurs premiers

Exemple de problemes : problemes de codage (codes barres, code ISBN, clé du Rib, code Insee) -
problemes de chiffrement (chiffrement affine, chiffrement de Vigenere, chiffrement de Hill) - ques-
tionnement sur les nombres premiers : infinitude, répartition, tests de primalité, nombres premiers
particuliers (Fermat, Mersenne, Carmichagl) - sensibilisation au systeme cryptographique RSA.

Exercice 1.
Soient a et b deux entiers relatifs. Montrer que si b # 0 il existe un unique couple (¢,r) € Z x N tels
que a =gb+ret0<r<|b| (les nombres g et r sont le quotient et le reste de la division euclidienne
de a par b).

Exercice 2.
Expliquer I’algorithme suivant :


http://fr.wikipedia.org
http://images.math.cnrs.fr
http://eduscol.education.fr/
http://www.bibmath.net/
http://www.math.jussieu.fr/~keller/
http://www.math.jussieu.fr/~thomas/
http://mathtous.perso.sfr.fr/
http://serge.mehl.free.fr/
http://villemin.gerard.free.fr/

Ecrire "Entrez A puis B" Si A<Q Alors TanQue A>=B Faire

| |
Lire A | Remplacer A par -A | Remplacer A par A-B
Lire B | Remplacer S par -S | Remplacer Q par Q+S
S=1 | Remplacer T par -T | FinTantQue
T=1 | FinSi | Si T<0 et A>0 Alors
0=0 | Si B<O Alors | Remplacer A par B-A
| Remplacer B par -B | Remplacer Q par Q+S
| Remplacer S par -S | FinSi
| FinSi | Ecrire Q
| | Ecrire A
| | Fin
Exercice 3.

Un idéal de Z est un sous-ensemble non vide I de Z tels que

Vnel,—nel
V(n,m)el,n+mel
VnelNkeZ,knel.

1. Soit I C Z. Montrer que [ est un sous-groupe de Z si et seulement si / est un idéal de Z.
2. Montrer que sin € Z alors nZ =1 = {kn: k € Z} est un idéal de Z.
Soit 7 un idéal de Z différent de {0}.
3. Montrer que I'™* = {k : k € I etk > 0} est non vide.
4. Montrer que I™* admet un plus petit élément noté n.
5. Montrer que
I = {kn:k € N*}.

6. Montrer que [ = nZ.

Exercice 4.

Soit G un groupe de neutre e. Soit g € G. On pose g = e et on note g~ ! I’inverse de g. On définit par
récurrrence sur n € N g" et g~ en posant g"t! = g". get g~ (")) = g=7. g~ 1,

1. Montrer que Y : Z — G définie par y(n) = g" est un morphisme de groupe.

2. Montrer que < g >= {g" : n € Z} est un sous-groupe de G : c’est le groupe engendré par g et si
G =< g > on dit que G est monogene ou cyclique.

L’ordre de g est le cardinal de < g > et ’ordre de G est son cardinal.

3. Montrer que Z = {n € Z: g" = e} est un sous-groupe de Z.

4. Montrer que si Z = {0} alors y est injective et < g > est infini.

5. On suppose Z # {0}. Montrer que Z™* est non vide et que le cardinal de < g > est égal au plus

petit élément de Z1*.

Exercice 5.

théoreme de Lagrange

Soit G un groupe fini et soit H un sous-groupe de G.

1. Montrer que si a € G alors I’application de G dans G qui a g € G associe ag est une bijection.
Quelle est sa réciproque ?

2. Montrer que la relation & définie sur G par a®b si et seulement si a~'b € H est une relation
d’équivalence.

3. Montrer que si a € G la classe aX de a pour ®_est

ak ={ah:heH}=aH.

4. Montrer que si a € G alors aX et H ont méme cardinal.
5. Montrer que I’ordre de H (i.e. son cardinal) divise I’ordre de G.

Exercice 6.



pgcd
Soient a et b deux entiers relatifs.

1. Montrer que le sous-ensemble
aZ+bZ = {ua+vb : (u,v) € Z*}

est un idéal de Z.

2. En déduire qu’il existe ¢ € N tel que aZ +bZ = cZ.

Le nombre c ainsi obtenu est noté pgcd(a,b).

3. Montrer que a et b sont des multiples de c.

4. Soit d € Z. Montrer que si d divise a et b alors d divise c.

5. Montrer que 1 et —1 sont les seuls diviseurs communs a a et b (a et b sont premiers entre eux) si et
seulement s’il existe u et v dans Z tels que ua+ vb = 1 (identité de Bezout).

On suppose a non nul.

6. Montrer que ¢ est non nul et que ¢ divise a et b.

7. Montrer que c est bien le plus grand diviseur commun a a et b au sens de la relation d’ordre usuel.

Exercice 7.

ppcm

Soient a et b deux entiers relatifs.

1. Montrer que le sous-ensemble aZ N bZ est un idéal de Z.

2. En déduire qu’il existe d € N tel que aZ NbZ = dZ.

Le nombre d ainsi obtenu est noté ppcm(a,b).

3. Montrer que d est un multiple de a et b.

4. Montrer que tout multiple de a et b est un multiple de d.

5. Montrer que si a = cd', b = cb’ avec ¢ = pged(a,b) alors d = ppem(a,b) = cd'b'.

6. Montrer que d est bien le plus petit multiple commun (naturel) a a et b au sens de 1’ordre usuel.

Exercice 8.

algorithme d’Euclide

Soient (p,g) € N x N*. On considere la suite r définie par récurrence de la fagon suivante :
-rop=petr_1=gq

-sir,—1 =0alors r, =0 etsir,_; # 0 alors r, est le reste de la division euclidienne de r;,,_» par r,_1.
1. Montrer que si r,—1 # 0 alors r, < r,— et pged(p,q) = pged(rp—1,ry).

2. Montrer que si n > p alors r, = 0.

3. Montrer qu’il existe N tel que ry # 0 mais ry+1 = 0.

4. Montrer que pgcd(p,q) =rn.

Exercice 9.
Soit a, b € Z. Donner un algorithme pour trouver pged(a,b) et u,v € Z tels que ua+vb = pged(a,b).

Exercice 10.
écriture réduite des rationnels a
Soit r un rationnel strictement positif : r = 5 Avec (a,b) € N* x N*.

/
1. Soit (d',b") € N* x N*. Montrer que r = Zi/ si et seulement si ab’ —a'b = 0.

A
2. Montrer qu’il existe (A,B) € N* x N* unique tel que pgcd(A,B) =1letr= B (écriture réduite).
A C
3. Soit r d’écriture réduite r = 3 et s d’écriture réduite s = —. On pose B = B'P et D = D'P avec
E
P = pgcd (B, D). Montrer que 1’écriture réduite de r+ s est de la forme r+ s = 7 avec F=B'DQ.

: : 1 :
4. Soient py,..., pr des nombres premiers. Montrer que — + ... + — n’est pas entier.

P1 Pk



Exercice 11.

Soit n € N*. Soit la relation =,, définie sur Z par a =, b si et seulement si n divise a — b.

1. Montrer que =, est une relation d’équivalence.

Lorsque a =, b on dit que a est congru & b modulo n qu’on peut écrire a = b(n) ou a = b modulo n.
2. Montrer que si a € Z alors le reste @’ de la division euclidienne de a par n vérifie a =, d’.

3. Montrer que la relation =, posseéde exactement n classes d’équivalence, chacune d’elles possedant
un unique représentant parmi les entiers compris entre O et n — 1.

On note Z/nZ ’ensemble des classes déquivalence de =, et si a € Z on note @" la classe de a pour
=, (appelée aussi classe de a modulo n).

4. Montrerque sia=,betkc Zalorsa+k=,b+ketkxa=,kxb.

5.Montrerque sia =, b, c=,detk€ Zalorsat+c =b+d etkxa =kxb .

6. Montrer que Z/nZ peut étre muni de deux lois +, et x,, telles que

- (Z/nZ,+,, x,) est un anneau commutatif,

- I’application de Z dans Z/nZ est un morphisme d’anneau.

Exercice 12.

les générateurs de Z./n’Z

Soit n € N* et soit m € Z. Montrer que 7" est un générateur de Z/nZ (i.e. < m" >= Z/n’Z ou encore
m" est d’ordre n) si et seulement si pged(n,m) = 1.

Exercice 13.
les sous-groupes de 1. /n'’Z
Soit n € N*.
1. Soit d € N* tel que d divise n et soit m € N le quotient de n par d. Montrer que la classe " engendre
un sous-groupe G, de Z/nZ isomorphe au groupe Z/dZ.
2. Soit m € Z. Montrer que < /" >=<7T" > ou T = pged(n,m).
Soit G un sous-groupe de Z/nZ non réduit a {0} et soit m € N le plus petit entier strictement positif
dont la classe modulo n appartient a G.
3. Soit b € N tel que b" € G et soit q et r le quotient et le reste de la division euclidienne de b par m.
Montrer que 7' € G.
4. Montrer que m divise n.
5. Montrer que G =< m" > est isomorphe a Z/dZ ou d est le quotient de n par m.
On note D I’ensemble des diviseurs de n. Pour tout d dans D on note O, 1’ensemble des éléments
d’ordre d de Z/nZ et on note ¢(d) le nombre d’éléments d’ordre d de Z/dZ (indicatrice d’Euler).
6. Montrer que si d,d’ € D et d # d’ alors Oy et O sont disjoints.
7. Montrer que

Z/nZ= | 0.

deD

8. Montrer que

n=Y 0(d).

deD

Exercice 14.

théoreme des restes chinois

Soient n,m € N*.

1. Soient a,b € Z. Montrer que si a =, b alorsa =, beta =, b.

2. Montrer que I’application 8 = (081,0,) de Z/mnZ dans Z/mZ x Z/nZ définie par

(@) = (a",a")sia€Z

est un morphisme de groupe.
3. On suppose que pgcd(m,n) # 1. Montrer qu’il existe a € Z tel que a =, 0 et a =, 0 mais a %, 0
et en déduire que 0 n’est ni injectif ni surjectif.



On suppose que pgcd(m,n) = 1 et on considere u,v € Z tels que um+vn = 1.

4. Soient a,b € Z. Montrer que si a =, b et a =, b alors a =, b et en déduire que 0 est un isomor-
phisme de groupe.

5. Soient a,b € Z.

5.a. Montrer que ¢ = avn + bum vérifie c =, a et c =, b.

5.b. Montrer que d € Z vérifie d =, a et d =, b. si et seulement si d — ¢ =g mn.

6. Montrer que si g est un générateur de Z/mnZ alors 01(g) et 6,(g) sont des générateurs de Z/mZ
et Z/nZ.

7. Soit (a,b) € Z/mZ x Z/nZ avec a générateur de Z/mZ et b générateur de Z/nZ. Montrer que
I'unique ¢ € Z/mnZ tel que 0(c) = (a,b) est un générateur de Z/mnZ.

8. Montrer que le nombre ¢(mn) de générateurs de Z/mnZ est égal au produit ¢(m)p(n) du nombre
de générateurs de Z/mZ par le nombre de générateurs de Z/nZ.

9. Montrer que si my,...,m; sont deux a deux premiers entre eux alors :

-Z/my - ...-mZ estisomorphe A Z/m\Z X ... X L/m/Z

-O(my - omy) = O0(my) - .- O(my).

Exercice 15.

Uindicatrice d’Euler

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On ote ¢(n) le nombre de générateurs de Z/nZ c’est a dire le
nombre d’entiers naturels premiers avec n et plus petits que .

1. Montrer que si n est premier (i.e. sans diviseurs autres que 1 et lui méme dans N) alors ¢(n) =n— 1.
2. On suppose n = p" avec p premier et r € N supérieur ou égal a 2.

2.a. Soit m un entier compris entre 1 et n. Montrer que si m et p ne sont pas premier entre eux alors p
divise m.

2.b. Montrer qu’il y a p"—
2.c. En déduire

! entiers m non premiers avec n et compris entre 1 et n.

o(n) =0(p) = (" — ') =n (1 - })) .

3. On suppose que n = pi' ... - p|*. Montrer que
1 1
([)(n):n(l——) (1——).
P1 Pk
Exercice 16.

Soit p un nombre premier, c’est a dire un entier relatif qui admet exactement quatre diviseurs dans Z.
1. Soit a € Z/pZ*. Montrer qu’il existe b € Z* tel que ab =), 1.

2. Montrer que (Z/pZ,+p, X ,) est un corps.

3. Soit n € N*. Montrer que si (Z/nZ,+,, X,) est un corps alors n est premier.

Exercice 17.
On munit le groupe (Z/2Z x Z./2Z,+) d’une deuxieme loi notée x et définie de la facon suivante :

1. Laloi x admet-elle un neutre et un élément absorbant ?
2. Vérifier que tout élément autre que (0,0) est inversible.
3. Comment déduire de la table que x est commutative ?
4. Vérifier que la loi x est associative.



5. Comment déduire de la table que X est distributive par rapport a + ?
6. Que conclure sur (Z/2Z X Z/2Z,+,x)?

Exercice 18.

Soit n € N.

1. Montrer que si p € N premier divise 1 +n! alors p > n.

2. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers.

On suppose n > 2.

3. Montrer que si k € Net2 < k < n alors k divise n! + k.

4. Montrer que pour tout o, 3 > 0 il existe p,q premiers telsque a < p < getP < g— p.

Exercice 19.

Soit A ’ensemble des entiers naturels congrus a 3 modulo 4.

1. Montrer que A est non vide.

2. Soient py,...,pr €A. Onpose P=4py-...-pr— 1.

2.a. Montrer que si i = 1,...,k alors pgcd(P, p;) = 1.

2.b. Montrer que I’ensemble E des entiers naturels congrus a 1 modulo 4 est stable par multiplication :
sim,n € E alorsmn € E.

2.c. Montrer que si p premier divise P alors p € A\ {p1,..., pr}-

2.d. Montrer qu’il existe une infinité d’entiers naturels congrus a 3 modulo 4.

Exercice 20.
Soit n € N. Donner un algorithme de calcul des nombres premiers inférieurs ou égaux a n.

Exercice 21.

lemme de Gauss, par Bezout

Soient a,b,c € N. On suppose que pged(a,c) = 1.

1. Montrer qu’il existe u,v € Z tels que ua+ve = 1.

2. En déduire qu’il existe U,V € Z tels que b =Uab+Vc.

3. Montrer que si ¢ divise ab et pged(a,c) = 1 alors ¢ divise b (lemme de Gauss).

Exercice 22.

lemme d’Euclide, preuve de Gauss

Soient a,b, p € N avec p premier divisant ab. L’ objet de 1’exercice est de montrer que p divise a ou b
sans avoir recours au lemme de Gauss. On raisonne par 1’absurde en montrant que I’hypothese p ne
divise ni @ ni b mene a une contradiction.

On suppose pgcd(p,a) = pged(p,b) = 1.

1. Vérifier que E = {n € N : pgcd(p,n) = 1 et p divise nb} est non vide et posseéde un plus petit
élément noté A.

2. Soient Q et R le quotient et le reste de la division euclidienne de A par p : A = pQ+R, Q,R € Net
0 <R < p. Calculer Rb en fonction de p,Q,A et b et en déduire que R € E.

3. Montrerque A=Ret0 <A < p.

4. Soient g et r le quotient et le reste de la division euclidienne de p par A : p =Aqg+r, q,r € N et
0 <r < A. Calculer rb en fonction de p,q,A et b et en déduire que r € E.

5. Quelle est la contradiction obtenue ?

Exercice 23.
Montrer que 4> — 4 est divisible par 15.

Exercice 24.
racines entieres

d
Soit n,d € N avec n,d > 2. On suppose qu’il existe p,q € N avec pgcd(p,q) = 1 tels que (B) =n.
q
1. Montrer que g divise p.



2. En déduire que g = 1 et que n = p<.

3. Etudier la rationalité de v/2 et de 6%.

Exercice 25.

décomposition en facteurs premiers

1. Montrer par récurrence que si n € N et n > 2 il existe un unique m € N* et un unique m-uplet
(p17 >pm) tels que

- les pi sont des nombres premiers positifs,

-p1 < ... < pm,

-n=p1-...'Pm-

2. Etendre ce résultat a Z.

Exercice 26.

n
1
I.SinEN*onposeSn:Z—
k=1

>

s, "=bo1
1.a. Mont Son = —
a. Montrer que Sy, > +Z 1

n—1
1
1.b. Montrer qu’il existe a,,b, € N tels que k:ZO 2%+1 2b:l: 1

2 1
1.c. Montrer que s’il existe p,, g, € N tels que S, = Pt alors il existe p2,, @on, Pan+1,92n+1 € N
n
2 1 2 1
tels que Sy, = Pt ] et Sopt1 = M
2qon 2qon+1 N
1.d. Montrer par 1’absurde que pour tout n # 1 il existe p,,q, € N tels que S, = Pzn + .
qn

2. Soit n > 1 fixé.
2.a. Montrer qu’il existe d € N* tel que 2¢ < n < 2¢+1,
2.b.Soitk € N, 1 <k <netk# 2% Montrer que k n’est pas un multiple de 2.

2.c. Montrer qu’il existe a,,b, € N tels que S, m + = 2
2 1
2.d. En déduire qu’il existe p,,q, € N tels que S, = §Z+ .
dn

3. Montrer que S, ¢ Nsin # 1.

Exercice 27.

valuation

Soit p un nombre premier. Si n € Z* on note v, (n) et on appelle valuation p-adique I’exposant de p
dans la décomposition en facteurs premiers de p. Si r = g € Q" on pose v,(r) =v,(a) —v,(b). Enfin
on pose v,(0) = co.

1. Montrer que v,(r) pour r € Q* est bien définie : elle ne dépend pas du représentant de r.

2. Prouver v, (rs) = v, (r)v,(s) sir,s € Q*.

3. Prouver v, (r+s) > min(v,(r),v,(s)) sirs € Q.

4. Soit r,s € Q tels que v, (r) < v,(s). Calculer v(r+s).

5. Calculer v,(pgcd(a,b)) et v,(ppcm(a,b)) en fonction de v, (a) et v,(b) sia,b € Z*.

6. Soit r € Q. Montrer que r € Q\ Z si et seulement s’il existe p premier tel que v, (r) < 0.

7. Soient pq,..., p, des nombres premiers distincts et ay,...,a, € Z tels que a; premier avec py si

k=1,...,n. Montrer que — —|— —|— n’appartient pas a Z.
D1

Pn

1 1 1 1
8. Soit n > 1. Montrer que vo(1 + 3 +...4+—) <0 eten déduire que 1+ 5 + ...+ — n’est pas entier.
n n

Exercice 28.



petit théoreme de Fermat par Leibniz, Gauss
On rappelle que si d € N alors

Gri—y s
L i —n)

et
d!

WGNSIkGNCtOSde

Soit p un nombre premier.
!

1. Soit k € N. Montrer que si 0 < k < p alors I’entier '

kl(p—k)!

est divisible par p.

2. Soit n € Z. Montrer que (n+1)? =, n” + 1.
3. Soit n € Z. Montrer que n =, n.
4. Soit n € Z non multiple de p. Montrer que n”~! = » 1

Exercice 29.

petit théoreme de Fermat, deuxieme preuve

Soit p un nombre premier.

1. Soit a € Z/pZ*. Montrer que I’application y de Z/pZ dans lui méme qui a b € Z/pZ associe ab
est une bijection.

2. Vérifier que W(Z/pZ*) =7/ pZ*,

3. Montrer que (a-1)-...-(a-(p—1))=p 1-...-(p—1).

4. Vérifier que pged(p,1-...-(p—1)) = 1 et que

(a-1)-..-(a-(p—1)=a"t-(1-...-(p—1)).
5. En déduire que a? ! =, 1.

Exercice 30.

petit théoreme de Fermat par Euler

Soit n € N*. Soit E, I’ensemble des entiers compris entre 1 et n — 1 et qui sont premiers avec n. On
note ¢(n) le cardinal de E,. On considére un élément a de E,.

1. Montrer que si b € E, alors il existe un unique élément de E,, congru a ab modulo n.

Si b € E, on note p(b) I’unique élément de E,, congru a ab modulo 7.

2. Montrer que si b,c € E, et b # c alors p(b) # p(c).

3. Montrer que
H (a-b) =, H b.
bEE, bEE,

4. Vérifier que

pged(n, [T b) =1
bEE,

H (a-b) = a®®) H b.

beE, bEE,

et que

5. En déduire que a®™ =, 1.

Exercice 31.

Wilson d’apres Gauss

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

I.Montrerque 1! =y —1,2! =3 —1,3! =42,4! =5 —1,5! =c0 et 6! =7 —1.

2.On suppose n >4 et qu’il existe a,b € Ntelsquen =abet 1 <a < b < n. Montrer que (n—1)! =, 0.
3. On suppose n > 4 et qu’il existe a € N tel que n = a*. Montrer que 1 < a < 2a < n et en déduire
que (n—1)!'=,0.



On suppose que n est premier et n > 4.

4. Soit k € N tel que 2 < k < n— 2. Factoriser k* — 1 et en déduire que k> Z, 1.

5. Soit k € N tel que 2 < k < n—2. Montrer qu’il existe un unique / € Ntelque 2 <[/ <n—2,1#k
etkl=, 1.

6. Soit A défini par

{(keN:2<k<n—2etVIeNQ2<I<k)=kl#,1}.

Montrer que A a exactement (n — 3)/2 éléments et qu’il existe une bijection y de A dans son complé-
mentaire dans {2,...,n — 2} telle que si k € A alors ky(k) =, 1.
7.En déduire que (n—1)! =, 1 x (n—1) =, —1.

Exercice 32.

Wilson d’apres Lagrange

On admet que si K est un corps, P € K[X] un polynéme de degré n > 0 et a € K une racine de P
(P(a) = 0) alors il existe un unique polyndéme Q € K[X] de degré n — 1 tel que P = (X —a)Q.

1. Soient K un corps, P € K[X] un polyndme de degré n > 0 et ay,..,a, € K deux a deux disjoints.
On suppose que si k = 1,...,n alors P(a;) = 0. Montrer qu’il existe A € K* tel que

PX)=Ax—aj)...-(x—ay).

Soit p un nombre premier et P € (Z/pZ)[X] défini par P(X) = XP~! — 1.
2. Vérifier a ’aide du petit théoreme de Fermat que P(a) =0sia € Z/pZ*.
3.Montrerque P(X)=(X—1)-...- (X —(p—1)).

4. En calculant P(0) de deux fagons montrer que (p —1)! =, —1.

Exercice 33.

cyclicité du groupe multiplicatif ./ pZ* si p premier

Soit p un nombre premier. Soit D I’ensemble des diviseurs de p — 1. Si d € D on note O; I’ensemble
des éléments d’ordre d du groupe multiplicatif Z/pZ* et on note Sy le sous-ensemble de Z/pZ des
solutions de 1’équation polynomiale X¢ — 1 = 0.

1. Soitd € D.

l.a. Vérifier que S, est un sous-groupe de Z/pZ*.

1.b. Montrer que S; possede au plus d éléments.

1.c. Montrer que Oy C S,.

1.d. Montrer que si O, est non vide alors Sy est isomorphe au groupe additif Z/dZ.

1.e. En déduire que si Oy est non vide alors son cardinal est égal a ¢(d), le nombre d’éléments d’ordre

ddeZ/dZ.
2. Vérifier que les Oy4,d € D forment une partition de Z/pZ*.
3. En déduire que

p—1= Y 0.

deD,0,;#£0
4. En utilisant I’égalité
p—1=17Y 0(d)
deD

démontrer que les O, sont tous non vide.
5. En déduire que le groupe multiplicatif Z/pZ* est cyclique.

Exercice 34.

sous-groupes de R.

Soit G un sous-groupe de R différent de {0}.

1. Vérifier que si a € R alors aZ = {x = ka : k € Z} est un sous-groupe de R.
On pose a = inf{x € G : x > 0}.



2. On suppose qu’il existe une suite x,, dans {x € G : x > a} qui tend vers a.

2.a. Soit € > 0. Montrer qu’il existe b,c € G tels que a < b < ¢ < a+ € et en déduire qu’il existe x € G
telque 0 < x <e.

2.b. Soit y € R. Montrer qu’il existe u,v € Gtelsque u <y <vetv—u < €.

2.c. Montrer que G est dense.

3. On suppose qu’il n’existe pas de suite x, dans {x € G : x > a} qui tende vers a.

3.a. Montrer que a € G.

3.b. On suppose qu’il existe b € G\ aZ. Montrer qu’il existe alors ¢ € G avec 0 < ¢ < a.

3.c. Montrer que G = aZ.

4. Montrer que Z + \/EZ est dense.

Exercice 35.

fractions continues

Sia € R on note E(a) la partie entiere de a.

Soit a € R. On considere les suites d, x et R définies par récurrence de la facon suivante :
-dy=E(a), bg =a—dyetRo(x) =dp+x.;

-sineNetb,=0alors by =dy+1 =0et Ry 1(x) =Ry(x);

-sineNetsib, #0alorsd, | = E(bin), b1 = b w1 et Ryy1(x) :Rn(ﬁ).

1. Calculer la suite d associée a v/2 et celle associée au nombre d’or (¥ > 0 et P2 =¥+ 1).
2. Vérifier que si n > 1 alors R, est la fraction

Rn(x) =doy+
di+

3. Montrer que R,(b,) = a.

4. En déduire que s’il existe n tel que b, = 0 alors a est rationnel.

5. Montrer que si la suite d est périodique alors le nombre a correspondant est une racine d’un poly-
ndme de degré 2 a coefficients dans Z.

6. On suppose que a = d avec p,q € N* premiers entre eux.
q

6.a. Soit r la suite des restes obtenus en appliquant 1’algorithme d’Euclide a (p,q). Montrer que

r . .
by = ——sir,_1 #0etb, =0 sinon.
Tn—1

6.b. En déduire que b, =0 et R,(0) = Py partir d’un certain rang.

7. On consiere les deux suites P et Q définies par récurrence par: P_1 =1, 0_1 =0, Pp=dp, Qo =1
etsineN

Pndn—|—1 +Pq = Pn+l et Qndn—H + Qn—l = Qn—H-

Vérifier que
Pyt Pix

= o o & Q1= QuFpy = (<) i neN.
n n—

Ry (x)

r+t t

. » root r
8. Montrer que si r,s,t,u € R vérifient - < — alors - <
s u s S+u u

9. En déduire que sin € Non a

P P P P
2n S 2n+2 S a S 2n+3 S 2n+1 .
O~ Qw2 O3~ Qi
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10. Montrer que Q,, est croissante.
11. Soit n € N*. On suppose d,, 12 # 0. Montrer que Q,, 12 > 20, et en déduire que Q12 > 2v/2".

Pn Pﬂ+1 1 1 .
12. Montrer que |— — = < — sin &€ N*.
Qn Qn-‘rl QnQn—H Q%
13. Montrer que —~ tend vers a.
n
P,
14. Soit d tel que d —a| < |=*—al.
q On
P, P P, P,_
14.a. Montrer que | % — L < o2 Zn=l i e N,
Qn Qn+1 Qn anl
"1 ouentre — et =L sin € N*.

14.b. Montrer que P est compris entre —- et
. q . On Qn-‘rl On On-1
14.c. Montrer qu’il existe A € N* tel que

Pn+l p) A 1 Py p‘ A 1
Qn+1 q

= < ou i < .
qQn+1 01n0n+1 On1 ¢ qQn—1 0n-10n

14.d. Montrer que g > Q.

Exercice 36.

les points rationnels du cercle unité

On note C = {x> +y?> = 1} le cercle unité de R?. Soit € R. On note m(t) = (x(¢),y(¢)) le point
d’intersection de la droite D, d’équation #(y — 1) +x =0 avec C \ {(0,1)}.

1. Montrer que

2t
t —
21
(1) = :
Y 2+1

2. Montrer que m(t) € Q si et seulement si ¢ € Q.
3. Résoudre dans Z> 1’équation a® + b* = ¢.

Exercice 37.
criteres de divisibilité
Soit n € N un entier et ay...ap son écriture décimale :

k
n= ZailO’ avec a; € {0,...,9}.
i=0

1. Montrer

1.a. L’entier n est divisible par 3 si et seulement si 3 divise ag + ... + ai.
1.b. L’entier n est divisible par 9 si et seulement si 9 divise ag + ... + ai.
1.c. L’entier n est divisible par 11 si et seulement si ag 4+ ... + (—1)*a; = 0.
1.d. L’entier n est divisible par 5 si et seulement si 5 divise ag.

I.e. L’entier n est divisible par 2 si et seulement si 2 divise ag.

1.f. Lentier n est divisible par 4 si et seulement si 4 divise ag + 2a; .

1.g. Lentier n est divisible par 6 si et seulement si 6 divise ag +4(a; + ... + ax).
1.h. L’entier n est divisible par 8 si et seulement si 8 divise ag + 2a; +4a».
2. Soitd € N tel que n = 10d + ay.

2.a. Montrer que n = 10(d — 2ag) + 21ay.

2.b. Montrer que n =7 d — 2ay.

2.c. Donner un critere de divisibilité par 7.

Exercice 38.
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nombres de Mersenne (2¢ —1)

Soitd € N, d > 2.

1. Montrer que si n € N est supérieur ou égal a 3 alors (n¢ — 1) n’est pas premier.

2. On suppose que d = pq avec p,q € N et p,q > 2. Montrer (2P4 — 1) est divisible par (27 — 1) et
(29—-1).

3. Montrer que si (2¢ — 1) est premier alors d est premier.

4. Rechercher le plus petit nombre premier tel que (27 — 1) ne soit pas premier.

5. Vérfier que 223 — 1 =47 0.

Exercice 39.

nombres parfaits

Soit n un entier naturel. On note s, la somme de ses diviseurs (y compris n) et 6, la somme de ses
diviseurs propres (difféérents de n).L’entier n est un nombre parfait s’il est égal a la somme de ses
diviseurs autres que lui-méme (i.e. n = G, (ou (s, = 2n)).

1. On suppose que n = pg avec pged(p,q) = 1. Montrer que s, = 5,5,.

2. On suppose que n = 2971(24 — 1) avec (2¢ — 1) premier (et d entier).

2.a. Montrer que les diviseurs de 29! sont les 2¥ avec k = 0,...,d — 1 et ceux de (2¢ — 1) sont 1 et
(24 -1).

2.b. Calculer s54-1 €t Sya_;.

2.c. Montrer que n est parfait et pair (Euclide).

3. On suppose que n est parfait et pair : n = 2%g avec d,q € Netd > 1, g impair.

3.a. Montrer que 2971g = (2971 —1)s,,.

3.b. Montrer qu’il existe m € N* tel que s, = 24+,

3.c. Vérifier que ¢ = (24t — 1)m.

On suppose m > 1.

3.d. Montrer que ¢ = (29! — 1)m, (2471 — 1), m, et 1 sont des diviseurs de g.

3.e. Montrer que s, > 29" m,

3.f. Montrer que m = 1 (i.e. ’hypothese m > 1 conduit a une contradiction).

3.g. Vérifier que g = (247! — 1) et que 5, = 291,

3.h. Montrer que g est premier (Euler).

Exercice 40.

nombres de Fermat (2*" + 1)

1. Montrer que si a,n € N alors (a+ 1) divise (a®" 7! 4 1).

2. Montrer que si m,n € N avec n impair alors (22" + 1) divise (27" +1).
3. Montrer que si (2d + 1) est premier alors il existe m € N tel que d = 2™.
4. Vérifier que 641 divise (232 +1) et que 32 = 2.

Exercice 41.

nombres de Carmichaél

Un entier naturel 7 est un nombre de Carmichagl si pour tout entier a premier avec n, a*~ ! =, 1.
1. Les nombres premiers sont-ils des nombres de Carmichaél ?

2. Soit n un entier naturel pair différent de 2.

2.a. Vérifier que n — 1 est premier avec n mais que (n — 1)"~!1 #, 1.

2.b. L’entier n est-il un nombre de Carmichaél ?

3. Soit n = pj - ... pr ou les p; sont des nombres premiers impairs tous distincts. On suppose que
chaque terme (p; — 1) divise n — 1.

3.a. Soit @ un entier premier avec n et soit i = 1,...,k. Vérifier que p; divise a”~! — 1 et en déduire
que p; divise a* ' — 1.

3.b. Démontrer que 7 divise a ' — 1.
3.c. Montrer que a est un nombre de Carmichaél.
3.d. Vérifier que 561 et 1105 sont des nombres de Carmichagl.

12



4. Soit n = mp?* avec p premier et m entier naturel impair. On suppose que 7 est un nombre de
Carmichaél. On pose a = 1 + mp.

4.a. Calculer a” et montrer que a” =, 1.

4.b. Montrer que G = {ak : k € N} muni de la loi x,, forme un groupe cyclique d’ordre p.

4.c. Calculer a(1 — mp), montrer que a est premier avec n et en déduire que a*~! =, 1.

4.d. En déduire que p divise n — 1.

4.e. Conclure que n n’est pas un nombre de Carmichagl.

5. Soit n = py - ...- pr ou les p; sont des nombres premiers impairs tous distincts. On suppose que n
est un nombre de Carmichaél.

5.a. Dire pourquoi il existe g1 € Z/p1Z,..,gx € Z/piZ tels que chaque g; est d’ordre p; — 1 dans le
groupe multiplicatif Z/p;Z".

5.b. Dire pourquoi il existe g € Z/zn tel que g =), gisii=1,...,k.

5.c. Montrer que g est premier avec n et en déduire que g" ! =, 1.

5.d. Montrer que g~ =); | et en déduire que glf"l =p Isii=1,... k.

5.e. Montrer que p; — 1 divise n — 1.

6. Montrer qu’un entier naturel non premier n est un nombre de Carmichaél si et seulement s’il est
de la forme n = p; - ... - p; ou les p; sont des nombres premiers impairs tous distincts et chaque terme
(pi—1) divisen— 1.

Exercice 42.
irrationalité de exp 1
Soient u = (u,) et v = (v,) les deux suites définies par

i |

Un = T

k:Ok!
1

Vv, = un+—'.
-n!

1. Montrer que u et v sont adjacentes.
2. Montrer que u et v ont une limite commune notée exp(1) et que si n € N alors u, < exp(1) < v,.
3. Soit n € N. Montrer qu’il existe d, € N tel que

1
nu, =d, <d,+— =nlv,.
n

4. Soitn,p,q € N tels qu u, < g < v,. Montrer que ¢ ne divise pas n! et en déduire que g > n.
5. Montrer que exp(1) est irrationnel.

Exercice 43.
répartition des nombres premiers
On considere la suite p des nombres premiers successifs : py =2, p» =3,p3 =35,... et sin € N on
note 7t(n) le nombre de nombres premiers compris entre 0 et n. On a ©(0) = (1) =0et, sin € N est
supérieur ou égal a 2, on a pr(,) <1 < Prip)11-
1. On considere la suite u définie par ug = 0 et par

n

un:kg’l% sineN*.

I.a. Montrer que u est strictement croissante.
1.b. Montrer si d € N et si k € N est compris entre 2¢ + 1 et 2¢+! alors % > zid et en déduire que
Urd+1 — Upd > %
1.c. Montrer que sid € N alors uys > %.
1.d. Montrer que lJirmu = oo,
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2. Soit m € N*.
2.a. Vérifier que si k € N est compris entre 1 et m alors il existe un unique m-uplet (i1 (k),...,in(k)) €
N" tel que

m
k=TTp, "™ et 0<it(k),....im(k) <m
j=1

et en déduire
m 1 ij m 1 ij(k) m 1
L 06G)=x06) £
0<iy,....ix<m j=lI J

2.b. Montrer la double inégalité

2 1 201! ) .
T > — | pour j € N compris entre 1 et m
pj 1= i\Pj

fll(Hp%) >f[1 (1_:) >f[1 (gé (Pi)l) :osn,;ikSm f[l (Pij>ij'

1 2
2.c. Etabhrml_lgrloon (1__> 400 etml_lgrlmn (1+p1> = oo,

2.d. Montrer que si x > 0 alors x > In(1 + x) et en déduire que si m € N* alors

m
1
puis que mlgﬂoo ; }7/ = oo,

2.e. Montrer que si o > 1 alors I’ensemble /(o) = {i € N : p; < i*} est infini.
Soit € > 0.
3. Montrer qu’il existe M € N tel que pour tout m € N supérieur ou égal a M on a

(1)<

=1 Pj

4. Soit [ € N*. On pose N; =1-p; -...- py. Soit n € N compris entre N; et Ny .
4.a. Vérifier que
n(n)
n

T(Ni11)
Y/

4.b. Vérifier que T(N;11) < 0(N;11) ot ¢ désigne I’indicatrice d’Euler.
4.c. Montrer que

M
1
T(Niy1) < Nt H <1 — —) <Ni€
=1 P

4.d. Montrer que

5. Montrer que




Exercice 44.

trois clés classiques

1. Le numéro de sécurité sociale est la concaténation d’un numéro / a 13 chiffres caractérisant le
porteur du numéro [ genre (1 ou 2), année de naissance (2 chiffres), mois de naissance (2 chiffres),
démpattement de naissance (2 chiffres), commune de naissance (3 chiffres), rang de naissance dans
I’année et la commune (3 chiffres)] et d’une clé C a 2 chiffres et définie par C — 1 =97 97 — 1.

1.a. Montrer qu’on détecte un numéro de sécurité sociale erroné si I’erreur porte sur un chiffre.

1.b. Montrer qu’on détecte un numéro de sécurité sociale erroné si I’erreur est la permutation de deux
chiffres.

I.c. Montrer qu’on détecte un numéro de sécurité sociale erroné si ’erreur est la permutation de
I’année et du mois ou du mois et du département.

2. Le code ISBN est un nombre de 13 chiffres C = cy....ci2c13. Les 12 premiers chiffres identifient
un ouvrage et le 13e est une clé de controle calculée de la facon suivante

c13 =10 10— (c1 +3c2+c3+3ca+c5+3c6 + 7+ 3cs +co+3cio+c11 + 3¢12).

2.a. Montrer qu’on détecte un code ISBN erroné si I’erreur porte sur un chiffre.

2.b. Montrer qu’on détecte un code ISBN erroné si I’erreur est la permutation de deux chiffres suc-
cessifs sauf si la différence de ces deux chiffres est 5.

3. Le numéro de carte bancaire est formé de 16 chiffres : B = b;...b15b16. Le dernier est la clé qui
est calculée a partir des autres de la fagon suivante : bjg =19 10 — (b} + ...+ b)5) o b, | = by et
b/2k =9 2b2k Sik= 1, ...,7.

3.a. Montrer qu’on détecte un numéro de carte bancaire erroné si I’erreur porte sur un chiffre.

3.b. Détecte-t-on un numéro de carte bancaire erroné si I’erreur est la permutation de deux chiffres
successifs ?

Exercice 45.

trois chiffrements classiques

1. Un chiffrement affine revient a remplacer les lettres par d’autres lettres a 1’aide d’une application
affine inversible dans Z /26Z.

1.a. Montrer que n € Z/26Z — an+ b est inversible si et seulement si pged(a,26) = 1.

1.b. Combien existe-t-il de chiffrements affines ?

2. Un chiffrement de Hill est un chiffrement affine par bloc. Il consiste a remplacer des mots de n
lettres (n est une constante du chiffrement par d’autres mots de méme longueur a I’aide d’une matrice
(n,n) agissant sur (Z/26Z)" de fagon bijective.

2.a. Montrer que A € M,(Z/26Z) est inversible si et seulement si pged(Det(A),26) = 1.

2.b. Combien existe-il de chiffrements de Hill par bloc (2,2) pour I’alphabet de 26 lettres ?

3. Un chiffrement de Vigenere combine une table et une clé. La table correspond a une application 6
de Z/26Z x Z./267Z dans Z /26Z telle que pour tout a € Z/26Z les applications partielles x — 6(a, x)
et x — 0(x,a) sont des bijections. La clé est un mot de longueur 7 : b;...b, avec les b; dans Z/26Z.
On code un texte de longueur m de la fagon suivante. Si k = 1,...,m on remplace la lettre a; € Z/26Z
du texte original par la lettre 0(ay,b;, ) ot [y =, ket 1 <k <n.

3.a. Comment construire une table de déchiffrement a partir d’une table de chiffrement ?

3.b. Combien existe-t-il de tables de chiffrement ?

3.c. Une table de chiffrement étant donnée, combien de chiffrements différents peut on obtenir avec
des clés de 7 caracteres ?

Exercice 46.

écriture des entiers et des réels en base a

Soit a € N tel que a > 2.

1. Montrer que si k € N alors af > 1+ k et que a**! > df

2. Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique d € N tel ad <n<a®tl

15



3. Montrer par récurrence sur d que si n € N vérifie 0 < n < 29*! alors il existe un unique u =
(ug, ...,uq) € [0,...,a— 1] tel que

d
n= Z ukak .
k=0

Soit x €]0, 1] un réel.
4. Pour tout k € N on note y la partie entiere de a¥x et on note vy le reste de la division de yy par a.
n

4.a. Montrer que si E(a"x) = Z upa® alors pour tout k =0, ...,n alors vy = u,_.

k=0
n +o0
. 1 1 . . . 1
4.b. Montrer que les suites x, = Z Vk— et yn =X, +— sont des suites adjacentes de limite x ( Z Vk—
=0 4 a* k=0 4

est I’écriture de x en base a).

4.c. Montrer que si @"x € N alors pour tout k > n vy = 0 et montrer que si de plus v, # 0 alors x est
n

aussi la limite de la suite x, = szg avec v = v sik<n,v,=v,—letv,=a—1sik>n.

k=0
4.d. Soient v,V € [0,...,a — 1]N non constantes €gales a a — 1 a partir d’un certain rang. Montrer que
~+oo 1 +oo
s / / / oz
siv#v alorsx= ) vy— etx = ) vi,— sont différents.
# ) vig Y Vg

k=0 k=0
4.e. Caractériser I’écriture en base a des rationnels.
Exercice 47.
Soit a € N tel que a > 2. Donner un algorithme pour obtenir 1’écriture d’un entier naturel en base a.

Exercice 48.
calcul d’une puissance
Soit n € N*. Ax € Z/nZ et d € N* on associe les suites ag(x), br(x,d), di(d), ri(d) Di(d) définies
de la facon suivante :
- a()(X) =X, bO(x7d) =1, dO(d) =d, DO(d> =0;
- si k € N alors
- dy+1(d) et ri(d) sont le quotient et le reste de la division euclidienne de dy(d) par 2;
- a1 (%) = ax (%)
i1 (x,d) = bi(x,d) X ay (x,d)*@)
- D41 (d) = Dk(d) + rk(d)zk.
1. Montrer que si di(d) > 1 alors di(d) > di11(d) > 1.
2. En déduire qu’il existe k, tel que dy(d) > 1sik < kg etdy,(d)=1.
In(d)

3. Montrer que k; < @ +1.

b

4. Montrer que
-d1(2d+r)=di(d) etrip1(2d+r)=ri(d) sir=0o0u 1;
- a1 (x) = ap(x?).

En déduire que x"by(x?,d) = byy1(x,2d +r) sir=0ou 1.

5. Montrer par récurrence sur d que si x € Z/nZ alors by | = x4,

Exercice 49.

Jjeux de Nim

1. On dispose d’un tas de 100 cailloux. Deux joueurs s’affrontent en prenant a chaque coup entre 1 a
8 cailloux. Le gagnant est celui qui prend le dernier caillou. Existe-t-il une stratégie gagnante pour le
joueur qui débute ?

2. On dispose maintenant de plusieurs tas contenant chacun un nombre arbitraire de cailloux. Deux
joueurs s’affrontent en prenant a chaque coup le nombre de cailloux qu’il souhaite (mais au moins
un) dans le tas qu’il souhaite.
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dp
Soitn € N. Soit d, € N et ug, ...,u; € {0,1} tels que n = Z ul2¥. On note P, € (Z,/27)[x] le poly-
k=0

dp — 5
noéme P,(x) = Z uy .
k=0

2.a. Montrer que si les entiers naturels ny,...,ng sont tels que 0 <ny < ... <ng et P, +...P,, # 0 alors
il existe my,...,mq € N tels que my = ny si k # d et my < nq tels que Py, +...Py,, = 0.

2.b. Montrer que si les entiers naturels non nuls ny,...,n, sont tels que P, +...P,, = 0 alors si
mi,...,mg € N sont tels que my = ny sauf pour d et mg < ng alors Py, + ...+ Py, # 0.

2.c. Soient ny,...,n; les nombres de cailloux dans les tas au début du jeu. Donner une condition
nécessaire et suffisante pour que le joueur qui débute dispose d’une stratégie gagnante et expliquer
cette stratégie.

Exercice 50.

applications linéaires préservant Z.¢

Soitd € NetA € My(R).

1. On suppose que A préserve Z¢. Montrer que A € My(Z).

2. On suppose que la restriction de A 2 Z¢ est une bijection. Montrer que Det(A) = 1.

3. Soitn € N.

3.a. Vérifiez que si x € Z4 alors A" (") = A(x) .

3.b. Vérifier que A" € My(Z/nZ) est inversible si et seulement si Det(A) est premier avec 7.

Exercice 51.

le chiffrement RSA de Rivest, Shamir et Adleman

Soient p et g deux nombres premiers différents. On pose n = pq. Soient aussi ¢ et d deux entiers
naturels strictement inférieurs a ¢(n) (ou ¢ désigne I’indicatrice d’Euler) et inverses 1’un de 1’autre
dans Z/¢(n)Z.

1. Montrer qu’il existe k € Ztel que cd = 1 +k(p—1)(g—1).

2. Soit a € N et a < n. Vérifier les égalités

(@) =, a% =, g =D = 4. (a(l’—l) k(g—1)

(@) =40 =, a"HP-Da-) =_ 4. (a(q—1)>k(p1)

3. En distinguant les cas a premier avec p et g, a premier seulement avec p et a premier seulement
avec g montrer 2 I’aide du théoréme de Fermat les égalités (a°)? =, a et (a)? =, a.

4. En déduire que (a°)? =, a.

Une société de crédit identifie a distance le possesseur d’une carte de crédit par la transmission du
code confidentiel. Pour que cette transmission soit sécurisée il est nécessaire de crypter le code a.
Le chiffrement RSA consiste & transmettre non pas a mais A = a“ modulo n. La société qui recoit
A calcule A4 modulo n. Elle retrouve ainsi le code a. Dans cette méthode les nombres 7 et ¢ sont
publics. Ils sont accessibles a tous les clients. Les nombres p, g et d ne sont connus que de la société.
Pour les calculer il est nécessaire de factoriser n. Ceci est a réaliser si n est treés grand. Ceci garantit
la fiabilité du chiffrement RSA.

Exercice 52.

le chiffrement de El Gamal

Une personne A doit envoyer un message m (m entier naturel) de facon chiffrée a B, une seconde
personne. Cette derniere choisit p premier plus grand que tout message susceptible de lui étre envoyé
etun élément g € Z/pZ*. Elle choisit aussi s € N qu’il garde secret. Elle calcule b = g* et communique
a A le triplet (p,g,b). En retour A choisit 7 € N, calcule a = g’ et c = mb' et renvoie (a,c) a B.

1. Montrer qu’il existe h € Z/pZ tel que gh = 1.

2. Que fait B pour retrouver m ?
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La sécurité du chiffrement de El Gamal qui vient d’étre décrit réside dans la difficulté de calcul du
logarithme discret (i.e. trouver s connaissant le triplet (p, g,b)).

Exercice 53.

Echange de clés de Diffie-Hellman

Une personne A envoie un message X chiffré en Y a B. Les algorithmes y de chiffrement et dé-
chiffrement W~ sont publics et dépendent d’une clé K € Z/pZ* (avec p premier) : ¥ = y(K,X) et
X =y~ !(K,Y). La construction de la clé et la transmission du message chiffré se font de la facon
suivante. B choisit g € Z/pZ* et b € N. 1l calcule B = g” et communique a A le couple (g,B). A
choisit alors a € N, calcule K = B* et a0 = g“ et il communique a A ce nombre o0 en méme temps que
le message chiffré ¥ = y(K,X).

1. Vérifier que K n’est pas nul.

2. Comment B fait-il pour trouver la clé K et déchiffrer le message ?

3. Supposons qu’une tierce personne C intercepte les échanges entre A et B et modifie les informations.
Apres avoir avoir regu (g,3) de B il transmet (g,7) & A avec Y= g€, ¢ étant choisi par ses soins.

3.a. Peut-il déchiffer le message chiffré envoyé par A ?

3.b. Que doit-il envoyer a B pour que B puisse retrouver X en déchifrant le message chiffré recu ?

Exercice 54.

Cryptosysteme de Merkle-Hellman

n k—1
Soit n € N* et soita = (ay,...,a,) € N*"*. On pose ||a|| = Zai. Si ) a;j <agpourtoutk=2,...,non
i=1 i=1
dit que a est super-croissant.

1. Montrer que (1,2,...,2"!) est super-croissant et que 2~! < g4 pour tout k = 1,...,n si (ay, ..., a,)

est super-croissant.
n

Soit f : {0,1}" — N définie par f(x) = Y xi@nt1i six = (x1,...,xs) € {0,1}".
i=1
2. Montrer que si x € {0,1}" alors f(0,...,0) =0 < f(x) <||a|| = f(1,...,1).
On suppose a super-croissant.
3. Montrer que f est strictement croissante de {0, 1 }" muni de I’ordre lexicographique dans N.
4. Soit y € N. On considere z = (z1,...,2,) € {0,1}" défini par z; = 1 siy > ||al| ou z; = O sinon, et,
k
pourk € {l,...n—1} zx 1 =1siy>||a|| - ZZiaani ou zx+1 = 0 sinon. Montrer que s’il existe
i=1
x €40,1}" tel que y = f(x) alors x = z.
On fixe N € Ntel que ||a|| <N et K € Ntel que K < N et pgcd(K,N) = 1.
5. Montrer qu’il existe L € Ntel que KL=y 1 et L < N.
6.Sik=1,...,non note b I'unique entier naturel strictement inférieur a N tel que by =y Kai. Montrer
que les by sont tous différents et qu’il existe une unique permutation ¢ de {1,...,n} telle que ¢ =
(c1, .-, cn) définie par cx = bg) sik = 1,...,n vérifie ¢ < ... < cp.

n
7. Soit g : {0,1}" — N définie par g(x) = Zx,-cnﬂ,i si x = (x1,...,%,) € {0,1}". Montrer que si
i=1
x €{0,1}" alors f(x) =y Lg((Xg(1)s s Xo(n)))-
L’envoi par un individu B a un individu A d’un mot binaire chiffré a ’aide du cryptosysteme de
Merkle-Hellman se fait de la facon suivante. A choisit une clé secrete formée d’un n—uplet super-
croissant a et des entiers N et K comme dans 1’exercice. Il calcule ¢ = (cy,...,c,) et transmet & B ce
n-uplet. B chiffre le mot x en calculant g(x) qu’il transmet a A. Ce dernier déchiffre (i.e. retrouve x a
partir de g(x)) en utilisant les questions 4, 5, 6 et 7.
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