
L'épreuve comporte deux parties d'importance égale, l'Analyse et les Probabilités. Les poids de ces

parties sont égaux dans le calcul de la note �nale. Pour chaque partie le barème qui peut être indiqué

est relatif à la partie. Il est demandé de rédiger sur des copies di�érentes les deux parties.
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Barème Chaque exercice est noté sur 10 puis a�ecté d'un poids qui peut être 8, 6, 4, 2 ou 0. Ce

poids est d'autant plus important que la candidate ou le candidat a réussi l'exercice. La note (sur 20)

obtenue est égale à 1
10(8x1 + 6x2 + 4x3 + 2x4 + 0x5) où x1 ≥ ... ≥ x5 sont les notes (sur 10) ordonnées

obtenues à chaque exercice.

Exercice A 1) Énoncer et prouver une des formules de Taylor.

2) Démontrer que si x ∈ R \ {1} et si n ∈ N alors
1

1− x
=

n∑
k=0

xk +
xn+1

1− x
.

3) Démontrer que tan(x) = x+
1

3
x3 +

2

15
x5 + x6ε(x) avec lim

x→0
ε(x) = 0.

Exercice B Si x ∈ R on note Ent(x) sa partie entière. On rappelle que si x ∈ Q il existe
(p, q) ∈ Z×N∗ unique tel que x = p

q
avec pgcd(p, q) = 1. On rappelle aussi que

√
2 /∈ Q.

Soit f : R→ R dé�nie par f(x) = 0 si x ∈ R \Q∗ et f(x) = 1
q
si x = p

q
avec (p, q) ∈ Z∗ ×N∗

tel que pgcd(p, q) = 1. Ainsi f(0) = f(
√
2) = 0, f(1

6
) = f(−7

6
) = 1

6
et f(22

7
) = f(−6

7
) = 1

7
.

1) Montrer que si x ∈ R alors |f(x)| ≤ |x|. En déduire que f est continue en 0.
2) Soit x ∈ Q∗. Montrer que si n ∈ N alors x+

√
2

n+1
est irrationnel. En déduire que f n'est pas

continue en x.
3) Soit x ∈ R \ Q. Soient ε > 0 et n ∈ N tels que 1

n
< ε. On pose k = Ent(n!x) et α =

min(x − k
n!
, k+1

n!
− x). Montrer que α > 0 et que si (p, q) ∈ Z ×N∗ véri�e k

n!
< p

q
< k+1

n!
alors

q > n. En déduire que f est continue en x.

Exercice C Soit u = (un)n∈N ∈ NN une suite d'entiers naturels.
1) Étudier la limite éventuelle de u si u est injective.
2) Étudier la limite éventuelle de u si tout entier naturel a un nombre �ni d'antécédents par u.
3) Montrer qu'il existe u = (un)n∈N ∈ NN qui n'a pas de limite et qui est surjective.

Exercice D Soit u = (un)n∈N ∈ NN dé�nie par u0 = 0, u1 = 0 et pour n ∈ N tel que n > 1
alors un = 2un

2
si n pair et un = un−1 + 1 si n impair.

1) Montrer que si k ∈ N et si j ∈ N véri�e 0 ≤ j < 2k alors u2k+j = j.
2) Montrer que si m ∈ N alors {n ∈ N|un = m} est in�ni.
3) Étudier l'injectivité, la surjectivité et la limite éventuelle de u.

Exercice E Soient d ∈ N∗, n1 < ... < nd ∈ N et a1, ..., ad ∈ R∗. On note f et g les fonctions

dé�nies par f(x) =
d∑

k=1

akx
nk et g(x) =

d∑
k=1

akx
nk−n1 si x ∈ R.

1) Montrer que Card(f−1(0)) ≤ 1 + Card(g−1(0)) et que Card(g−1(0)) ≤ 1 + Card((g′)−1(0)).
2) Montrer par récurrence que si d ∈ N∗ alors f−1(0) possède au plus 2d− 1 éléments.
3) Soit d ∈ N∗. Donner n1 < ... < nd ∈ N et a1, ..., ad ∈ R∗ tels que la fonction f dé�nie

par f(x) =
d∑

k=1

akx
nk si x ∈ R s'annule 2d − 1 fois. On pourra raisonner à l'aide du produit

X ×
d−1∏
k=1

(X2 −R2
k) où R1, ..., Rd−1 sont des réels tels que 0 < R1 < ... < Rd−1.


