M1 MEEF, Analyse-Probabilités 1 Université de Rennes 1, 2018-2019
Jeudi 20 décembre 2018, Contréle Continu, Partie Analyse

Durée — 150 minutes. Les documents et la calculatrice ne sont pas autorisés
Exercice 1. (9 pts) Enoncer et prouver la formule de Taylor-Lagrange.

Exercice 2. (11 pts)
Partie I (4 points) Soit o : R — R de classe C™.
1) Soit K > 0 et u > 0. Montrer qu’il existe > 0 tel que si u,v € [—K, K| vérifient |v —u| < 7 alors

|0/ (v) = o'(u)] < p.

2) Soit K > 0 et p > 0. Montrer qu’il existe > 0 tel que si u,v € [—K, K| vérifient |v — u| < 7 et
u # v alors
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3) Soit x, u > 0 et n € N. Montrer qu’il existe 7 > 0 tel que si § € R vérifie |§| < n alors
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4) Si n € N on note (3, la fonction de R dans R définie pour tout € R par

1
B () = / 6" () do.
0
Montrer que (3, est de classe C'™ et que si k € N alors pour tout z € R

1
B9 (@) = [ 07+l (9)dp.
0

Partie IT (7 points) Soit f : R — [0,400) de classe C*, qui ne s’annule qu’en 0 et telle que
f7(0) > 0.

1) Montrer que f'(0) = 0.

2) Montrer qu’il existe A > 0 tel que si x € R vérifie 0 < |z| < A alors zf'(x) > 0.
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4) Montrer que si x € R alors

flz) = 22 /01(1 —0)f"(0)d.

5) Montrer que la fonction g : R — R définie pour tout x € R par
1
g@) = [ (1=0)f"(0x)d0
0
f"(0)

est de classe C'™, strictement positive et vérifie g(0) = 5

6) Montrer que /g est une fonction de R dans R de classe C*.
7) Montrer qu’il existe h : R — R de classe C*™ et telle que h* = f.




