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Exercice 1. (9 pts) Énoncer et prouver la formule de Taylor-Lagrange.

Exercice 2. (11 pts)

Partie I (4 points) Soit α : R→ R de classe C∞.

1) Soit K > 0 et µ > 0. Montrer qu'il existe η > 0 tel que si u, v ∈ [−K,K] véri�ent |v−u| ≤ η alors

|α′(v)− α′(u)| ≤ µ.

2) Soit K > 0 et µ > 0. Montrer qu'il existe η > 0 tel que si u, v ∈ [−K,K] véri�ent |v − u| ≤ η et
u 6= v alors ∣∣∣∣∣α(v)− α(u)v − u

− α′(u)

∣∣∣∣∣ ≤ µ.

3) Soit x, µ > 0 et n ∈ N. Montrer qu'il existe η > 0 tel que si δ ∈ R véri�e |δ| ≤ η alors∣∣∣∣∣
∫ 1

0
θn
(
α(θ(x+ δ))− α(θx)

δ
− θα′(θx)

)
dθ

∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0
µθn+1dθ =

µ

n+ 2
.

4) Si n ∈ N on note βn la fonction de R dans R dé�nie pour tout x ∈ R par

βn(x) =
∫ 1

0
θnα(θx)dθ.

Montrer que βn est de classe C∞ et que si k ∈ N alors pour tout x ∈ R

β(k)
n (x) =

∫ 1

0
θn+kα(k)(θx)dθ.

Partie II (7 points) Soit f : R → [0,+∞) de classe C∞, qui ne s'annule qu'en 0 et telle que
f ′′(0) > 0.

1) Montrer que f ′(0) = 0.

2) Montrer qu'il existe A > 0 tel que si x ∈ R véri�e 0 < |x| < A alors xf ′(x) > 0.

3) Calculer lim
x→0, x 6=0

f(x)

x2
.

4) Montrer que si x ∈ R alors

f(x) = x2
∫ 1

0
(1− θ)f ′′(θx)dθ.

5) Montrer que la fonction g : R→ R dé�nie pour tout x ∈ R par

g(x) =
∫ 1

0
(1− θ)f ′′(θx)dθ

est de classe C∞, strictement positive et véri�e g(0) =
f ′′(0)

2
.

6) Montrer que
√
g est une fonction de R dans R de classe C∞.

7) Montrer qu'il existe h : R→ R de classe C∞ et telle que h2 = f.


