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Compléments d’analyse
Deuxième contrôle (1 heure)

Partie I

Soit β1 ∈]− π

2 ,
π

2 [ et α,β : [0,1]→ R de classe C1. On suppose que α(0) = α(1) = 0, β(0) = −π

2 ,
β(1) = β1 et β(]0,1[)⊂]− π

2 ,
π

2 [. On note γ l’application de [0,1] dans R3 définie par

γ(t) = (cos(α(t))cos(β(t)),sin(α(t))cos(β(t)),sin(β(t))).

On admet que si t ∈ [0,1] alors

||γ′(t)||2 = (cos(β(t))α′(t))2 +(β′(t))2.

1. Montrer ∫ 1

0
||γ′(t)||dt ≥ |β1 +

π

2
|

et qu’il y a égalité si et seulement si α est la fonction nulle et β est croissante.

2. Interpréter géométriquement ces résultats.

Partie II

Soit (an)n∈N une suite de réels appartenant à [−1,1]\{0}. Si n ∈ N et x ∈ R on pose

An(x) =
an

n!
xn, Pn(x) =

n

∑
k=0

ak

k!
xk et Qn(x) =

n

∑
k=0

|ak|
k!
|x|k.

1. Prouver que si n ∈ N∗ alors la dérivée de la fonction polynomiale Pn vérifie

P′n(x) =
n−1

∑
k=0

ak+1

k!
xk.

2. Soit K ∈ N∗. Montrer que si x ∈ [−K,K] et si k ∈ N vérifie 2K ≤ k alors

|Ak(x)|=
|ak|
k!
|x|k ≤ |ak|

k!
Kk ≤ 1

(2K)!
K2K22K

(
1
2

)k

.

3. Soit K ∈ N∗. Montrer que si x ∈ [−K,K] et si p,q ∈ N vérifient 2K ≤ p < q alors

|Pq(x)−Pp(x)| ≤ Qq(x)−Qp(x)≤
q

∑
k=p+1

1
(2K)!

K2K22K
(

1
2

)k

≤ 1
(2K)!

K2K22K
(

1
2

)p

.

4. En déduire que si K ∈ N∗, la série de fonctions ∑An converge normalement sur [−K,K].

5. Montrer que la suite (Pn)n∈N converge simplement sur R vers une fonction f .

6. Montrer que la convergence vers f n’est pas uniforme.

7. Montrer que f est dérivable et que la suite (P′n)n∈N converge simplement sur R vers f ′.

Partie III Résoudre le système x′ =−x, y′ =−y+ x et tracer le portrait de phase associé.


