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Exercice A

On considère la fonction f de R dans R dé�nie par f(0) = 0 et, si x ∈ R∗, f(x) = exp(− 1

x2
).

1. Montrer que g, la restriction de f à R∗, est in�niment dérivable.
2. Montrer qu'il existe une suite (Rn)n∈N de fractions rationnelles telle que si n ∈ N alors, pour
tout x ∈ R∗,

g(n)(x) = Rn(x) exp(−
1

x2
).

3. Montrer (sans passer par le logarithme) que lim
t→+∞

exp(t)

t
= +∞.

4. Montrer que si m ∈ Z alors lim
t→+∞

exp(t)

tm
= +∞.

5. Montrer que si n ∈ N alors lim
x→0

g(n)(x) = 0.

6. Soit h : R→ R une fonction continue sur R, dérivable sur R∗. Montrer que si lim
x→0
x 6=0

h′(x) = 0

alors h est dérivable en 0 et h′(0) = 0.

7. Montrer que f est in�niment dérivable sur tout R, que si n ∈ N alors f (n)(0) = 0, mais que
si x ∈ R∗ alors f(x) 6= 0.

Exercice B Soit f une fonction bornée de R dans R+.

1. Montrer qu'il existe alors M ∈ R+ tel que M = sup{f(x)|x ∈ R}.
Soit (fn)n∈N la suite de fonctions dé�nie par fn(x) = f(x)n si n ∈ N et x ∈ R.
2. Montrer que si M ∈ [0, 1[ alors (fn)n∈N converge uniformément vers la fonction nulle.
3. Montrer que si M = 1 alors (fn)n∈N converge simplement vers l'indicatrice de f−1(1).
4. Montrer que si M = 1 alors (fn)n∈N ne converge uniformément vers aucune fonction.
5. Montrer que si M > 1 alors (fn)n∈N ne converge simplement vers aucune fonction.


