L’épreuve d’analyse comporte douze questions de méme poids.
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Les documents et la calculatrice ne sont pas autorisés. Les réponses sont argumen-
tées. La rédaction est soignée.

Exercice A 1
On considére la fonction f de R dans R définie par f(0) =0 et, si z € R*, f(z) = exp(——;).
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1. Montrer que g, la restriction de f a R*, est infiniment dérivable.
2. Montrer qu’il existe une suite (R, ),en de fractions rationnelles telle que si n € N alors, pour

tout x € R*,
1
9"(w) = () exp(——)
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3. Montrer (sans passer par le logarithme) que ltlim <p(t) = +00.
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4. Montrer que si m € Z alors lim = +400.
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5. Montrer que si n € N alors lim g™ (z) = 0.

6. Soit h : R — R une fonction continue sur R, dérivable sur R*. Montrer que si lim h'(x) =0

z#0
alors h est dérivable en 0 et A/(0) = 0.

7. Montrer que f est infiniment dérivable sur tout R, que si n € N alors f(™(0) = 0, mais que
si z € R* alors f(x) # 0.

Exercice B Soit f une fonction bornée de R dans R*.

1. Montrer qu'il existe alors M € R" tel que M = sup{f(x)|z € R}.

Soit (fn)nen la suite de fonctions définie par f,(z) = f(z)" sin € N et z € R.

2. Montrer que si M € [0, 1] alors (f,)nen converge uniformément vers la fonction nulle.
3. Montrer que si M = 1 alors (f,,)nen converge simplement vers I'indicatrice de f~1(1).
4. Montrer que si M = 1 alors (f,)nen ne converge uniformément vers aucune fonction.
5. Montrer que si M > 1 alors (f,)n,en ne converge simplement vers aucune fonction.



