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—Texte—
Estimation d’un mélange avec ’algorithme EM

Mots-clefs : mélange de lois, vraisemblance, lois conditionnelles.

1 Sur les nids de mouettes

En Bretagne, cohabitent quatre especes de mouettes différentes. Les ornithologues se
demandent comment estimer la proportion de mouettes de chaque espece a partir de
I'observation de la taille de nombreux nids. L’avantage de cette méthode (compter les
nids plutot que les oiseaux) c’est que les nids ne bougent pas!!! La difficulté vient du
fait que les différentes especes font des nids assez ressemblants : on ne sait pas par quelles
especes ils ont été construit (“rien ne ressemble plus & un nid de mouette, qu’un autre nid
de mouette”). Ce que I'on suppose (sinon la taille des nids n’est pas un outil de mesure
trés intéressant), c’est que la distribution des nids est caractéristique d’une espece. La
distribution globale de la taille des nids apparait comme le mélange de quatre lois de
probabilité, chacune rendant compte de la répartition de la taille des nids pour chaque
espece d’oiseaux. Modélisons la distribution de la taille des nids construits par ’espece 1
par une loi u; de densité f;. La loi p de la taille des nids de mouettes admet donc pour
densité la fonction

f(z) = a1 fi(®) + aafo(z) + azf3(z) + asfa(),

ou les réels (a;)1<icq sont positifs et vérifient oy + s + ag + ay = 1. Les réels «; et les
densités f; sont inconnues.

Reste a modéliser la distribution de la taille des nids pour une espece donnée. Elle
sera modélisée par une loi gaussienne de moyenne et variance inconnues (fonctions de
I'espece). La loi de la taille d’un nid apparait alors comme le mélange de quatre densités
gaussiennes dont les coefficients de mélange sont les proportions de chaque espece. De
maniére générale, si 7,,, désigne la densité de la loi gaussienne N (m,v) sur R (v désigne
la variance), la densité du mélange de J lois gaussiennes s’écrit

a(j) (z —m(j))*
Fl& ) ¥m() .06 (@) = ; o) [— 20 }

M&

avec,
pour tout j =1,...,J, «o;=20, et o+ ---+a;=1 (1)

Mai 2008. Copyright © F. Malrieu . GNU FDL Copyleft. Page n°1.



NIVERSITE DE RENNES - ,PREUVE DE MODELISATION - AGREGATION EXTERNE DE MATHEMATIQUES — . age n .
U R 1-E A E M 2008 Page n°2

Le vecteur a représente les coefficients du mélange tandis que les vecteurs m et v repré-
sentent respectivement les vecteurs des moyennes et des variances des lois gaussiennes.

En d’autres termes, si X désigne la taille du nid et Z l'espece de l'oiseau qui I'a
construit, la loi du couple (X, Z) est donnée de la maniere suivante : Z suit la loi discrete
sur {1,...,J} de poids (a(1),...,a(J)) et, conditionnellement a I'événement {Z = j}, X
suit la loi N( (4),v(5)) :

J
=> a(j)d; et,pourj=1,....J, L(X|Z=j)=N(m(j),v()).

j=1

On ne connait pas les proportions relatives de chaque espece de mouettes ni les pa-
rametres caractéristiques de la taille des nids pour chaque espece. On souhaite estimer
toutes ces quantités a la seule vue de la taille de n nids. Pour cela, on suppose qu’il existe
f dans I’ensemble

0= {9 = (aj,mj,o-]?)lgng, (a(j))1<j<s satisfait (1)}

tel que les mesures z1, ..., z, de la taille de n nids sont des réalisations d’un n-échantillon
X1,...,X, deloi de densité

)i, ()

IIM&

Dans la suite du texte, les notations suivantes seront utilisées :

— f(=;0) désigne la densité au point = de la loi de X (par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R),

— f(x|Z;0) désigne la densité au point z de la loi de X sachant Z,

— ¢g(z;0) désigne la densité au point z de la loi de Z (par rapport a la mesure de
comptage dN sur N),

— ¢(z|X;0) désigne la densité au point z de la loi de Z sachant X (par rapport a la
mesure de comptage sur N),

— h(x, z;0) désigne la densité au point (z,z) de la loi de (X, Z) par rapport a la
mesure d\ ® dN.

— on notera X le vecteur (X1,...,X,) et Z le vecteur (Z,...,7Z,).

2 Une situation favorable mais irréaliste

Supposons dans un premier temps que l'on observe a la fois X et Z (la taille du
nid et l'espece qui a fait le nid). Estimer les parametres inconnus est alors aisé grace
a la méthode du maximum de vraisemblance. La loi du couple (X, Z) admet la densité
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suivante par rapport a la mesure dA ® dN (ou d\ désigne la mesure de Lebesgue sur R et
dN la mesure de comptage sur N) :

h(x, 350) = a(5)Ym()w0) () 1,00y (4)-

La log-vraisemblance du modele complet (i.e. le logarithme de la densité de la loi de
I'échantillon (X3, Z1, ..., X,, Z,) par rapport & la mesure (d\ ® dN)®™ g’écrit donc

L(X,Z,0) = In]]hr(X:, Z;0)
=1

— Z [ln a(Z;) +In ’Ym(Zi),U(Zi)(Xi)]

i=1
n
n

— _§1n(27r) +%Z [2 Ina(Z;) — In(v(Z;)) — ~— v(Z;) '

=1

Pour un échantillon de taille n, notons, pour j =1,...,J,
A;={i=1...)n, Z;=3j} et C;=card(4;).
La log-vraisemblance complete s’écrit alors, en regroupant les termes en fonction des
valeurs de Z, J
L(X,Z,0 ZC’ Ina(j) + Z Z N Yim(),00) (X))
j=1 i€A,

Proposition 2.1. La vraisemblance compléte est mazximale, sous la contrainte que le

vecteur (a(1),...,a(J)) définisse une mesure de probabilité sur {1,...,J}, pour le choix
sutvant des parametres :
~ . CJ N 1 . 2
a(]):;, ZX et 0(j) ZEZ(Xi_m(])) :
T icA; T icA;

Ce résultat ne répond pas a la question initiale puisque, en pratique, ne sont ob-
servées que les tailles des nids zy,...,z,. Il ne faudrait donc pas raisonner sur la log-
vraisemblance totale mais sur la log-vraisemblance de I’échantillon X,..., X,,, notée L
pour log-vraisemblance des observations, qui s’écrit :

L(X;0) =In H f(X;:0) = Zln [Z m(j),v(j)(xi)]. (2)

7j=1

Trouver le jeu de parametres 6 rendant cette quantité maximale tourne a la mission
impossible...
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3 Une solution au vrai probleme

On ne dispose pas de la log-vraisemblance complete In L puisque 1’on n’observe pas les
variables (Z;),. On va la remplacer par son espérance conditionnelle sachant les observa-
tions : on définit la log-vraisemblance conditionnelle des observations (que nous noterons
L.(X;0,01)), par :

Cette quantité est I'espérance de la log-vraisemblance totale conditionnellement aux ob-
servations sous la loi de parametre 6.
L’algorithme EM consiste a répéter successivement deux étapes consécutives de la
maniere suivante :
— étape E(xpectation) : étant donnée une valeur 6;, du parametre, on calcule la log-
vraisemblance conditionnelle des observations L.(X; 0, 6;).
— étape M(aximization) : on choisit 6, pour que la fonction qui & § associe L.(X; 8, 6},
soit maximale au point .
(Au moins) deux questions se posent :
— Peut-on effectivement executer simplement ces deux opérations ?
— En quoi ceci nous aide a trouver une valeur de # qui donne une « grande vraisem-
blance » 7

3.1 Comment ca marche?
Le calcul de la fonction L. nécessite la connaissance de la loi de Z sachant X. La
proposition suivante assure que c’est le cas.

Proposition 3.1. La densité de la lov de Z sachant que X = x par rapport a la mesure
de comptage sur N est donnée par :

h(l‘, <3 9) Oé(’Z)PYm(z),v(z) (iL‘)
z| X =x;0) = = z).
o ) flw:0) >, a(j)’ym(j),v@)(l"){LMJ}( )

Dans la section précédente, on a déterminé la vraisemblance totale ce qui donne I'ex-
pression de L..

Proposition 3.2. La fonction L. est de la forme suivante :

L(X;0,6,) = ——ln o) +Z <Zg (GIX = Xz,Qk)> In a(5)

1y > [lnv Xi——’”(j))z]g(j\xzxi;ek).

=1 j=1

| —
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Enfin, la fonction L. admet un unique maximum comme le montre la proposition
suivante.

Proposition 3.3. L’étape M consiste a choisir Oy de la facon suivante :

. I
ap1(J) = EZQ(J’X = X;;0k)
i=1

N i Xig(JIX = X5 0p)

meld) = S GIX = X 0)

S (X — mys1)?9 (11X = X5 05)
Z?ﬂ 9(j|X = Xz‘§9k)

0k+1(j)2

3.2 Pourquoi ¢a marche?

I1 est plus difficile d’apporter une réponse a cette question. Le résultat suivant ouvre
la voie en montrant que la (log-)vraisemblance est croissante le long de I'algorithme.

Theoreme 3.4. La suite (0;), construite par lalgorithme EM vérifie la propriété de
stabilité numérique suivante :

L(X;0k11) = L(X;64), (3)
ot L(X;0) est définie par (2).
Démonstration. Pour alléger les notations, posons Q(6, 0)) = L.(X; 0, 0;). Puisque
h(z,20) = f(x;0)9(2|X = ;0),

la fonction @) s’écrit encore

ot L(Z|X;0) =Ing(Z|X;0) et H(0,0,) =E(L(Z|X;0.)|X;04).
Lors de I’étape M, la fonction (0, 6) est maximisée par rapport a 6 donc, en parti-
culier,

Q(Or+1,0k) = Q(0Ok, Oh).
On en déduit que
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Il reste & obtenir la majoration H(0y1,60r) < H(0k,0;). Celle ci est une conséquence de
I'inégalité de Jensen :

H (0115 0k) — H(Ok; 0) = E(L(Z|X; 0041) | X; 04) — E(L(Z] X 04)[X; 04)
E(In(9(Z|X; 041)/9(Z] X 0)) X 01)

< IE(9(Z|X;6x41)/9(Z] X 00) | X 60
Enfin, on a
Z X:6 S
B(6(ZI%: 000 /9 (ZI: 00/ :0) = [ 2Tt 710,007 -
9(ZIX;0,)
Puisque H(0y41,0r) < H(0k,0k), la relation (4) implique (3). O

Ce résultat permet de montrer que la suite (6), converge vers un maximum local ou
un point selle de la vraisemblance.

4 L’algorithme EM

Etant données les observations x1, ..., z, et des valeurs initiales des parametres, 1’al-
gorithme consiste a répéter les calculs suivants.
— Etant donnés a I’étape k, les trois vecteurs

ag = (ag(l),...,0x(J)), mgp = mg(l),...,me(J)) et v = (ve(1),...,0e(J])),
(v pour variance), on définit la matrice H*) de taille n x .J par
Y = gk(J)’Ymk<j>,vk(j>(Xi) ‘
2 =1 k() Yoy (1)) (X5)

— Etant donnée H®) | on obtient ay. 1, M1 et vy1 par les relations suivantes :

ari1(j) = ZH g

Zz 1
Zz 1 H k)
Zi (X — mj)QHi(f)
Zz— Zj

Remarque 4.1. Contrairement au cas ou l'on observe en méme temps X et Z, il peut
exister des maxima locaux qui vont piéger l'algorithme. Cette procédure peut s’avérer
tres sensible au point de départ choisi.

my1(j) =

ver1(j) =

Remarque 4.2. On ne sait pas combien d’itérations sont nécessaires pour approcher de
maniere satisfaisante un maximum local. Il n’y a pas en général de procédure pour prévoir
le nombre d’itérations a opérer.
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5 Suggestions

On pourra commenter le choix du modele paramétrique utilisé.

On pourra démontrer la proposition 2.1.

On pourra démontrer la proposition 3.2.

On pourra démontrer la proposition 3.3.

On pourra démontrer le théoreme 3.4.

On pourra illustrer par la simulation la convergence de I'algorithme EM.

On pourra tenter d’illustrer par la simulation la remarque 4.1.

e S o

On pourra tenter d’illustrer par la simulation la remarque 4.2.
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