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Introduction

[’étude des lois de fonctionnelles stochastiques (autrement dit de fonctionnelles défi-
nies sur un espace de probabilité) est un probléme majeur de la théorie des probabilités.
Il est au coeur notamment des théoremes limites, de la statistique mathématique, des
méthodes d’approximations. L’analyse de ces lois par la méthode des fonctions caractéris-
tiques a permis d’obtenir certains résultats essentiellement dans le cas de fonctionnelles
linéaires. Par exemple lorsque 1’on considere la loi P du mouvement brownien sur l’es-
pace des fonctions continues C([0,1]), des calculs explicites ont permis d’étudier avec
succes la loi Pf~! pour les fonctionnelles :

1

f@)= swp o0, (@)= swp o), flo) = [ lalo)”de
t€[0,1] t€[0,1] 0

pour p = 2. Néanmoins, les techniques employées sont calculatoires et ne s’adaptent

pas, méme pour ’étude de fonctionnelles voisines : ainsi pour p # 2, ni I'existence de la

densité pour la troisieme fonctionnelle, ni aucune expression explicite n’étaient connues.

Les premiers résultats importants dans ce domaine apparaissent dans les années
1970 lorsque Tsirel’son utilise les propriétés géométriques et analytiques des mesures
gaussiennes pour décrire la structure de ces distributions pour une large classe de fonc-
tionnelles. Son approche est liée aux propriétés de convexité des mesures gaussiennes
mises en lumiere peu apres par Borell et Ehrhard. A la méme époque Malliavin consi-
deére des problemes hypo elliptiques et étudie de notre point de vue la régularité de la
densité de Pf~! pour f(z) = z(1) et P la loi d’un processus de diffusion vérifiant une
équation différentielle stochastique d’une certaine espece. Le type de calcul ainsi déve-
loppé se révele tres intéressant pour ’étude des propriétés de dérivabilité de ces densités
lorsque la mesure P satisfait certaines conditions de régularité.

Pour aborder efficacement ces questions d’absolue continuité et de convergence de
fonctionnelles stochastiques pour une large classe de fonctionnelles, Davydov et Lifshits
introduisent en 1978 la méthode de stratification puis de superstructure (cf. [9, 13]).

En substance, la méthode de stratification consiste en trois étapes principales : étant
donnée une mesure P sur un espace métrique complet séparable X', commencons par
définir une partition mesurable I' de X dont les classes d’équivalence sont de structures
géométriques assez simples (les strates v, de dimension finie). La mesure P se voit ainsi
comme mélange de mesures conditionnelles P, concentrées sur les classes d’équivalence.
On étudie alors d’une part la mesure quotient Pr puis surtout les distributions condi-
tionnelles P, f~! qui sont des lois sur un espace de dimension finie pour lesquelles on



dispose donc d’outils classiques. On obtient finalement des informations sur Pf~! en
utilisant la formule de probabilité totale : pour tout A € B(R),

Pf(A) = /X BT B @)

Cette méthode permet aussi de s’intéresser a la convergence forte des lois des fonction-
nelles, c’est a dire a la convergence pour la topologie associée a la norme de la variation
sur I'espace des mesures signées (voir [8] pour des résultats de ce type, [7, 26, 27] sur
’absolue continuité et la densité). On parle encore de convergence en variation et on la
symbolise dans la suite par ——s.

Dans certains problemes d’absolue continuité ou de convergence forte de lois fonc-
tionnelles, la méthode de stratification exige plus des distributions conditionnelles que
ce qui est vraiment nécessaire. Il est alors intéressant d’utiliser la modification suivante
de la stratification : cette méthode dite de superstructure consiste a introduire sur un
espace élargi des familles auxiliaires de mesures (). et de fonctionnelles F. telles que
Q.F! est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue \ et Q. F.™* P
quand ¢ — 0. En pratique, nous disposons souvent d’une famille de transformations
{G¢}cer+ dont I'action sur P est faible pour ¢ assez proche de 0 :

PG;' 25 P, c— 0.

On peut alors facilement mettre en ceuvre cette méthode sur 'espace X' x [0, €], avec
Q., F. construites & partir de P et f. La convergence Q.F. ! 2% P s’obtient facilement
a partir de celle de PG quand ¢ — 0 et I’absolue continuité de Q.F. ! par la mé-
thode de stratification en considérant la partition en strates « paralleles » a [0, ¢]. Nous
nous ramenons en fait a I’étude des restrictions de f sur les orbites des transformations

{GC}CER+-

Avec ces techniques d’analyse des fonctionnelles stochastiques, nous nous intéressons
dans ce travail aux problemes suivants d’absolue continuité et de convergence forte de
lois : nous étudions les intégrales stochastiques stables multiples et leur loi qui sont encore
assez mal connues, on s’intéresse a leur absolue continuité et a leur continuité par rapport
au noyau intégré pour la topologie associée a la variation ; nous étudions également dans
une deuxieme partie la convergence forte de lois de certaines fonctionnelles de processus
classiques, obtenant ainsi des principes locaux d’invariance généralisant les convergences
de théoremes centraux limites fonctionnels.

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux intégrales stochastiques stables
multiples.

Initialement les intégrales multiples ont été définies par rapport au mouvement brow-
nien par Wiener (1938) sous forme de chaos polynomial de variables gaussiennes indé-
pendantes puis généralisées par 1t6 (1951). Elles ont mené a une vaste théorie tres riche
(cf. Major (1981) [31]).

Plusieurs constructions d’intégrales stochastiques multiples pour des processus gaus-
siens plus généraux ont été proposées (Engel (1982) [16] donne une vue d’ensemble de



la théorie L? de 'intégration stochastique multiple) mais aussi pour des processus non
gaussiens en supposant 'existence de moments élevés (Lin (1981) [29], Surgailis (1981,
1984) [49, 50], Rosinski-Szulga (1982) [41]). Les processus stables ne bénéficient que de
pauvres propriétés d’intégrabilité et ne rentrent donc pas dans le cadre de ces travaux.

D’une fagon générale, les intégrales stochastiques multiples sont liées a 1’étude des
formes multilinéaires aléatoires (voir Rosiniski-Woyczynski (1984) [38], Krakowiak-Szulga
(1986) [21]). Dans le cas stable, les intégrales multiples servent notamment a définir des
classes de processus autosimilaires ou encore a identifier des distributions limites de fonc-
tionnelles de sommes de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(voir [50, 1]).

De méme que les lois stables généralisent les lois gaussiennes, les intégrales stables
multiples apparaissent comme une généralisation naturelle des intégrales multiples de
Wiener-It6. C’est pourquoi, dans cette premiere partie, nous reprenons 1’étude de Da-
vydov (1991) [11] sur ’absolue continuité des lois des intégrales multiples de Wiener-1t6
dans le cas des intégrales multiples stables (voir aussi Shigekawa (1980) [47] et Ku-
suoka (1983) [23] pour des résultats analogues a [11]). Ceci nous a amené a expliciter
avant tout la construction de ces intégrales en généralisant une représentation de type
LePage, comme Samorodnitsky-Szulga (1989) [43] et Samorodnitsky-Tagqu (1990) [44]
mais avec un formalisme plus simple. Cette construction permet alors d’étudier I’absolue
continuité des lois jointes de ces intégrales avec la méthode de stratification. Comme les
intégrales stables peuvent aussi se voir sous forme d’intégrale de type poissonien (cf. [46,
th. 3.12.2]), nous nous sommes aussi posés la question de 'absolue continuité des lois
de ces intégrales. Avant d’aborder la deuxiéme partie de notre travail sur la convergence
forte des lois de fonctionnelles de processus de sommes partielles, nous avons étudié la
continuité forte par rapport au noyau des intégrales stables multiples construites.

Le probleme général de la convergence forte des lois de fonctionnelles stochastiques se
pose de la fagon suivante : étant donnée une suite (P,),cn de mesures de probabilité sur
un espace métrique complet séparable (X', By) qui converge faiblement vers une mesure
P, et f: X — R une fonctionnelle, la question est de trouver des conditions sur f
pour avoir la convergence en variation des lois P, f~! vers P, f~!. Lorsque tel est le cas
et qu’en plus ces lois sont absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue
A, comme la convergence en variation devient équivalente & la convergence dans L!(R)
des densités dP,f~!/d)\ vers dP, f~!/d\, nous obtenons des théorémes locaux limites.
Quand (P,), converge déja en variation vers Py, la convergence forte des lois est immé-
diatement garantie pour chaque fonctionnelle f, mais cette situation n’est pas fréquente.
Au contraire en général, dans les cas intéressants, P, est la loi d’un processus constant
ou affine par morceaux associé a une suite de variables aléatoires. Les mesures P, sont
alors singulieres par rapport a la mesure limite Py, et c’est cette mutuelle singularité qui
explique les difficultés pour 1'obtention des convergences fortes des lois de fonctionnelles
stochastiques.

La méthode de superstructure permet d’appréhender ce probleme. Elle donne des
conditions suffisantes pour déduire la convergence forte des lois de fonctionnelles sto-
chastiques a partir de convergences faibles des mesures [13, th. 18.3, 18.4]. Dans le cas



de mesures gaussiennes, nous obtenons ainsi des convergences en variation pour une
large classe de fonctionnelles ([13, th. 19.4]). C’est en appliquant cette technique qu’on
s’'intéresse a la convergence forte dans des théoremes centraux limites fonctionnels clas-
siques : étant donnée une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement
distribuées, centrées, de variance finie, on associe des processus constants par morceaux
normalisés. Le théoreme de Donsker-Prokhorov énonce la convergence faible des lois P,
de ces processus vers celle du mouvement brownien. Nous donnons des conditions pour
avoir la convergence forte de P, f~! pour f dans une large classe de fonctionnelles. Nous
nous intéressons ensuite a une généralisation du méme type de résultat pour les lois de
processus associés a certaines suites de variables aléatoires stationnaires mélangeantes.

L’organisation de ce travail est la suivante :

Dans le chapitre 1, nous commencons par considérer des intégrales stochastiques de
type poissonien. Nous rappelons plusieurs approches : a partir d’'une mesure aléatoire
poissonienne sur un espace mesuré (X, A, ) abstrait ou a partir d’'un processus de
Poisson standard sur (R, B(R*), \). Nous confrontons ces différentes approches puis
nous étudions I’absolue continuité des lois des objets probabilistes ainsi construits, en
particulier pour des espaces fini-dimensionnels.

Notre étude se porte ensuite dans le chapitre 2 sur les intégrales multiples stables :
étant donnée une mesure aléatoire a-stable M de fonction de biais 8 avec « € (0,2), § :
[0,1] — [—1, 1] mesurable, le premier probléme est de construire une intégrale multiple
par rapport a cette mesure M. Pour cela, a partir du cas des intégrales stables simples
qu’on rappelle de [46], nous proposons de généraliser les représentations de type LePage
et de construire les intégrales multiples a partir de ces représentations. Soulignons que
plusieurs approches ont été proposées pour cette construction. On citera notamment celle
de Surgailis (1985) [51] qui se rameéne a des intégrales multiples de Poisson qu’il définit
par un théoreme d’interpolation dans les espaces de Lorentz. Dans [39, 24], Rosiriski-
Woyczyriski (1986) puis Kwapien-Woyczyniski (1987) construisent des intégrales itérées
et obtiennent une condition nécessaire et suffisante pour l'existence des intégrales stables
doubles. Krakowiak-Szulga (1988) [22] définissent une mesure aléatoire stable produit ;
et enfin Samorodnitsky, Szulga, Taqqu [43, 44, 45] ont aussi utilisé les représentations
de LePage. On s’appuie cependant ici sur un formalisme probabiliste plus simple et
on accepte pour o < 1 que la mesure M ne soit pas symétrique (i.e. le biais 5 n’est
pas nécessairement nul). La construction permet ainsi de définir I'intégrale a-stable d-
multiple I,(f) pour des noyaux f dans ’espace de type Orlicz

1% (log, )" ([0, 1)) = {f 0,1+ R| /[ e o, \fl)‘HdXi}

pour @ < 1l et o > 1, B = 0. De plus cette construction donne une représentation bien
adaptée pour I’étude de leur loi : elle permet notamment de décrire précisément la queue
de ces lois dans [43, 44] et d’étudier la régularité des trajectoires de processus définis
pas ces intégrales (cf. [40]). Dans la suite, elle nous permet d’appliquer efficacement la
méthode de stratification.



Nous commencons I’étude des lois des intégrales stables multiples au chapitre 3. On
prouve l'absolue continuité des lois jointes (Ig, (f1),1a,(f2)---,14,(fp)) en supposant
vérifiée une condition (H) sur les noyaux (fi, f2, ..., fp). Nous commengons par donner
quelques cas concrets pour lesquels la condition (H) est satisfaite et d’autres ou la loi
jointe est dégénérée lorsque (H) est en défaut ; par exemple dans le cas des lois simples,
la non dégénérescence de f (i.e. f # 0) garantit ’absolue continuité de la loi de I4(f)
(cf. [3, 5]). Nous prouvons d’abord le résultat dans le cas des lois simples pour mieux
mettre en lumiere les idées de la méthode en évitant les difficultés techniques du cas joint.
Pour cela, nous utilisons la représentation établie dans le chapitre 2. En introduisant un
processus stable de loi P associée a la mesure aléatoire M, l'intégrale stable multiple
I;(f) se voit comme une fonctionnelle sur I’espace de Skorokhod D des fonctions cadlag
(continues a droite et avec une limite & gauche) sur [0,1]. On se rameéne a I’étude de
cette fonctionnelle stochastique. Nous commencons d’abord par réduire et localiser le
probléme pour utiliser ensuite (localement) la méthode de stratification en définissant
une partition a partir de transformations admissibles pour P. Celles-ci, cas particuliers de
transformations introduites par Lifshits dans [9], sont définies par des fonctions, appelées
dans la suite champs locaux ; elles agissent sur les sauts de € D selon leur module, leur
signe et leur localisation. La méthode de stratification ramene ainsi I’étude a celles de
fonctionnelles conditionnelles restreintes aux strates de la partition. Nous étudions alors
leur non dégénérescence en analysant la non nullité d’un coefficient associé (le coefficient
d’un jacobien associé dans le cas joint). La condition (H) dans le cas général permet
de conclure a la non nullité de ce coefficient et a ’absolue continuité de la loi jointe

(Id1(f1)’ld2(f2)’ .- "Idp(fp))'

Dans le chapitre suivant, notre intérét se porte sur la continuité forte -ou en variation-
des lois des intégrales multiples stables I( f) par rapport au noyau f. Apres quelques rap-
pels sur la variation des mesures, utilisés aussi dans la suite pour I’étude des convergences
fortes, nous prouvons cette continuité en utilisant la représentation du chapitre 2 et ses
propriétés. Compte tenu de ’absolue continuité justifiée au chapitre 3, nous obtenons
en fait ici la convergence dans L'(R) des densités des lois des intégrales stochastiques

La(f)-

La deuxieme partie de ce travail commence avec le chapitre 5, elle est consacrée
a I’étude de convergences fortes des lois de fonctionnelles stochastiques. Nous considé-
rons une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, centrées,
de variance finie, on leur associe des processus constants par morceaux en prenant sur
chaque intervalle [%, %[ les sommes partielles des variables aléatoires normalisées. La
convergence faible de ces processus vers le mouvement, brownien est bien connue par le
théoreme de Donsker-Prokhorov; nous cherchons a renforcer la convergence des lois de
fonctionnelles de ces processus. Pour cela, on commence par rappeler les résultats dis a la
méthode de superstructure et notamment le théoreme fondamental qui donne des condi-
tions sur les fonctionnelles pour renforcer la convergence faible des lois des fonctionnelles
stochastiques. Ces résultats permettent d’obtenir les convergences cherchées lorsque la
loi commune des variables est assez réguliére (plus précisément 'information de Fisher



de la densité doit étre finie [13, th. 20.1]). Dans la suite, nous affaiblissons I’hypothése
sur la loi commune en montrant que si elle admet une densité presque partout non nulle
sur son support, nous obtenons toujours la convergence forte pour une classe encore
assez large de fonctionnelles. L’idée nouvelle par rapport aux résultats précédents est de
voir les variables considérées comme des fonctions de variables orthogaussiennes par une
transformation quantile. Les partitions utilisées pour la méthode de superstructure sont
définies a partir de transformations non linéaires induites par des translations admis-
sibles. L’analyse du comportement asymptotique des lois conditionnelles correspondant
devient plus compliquée et demande des outils supplémentaires notamment ’application
du théoreme de représentation de Skorokhod et d’un résultat de Davydov (1995) [12] sur
la convergence en variation de mesures images de dimension 1. En substance, la condi-
tion sur les fonctionnelles porte sur une dérivabilité faible pour les directions proches
d’une direction admissible de P. Nous achevons ce chapitre en exhibant deux types de
fonctionnelles classiques qui vérifient les hypotheses requises pour notre résultat : fonc-
tionnelles de type supremum de fonctions convexes d’une part et de type intégrale par
rapport a un noyau d’autre part. On renvoie a [4] pour une description succincte des
idées principales mises en jeu dans ce chapitre.

Dans le chapitre 6, nous réemployons les techniques précédentes en partant d’une
suite de variables aléatoires dépendantes. Plus précisément, nous considérons une suite
de variables aléatoires données par une transformation croissante absolument continue
de variables gaussiennes standard mélangeantes et nous nous intéressons a la loi des
processus affines associés. On commence par rappeler les outils de dépendance utiles dans
cette partie et les théorémes limites centraux fonctionnels pour des variables dépendantes
qui assurent les convergences faibles, point de départ de notre étude. Nous obtenons
alors des théoremes locaux limites sous une condition sur la vitesse de convergence des
coefficients de mélange fort de la suite gaussienne et des conditions proches du cas
i.i.d. du chapitre 5 pour la fonctionnelle f. Par exemple, en appliquant ce résultat a la
fonctionnelle élémentaire f donnée par f(x) = x(1), on obtient un théoréme local limite
pour les sommes de variables dépendantes normalisées .S,, :

L£(S,) 2 N(0, 1).



Premiere partie

Intégrales stochastiques multiples






Chapitre 1

Intégrales de Poisson

La premiere partie de ce travail est consacrée a 1’étude d’intégrales stochastiques
multiples : leurs constructions, leur loi. Dans le cas de 'intégration multiple par rapport
a une mesure gaussienne standard, on obtient les intégrales de Wiener-1t6 dont 1’absolue
continuité des lois est discutée par Shigekawa (1980) [47] en utilisant une variante du
calcul de Malliavin, par Kusuoka (1983) [23] avec des arguments algébriques et par
Davydov (1991) [11] avec la méthode de stratification. On s’intéresse essentiellement
dans cette partie aux intégrales stables qu’il faut d’abord construire (chapitre 2), on
discute alors de leur loi : leur absolue continuité (chapitre 3) et la continuité par rapport
au noyau pour la topologie associée a la variation (chapitre 4). On commence dans
ce premier chapitre par introduire ’étude de 1’absolue continuité des lois d’intégrales
stochastiques en considérant des intégrales de type poissonien. Le cadre est plus simple
car on se restreint aux intégrales simples, mais d’un certain point de vue, il est porteur
de plus de généralité : en effet les lois stables peuvent se définir comme des mélanges
poissoniens, et on peut ainsi ramener les intégrales stochastiques stables a des intégrales
de type poissonien sur un espace plus large (on notera que c’est le type d’approche suivie
par Surgailis dans [51], voir aussi [46, section 3.12] pour les intégrales stables simples, ce
n’est cependant pas une construction de ce type qu’on propose au chapitre 2).

On commence en section 1.1 par définir I'intégrale poissonienne de fagon abstraite (i.e.
sur un espace mesuré arbitraire) ou par rapport a un processus de Poisson standard (sur
I'espace (RT, B(R"),\)). En comparant ces constructions, on remarque dans la section
1.2 qu’on peut prolonger les intégrales par rapport a la mesure de Poisson centrée en
un certain sens. On s’intéresse enfin a 1’absolue continuité des lois de ces intégrales en
section 1.3 d’abord dans un espace o-fini puis dans un espace de dimension finie ol on
donne des conditions plus faibles en utilisant un résultat général d’absolue continuité.
On notera dans toute la suite u < v ’absolue continuité de la mesure y par rapport a
v et M désigne la fin d’'une démonstration.



1.1 Définition des intégrales par rapport a une me-
sure de Poisson

1.1.1 Approche abstraite

Soient (2, F,P) un espace probabilisé, (X, .A, 1) un espace mesuré, notons A° =
{A € A, u(A) < +oo}. On commence par rappeler dans cette section des résultats
bien connues. On définit d’abord les mesures de Poisson aléatoires subordonnées a la
mesure /i

Définition 1 (mesure de Poisson aléatoire) V est une mesure de Poisson aléatoire
subordonnée a . si
- pour A € A°, V(A) a pour loi une loi de Poisson de paramétre p(A) :

ot = désigne l’égalité en loi;
— pour Ay, ..., A, € A° disjoints, V(A1),...,V(A,) sont indépendants et

V UAJ) = ZV(Aj) P.S.

Définition 2 (mesure de Poisson aléatoire centrée) Etant donnée V une mesure
de Poisson aléatoire, on définit V° la mesure centrée associée par :

Vo(A) = V(A) — u(A) VA€ A

On constate facilement que V° est une mesure stochastique orthogonale subordonnée
a la mesure p, c’est a dire vérifiant pour A, B € A° :

EV°(A) =0,
EV°(4)? < +o0,
EV°(A)V®(B) =u(ANB).
On définit alors [ f dV° de fagon classique comme une intégrale par rapport & une

telle mesure stochastique orthogonale pour tout f € L?(X, A, ). On obtient ainsi une
isométrie linéaire :

LP(X, A ) — L*(Q,F,P)
f — /de°

E(/de")Q:/deu. (1.1)

Pour obtenir une écriture explicite de I'intégrale par rapport a une mesure de Poisson
aléatoire centrée, rappelons d’abord la notion de mélange poissonien :

avec



Définition 3 Un mélange poissonien centré de mesure spectrale G est une loi notée
exp G, de fonction caractéristique

o(x) = exp{/(e“‘” —1—ilz) G(dl)}.

Remarque 1 Quand la mesure G est finie, on décrit facilement un mélange poissonien :
il correspond a une somme de variables indépendantes, identiquement distribuées de loi
G/|G|, le nombre de termes de la somme suivant une loi P(|G|). Un mélange poissonien
centré correspond alors a la variable aléatoire précédente, centrée.

Proposition 1 L’intégrale par rapport d la mesure de Poisson centrée [ f dV° a pour
loi un mélange poissonien €Xp G de mesure spectrale G = pf~* sur R\ {0}.

Démonstration : Pour une fonction simple f = Zj cjla,, Aj € A°, 1, désignant la
fonction indicatrice d’un ensemble A mesurable, on a

/de° =Y V(4.
J
On en déduit la fonction caractéristique ¢ de [ fdV° :

pla) = exp{d (€7 —1—ing;) u(4)}

— expf / (0 1 — iz (u)) p(du)}
— expf / (e — 1 — izt) uf~ (b))},

fonction caractéristique du mélange poissonien de mesure spectrale G = uf L.

Pour f € L*(X,A, 1), on considere une suite de fonctions simples (f,), qui converge
vers f dans L?(X, A, i), les intégrales aléatoires de Poisson associées convergent dans
L*(Q, F,P) d’apres I'isométrie (1.1) et a fortiori on a la convergence de leur fonction
caractéristique. Il suffit alors de montrer que

/(e“f"(“) —ixfn(u) — 1) p(du) — /(eimf(u) —izf(u) — 1) p(du).

En notant v(h) = e* — 1 — ik, on a les majorations élémentaires :
lw(h)| < h*/2,
[o(zy) —v(zz)| < 2zly —2|.
On a alors pour tout n € N avec A € A° :

\ J (@0 — g w) = 1) = @~ inf(w) = 1)) )

.IQ

< /A 2| f () — fo(uw)| p(du) + / c (Ef(u)%x;fn(u?) p(du)

2
S T S R )



Or pour tout € > 0, il existe A € A° tel que fAC f? u(du) < € et donc pour tout entier n
assez grand [, f2 p(du) < 2e, ce qui garantit pour tout € > 0 :

2

((eiwfn(u) — Zfl?fn(u) - 1) - (eiwf(u) - fo(u) - 1)) M(du) < %3 ©

On acheéve de prouver la proposition en faisant tendre & vers 0. [ ]

lim
n

Pour définir I'intégrale f fdV par rapport a la mesure aléatoire de Poisson non cen-
trée, on n’est plus dans le cadre classique de l'intégration par rapport a une mesure
stochastique orthogonale. On commence par définir [ fdV pour f simple du type f =
> j-16ila; avec A; € A° par :

n
/ fav =Y V(A
j=1
Pour définir 'intégrale pour une classe plus large de fonctions, on utilise le lemme qui

suit :

Lemme 1 5% f,, = f p-presque partout et
A={z e X|[f@)|+|falx)] >0} € A,

n>0
alors [ fodV converge dans R presque strement.

Démonstration : Soient ¢ > 0, N > 0 et
By ={z € X[ sup [fu(2) — f(z)| > e} C A.
n>N

Pour n, m > N,on a:

BN,& X\BN,a

f2=/ Ifn—fm\dv=/ \fu = fm| dV < 2e V(A).
X\BNE A\BNE

Comme {I; # 0} C {V(Bn,) # 0}, il suit :

]P’{ sup /|fn — fm| dV > 2V(A)5} < P{V(By.) #0} =1 — e #Bre),

n,m>N

On a

Par hypothése u(By.:) — 0 quand N — +o0, on a donc pour tout € > 0 :

lim  sup /|fn — fmldV > 26V(A)} =0

N—=400p m>N

)

{
]P’{ lim  sup /\fn—fm|dV>0}=0
L

P

N—=400p m>N

P< lim sup /\fn — fm|dV = O} =1.

N=o+oon m>N



A fortiori presque stirement [ f,,dV est une suite de Cauchy réelle donc presque stirement
convergente. [ |

Soit alors f mesurable satisfaisant
ule € X[ [(x) # 0} < +oc, (1.2)

en prenant f,,(z) = 2[nf(2)]15)<n, 01 [z] désigne la partie entitre de z € R, on peut
appliquer le lemme 1 pour définir

/de = lim fndV  ps.
n—+00

De plus le principe des sous-suites garantit que f f dV est ainsi bien définie.

Si (X, A, p) est un espace fini (i.e. u(X) < +00), [ fdV est définie pour toute fonc-
tion f mesurable car la condition suffisante (1.2) est satisfaite. On décrit dans la section
suivante une construction alternative ol existence de [ f dV dans le cas (X, A, p) fini
est plus naturelle que la condition (1.2). Cette approche est liée & la remarque 1 sur une
écriture explicite des mélanges poissoniens.

Si (X, A, p) est un espace o-fini, on a X = U;&; avec u(

X)) <4ooet ;NAX; =10
pour tout 7 # j. Avec f, approximation simple de f vérifiant (1.

2),on a:
[ £V = @) Vie| @) <n}
~ lim 1 ()] Vo € Uiy s [f()| <}

= lim frndV,

p Ui<pXi

il suit presque surement :

/ fdv

hm/fn dv = hm hm/ fndV
z<p
hm hm / fn dV = hm hmz / fndV

i<p

11312/de=2/%de

1<p

~
*
~

ou l'interversion () se justifie en constatant que dans la preuve du lemme 1, on vérifierait
un critere de Cauchy uniforme en p. On a donc

/de Z/ fdV p.s. (1.3)

oil chaque terme [ y. fdV est défini par le premier cas fini.



1.1.2 Construction alternative

On propose une autre approche de la mesure poissonienne sur un espace mesuré.

Commencons par considérer le cas d’un espace (X, A, u) fini :

Soient N une variable aléatoire de Poisson de moyenne p(X) et (&)i~o0 une suite de
variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi i = p/u(X) et in-
dépendantes de N. En notant ¢, la mesure de Dirac en a, on définit alors pour A € A,
V(A) par :

VA) =3 5 () (L4)

Proposition 2 V' défini par (1.4) vérifie la définition 1 d’une mesure de Poisson aléa-
toire.

Démonstration : Des calculs élémentaires montrent facilement que V(A) £ P(u(4)),
en effet pour tout entier & :

P{V(A) =k} = P{ia&.m) - k} - EIP{EN: 14(6) = k ‘ N}

=1

= ECRa(A)*p(x\ AHN*

f(A)* n! e M)
- > " A\ A ()=
B u(k!) n>k (n— k)!'u(X \AfTTe v

De méme pour AN B = (), on montre que V(A) et V(B) sont indépendantes : pour &, [
entiers fixés :

P{V(A) =k, V(B) =1}

N N
—EP {Z 14(&) =k Y 15(6) =1 ‘ N}

1=1 i=1
= FEP{parmi &,...,&y, k sont dans A, [ dans B | N}
= E CE (A CL_ i(B) i{X \ (AU B)}V-¢+D)

= A HB) B \ (AU B
- % > #!_Z)!ﬂ{?f \ (AU By S (f!)”e—“(")

n>k+1



— Me—u(wm _ p(A)ke A y(B)lemH®)
kN B k! I!
=P{V(4) =k} P{V(B) =1}.

Comme P-presque stirement N < 400, d’apres I'expression (1.4) une définition alterna-
tive de l'intégrale de Poisson est :

/de :=Zf(§i) D.S. (1.5)

Dans le cas d’un espace (X,.A, ) o-fini, on considére une partition (X;); en par-
ties disjointes de mesures y finies sur lesquelles on utilise le formalisme du cas fini en
introduisant NN, (fj(-z))j des variables aléatoires associées a A&; comme précédemment et
indépendantes pour des indices 7 distincts :

Ni ~ P(p(X3),
(5( ); variables aléatoires indépendantes, de loi fi; = (i@“' x;- (1.6)
Pour A € A°, on définit alors :

225 ) (1.7)

>0 j=1
A nouveau, on obtient une mesure de Poisson telle que déja définie :

Proposition 3 V' défini par (1.7) satisfait & la définition 1 d’une mesure de Poisson
aléatoire.

Démonstration : Notons V; la mesure associée a X; par

N;
A) = Z(ng('i)(A), A€ A
j=1

V; est concentrée sur &; et pour A € A°, ona V(A) =), Vi(A4).
D’apres le cas de mesure fini, pour A € A°, V;(A) est de loi P(u;(A)); comme de plus
les variables aléatoires (V;(A)); sont indépendantes, V' (A) a pour loi

«L(Vi(A)) = P(u1(A)) % - - x Ppp(A)) #--- =P (Z m(A)> = P(u(A)).

Puis pour A, B € A° disjoints, comme
=D _Vi4), V(B)=) Vi(B

pour j fixé, V;(B) est indépendant de V;(A), i # j et de V;(A) car ANB = 0. On a
donc V;(B) indépendant de V(A) =Y. Vi(A). Comme c’est vrai pour j quelconque, on
a aussi V(B) = >, V;(B) indépendant de V(A). Finalement V' défini par (1.7) satisfait
a la définition 1. |



Pour f une fonction mesurable quelconque, soit (f,,), une suite de fonctions simples
qui converge p-presque partout vers f avec |f,| < |f|. On définit [ fdV comme limite
de [ f,dV. Comme f, est simple, on a :

/ﬁw:zim@»

1>0 k=1

En supposant ), , kN;1 |f ({f,(;))| presque siirement convergente, on a la convergence

normale presque siire de )., Z,jcv;l fn(f,(:)), en passant a la limite dans la somme, on
obtient alors presque stirement :

/ fdv =lim / fadV =Y Z FED, (1.8)

i>0 k=1
Etudions maintenant la condition suffisante qui méne & (1.8) :

N;

EY S I = SSESIAED)

1>0 k=1 1>0 k=1

= S PN = ) Y EIFE)

>0 n;=1

= Y Y P{N;=n;} nz’/|f|dﬂi

>0 n;=1

=¥ (Z P{N; :ni}m) /X |fldp/p(X)

>0 \n;=1

= Y u() /X 1fl dpf ()

>0

— [ 17ldn.

On a finalement obtenu le résultat suivant :

Proposition 4 Pour f € L'(X, A, u), Uintégrale [ fdV est bien définie par (1.8), on
a de plus [ fdV € L*(Q,F,P) avec 'estimation :

B ‘ / de‘ < [ 1f1du (1.9)

1.1.3 Cas classique

On appelle classique le cas (X, A, u) = (R, B(R"), \) dans lequel on se place dans
cette section. On dispose alors du processus de Poisson standard et on cherche a définir
I'intégrale de Poisson en intégrant par rapport a ce processus. Rappelons pour commen-
cer :



Définition 4 (Processus de Poisson standard) Le processus de Poisson standard
{m, t > 0} est défini par les conditions suivantes :

- L(m) =P(t);

- Tp = 0 5

— les accroissements de {m}; sont indépendants et homogénes;

— les trajectoires sont cadlag.

De fagon standard, avec (e;); une suite de variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées de loi exponentielle (P{e; > z} = e™*), on considére les sommes

. . , o, n—1 _
partielles I'; = >~ . e; de 1_01 gamma d’ordre n d01.1nee par la densité p, 1 (t) = ﬁe b
on prend alors comme version du processus de Poisson :

Ty = E 1r,<:.

>0

Avec cette version de 7, on définit | fdr par

/fdw =Y f(TY). (1.10)

1>0

Remarque 2 Il est facile de montrer que le processus de Poisson standard correspond
a une mesure de Poisson aléatoire comme vue & la définition 1 sur (R*, B(R")) définie
par V([0,t]) = m; et subordonnée & la mesure de Lebesgue A.

On peut comparer les intégrales poissoniennes construites par I’approche « alterna-
tive » de la section 1.1.2 et dans le cas classique de cette section. Pour cela, rappelons
que pour (X, A, u) = (RT, B(R"), \) :

— par I’approche abstraite (avec la partition de R* en X; = [i,i+ 1)) :

JFdV =3, Z;Y:ilf(§](~l)) avec pour chaque i : N; ~ P(1) et (fj(-z))j suite de
variables indépendantes uniformes sur [i,7 4+ 1) ;

— par 'approche classique : [ fdr =3, f(I).

On ferait le lien entre les I'; et les fj(-i) en constatant que les 53(-” apres réordonnement
correspondent aux sauts (I';,), du processus de Poisson standard.

1.2 Lien entre [ fdV et [ fdV°

On compare les intégrales f fdve et f f dV par rapport aux mesures de Poisson
aléatoires centrée ou non, construites sur l'espace (X, A, u).

Pour A € A°, par la définition 2, on a V°(A) = V(A) — p(A). Par linéarité pour f
simple, il vient immédiatement

/de":/de—/fdu. (1.11)



On cherche & généraliser la relation (1.11).
On sait que les intégrales [ fdpu, [ fdV sont bien définies pour f € L*(X, A, u) d’aprés
la proposition 4 et [ fdV*° l'est pour f € L*(X, A, i) d’apres 'isométrie linéaire en (1.1).

Pour f € LY(X, A, p) N L*(X, A, ), les intégrales [ fdV, [ fdV°, [ fdu sont bien
définies. Considérons (f,,), une suite de fonctions simples qui converge vers f u-presque
partout avec | f,| < |f|. Par convergence dominée, on a f,, — f dans L'(X, A, i) et dans
L*(X, A, p).

On a alors quitte a extraire une sous-suite :

/fnd,u—>/fd,u, /fndV—>/de et /fndV°—>/de° p.S.

Comme la relation (1.11) est vraie pour les fonctions simples f,, en passant a la limite,
on obtient (1.11) pour f € L'(X, A, p) N L*(X, A, u).

Remarque 3
— Quand on dispose de la relation (1.11), les lois de [ fdV et de [ fdV° ne différent
que d’une translation, elles ont alors simultanément des densités.
— On a défini intégrale [ fdV° pour f € L*(X, A, ) comme élément de L? (2, F, P).
Comme la relation (1.11) est valable pour f € LY(X, A, u) N L*(X, A, u) et que
[ fdV et [ fdu sont bien définies pour f € L'(X, A, p), on peut prolonger la
définition de [ fdV° pour f € L*(X, A, p) par :

/de° :=/de—/fdu.

Les deux définitions coincident pour f € L'(X,A,u) N L*(X, A, n) d’apres la
relation (1.11).

— Pour prolonger la définition de [ fdV pour f € L*(X, A, u) & partir de (1.11),
il faut pouvoir définir [ fdu, ce qui nécessite par exemple que p soit une mesure
finie. Mais alors, on a déja vu qu’il n’y avait pas de problémes pour définir [ fdV
dans ce cas.

— Pour f € L'(X, A, p), on a défini [ fdV° := [ fdV — [ fdu. On déduit alors de
(1.9) que [ fdV° € LY(Q, F,P), on a de plus I'estimation suivante :

E‘/fdw gE‘/de‘+‘/fdu‘§2/|f\du.

1.3 Absolue continuité des lois des intégrales de Pois-
son

1.3.1 Cas fini

Lorsque l'espace (X, A, ) est fini, la loi de l'intégrale de Poisson sur cet espace
n’est pas absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. On constate en



effet rapidement la présence d’'un atome en 0 : avec les notations de la section 1.1.2, on
dispose de I’expression (1.4) de la mesure aléatoire de Poisson V', les intégrales s’écrivent

alors :
N
[ v =3 s
k=1

11 suit facilement

]P’{/de:()} >P{N =0} = e *® > 0.

1.3.2 Cas o-fini

On suppose maintenant que (X, A, i) est o-fini, on considére la partition X = U; &;
en parties disjointes X; de mesures p finies. Pour f € L'(X, A, ), avec les notations de

la section 1.1.2, on a :
N;
[ v =33 6.

>0 k=1

D’aprés le cas fini, 1a loi de chaque "1, f (5,(;)) posseéde un atome. Comme P{N; = 0} =
e M) on a P{N; = 0 Vi} = e ¥ =0, donc presque sirement, il existe un indice j
avec N; > 0.

Laloi £(f fdV) s’exprime comme mélange de L( [ fdV|N; = n;Vi). En notant N = (N;);
et m = (n;); une réalisation de N, on a :

E(/de)z/[,(/de‘Nzn) dP5 (7).

Or il est clair que :

ﬁ(/de‘N:ﬁ>=,c(Zif( ff’))-

i k=

On s’intéresse dés lors & ) 2, f(& ,(j)), somme de variables aléatoires indépendantes iden-

tiquement distribuées avec f (f,(;)) ~ i fL

La condition pf ' < A sur f est suffisante pour assurer I'absolue continuité par
rapport & la mesure de Lebesgue de Y 7 | f( ,(;)) et donc celle de [ fdV.

Cette condition est naturelle et valable en toute généralité dans un espace o-fini.
Pour affaiblir les conditions garantissant ’absolue continuité , on se place dans un cadre
fini-dimensionnel :

(X, A, p) = (R™, BR™), ), p <A™

Avant d’étudier les intégrales de Poisson dans ces espaces, on commence par énoncer un
résultat d’absolue continuité en dimension finie.



1.3.3 Reésultat d’absolue continuité

Le résultat dont on se sert dans la suite pour 1’étude des intégrales de Poisson est
la proposition 5 ci-dessous. Elle repose sur des résultats énoncés par Federer dans [18].
On commence par introduire les notations utilisées dans cette section : on note H™ la
mesure de Hausdorff m-dimensionnelle, A la mesure de Lebesgue m-dimensionnelle,
Jm f le jacobien m-dimensionnel de f.

On a d’abord un premier résultat utile :

Théoréme 1 (th. 3.1.8 [18]) Soit A € B(R™), f: A — R* avec

Ya € A, limsup M

< +00. (1.12)
T—a |3: — a,|

Alors A est réunion d’une famille dénombrable d’ensembles A™-mesurables tels que la
restriction de f a chacun d’euz est lipschitzienne.

Remarque 4 Le théoréme 3.1.8 de [18] s’applique pour une condition plus faible que
(1.12) en remplagant la limite par la limite approximative, notion un peu plus générale
introduite en section 2.9.12 de [18]. On obtient alors en plus 'approximative différentia-
bilité A™-presque partout de f sur A. Dans la suite, la condition (1.12) telle qu’elle est
énoncée suffit.

On dispose alors de :

Théoréme 2 (th. 3.2.3, th. 3.2.12 [18]) i f : R" — R* est lipschitzienne alors
pour toute fonction g : R™ — R A™-intégrable ou positive
— pour m < k,

/ 9(x) T f(z) X™(dz) / > glz) H™(dy),
" zef~{y}
— pour m >k,

/Rm g9(z) Jef (z) X™(dz) = /Rk /fl{y} g(z) H™* (dz) N (dy).

On constate que dans le cas m = k, la premiere partie se réduit & la seconde car H° est
la mesure de comptage et H* est la mesure de Lebesgue sur R*. On utilise ce résultat
dans la suite pour m > k, on obtient ainsi la proposition ci-dessous :

Proposition 5 Soit A C R™ ouvert, f : A — R mesurable, B € B(R™), B C A. On
suppose f A" -presque partout Fréchet différentiable sur B. Soit up < \™ une mesure. St

AN{z e B|Df(x)=0}=0

alors ppf=' < X et la densité p = d“Bf

1 m—1
= o TOTGE 5 0 (119

est donnée par :



Démonstration : Soit B C B le sous-ensemble des points de densité de B ou f est
différentiable. Par hypothese, on a A™{B \ B} = 0.
Comme on vérifie facilement (1.12) sur B, d’apres le théoréme 1, on peut décomposer
B en une famille dénombrable d’ensembles disjoints B = U, B, tels que la restriction
[/B, de f a B, est lipschitzienne. On prolonge d’abord f,p, sur B, et on applique le
théoreme d’extension de Whitney qui suit pour prolonger f,p, sur R™ en une fonction
fn lipschitzienne :

Lemme 2 (VI §2.2, [48]) Soit F fermé dans R™, f : F — R" lipschitzienne se
prolonge en une fonction lipschitzienne sur R™.

On applique alors le théoreme 2 avec £k =1 a f, : R™ — R lipschitzienne :
/ 9(2) J1 fulz) N™(dx) = / / o(z) H™ " (dz) A(dy) (1.14)
R™ R o {y}
avec g intégrable ou positive et J f,,(z) = ||D fn(x)||-

Soit, pour A € B(R),

B 1 du
) =1z oo @) o7, @ axe

| it ayon @) i @A) = il £, A} A B} =l HAY B} (119

car f/p, = fn/B,. D’autre part :

1 m—1 T
//f Ly} L s, }( )HDfn( )||d)\m( x) H™ (dx) A(dy)

1 d/j, m—1
/ / ying, |[Dfn(z )||d/\m(x)% (dz) A(dy). (1.16)

On identifie par (1.14) les membres de droite de (1.15) et de (1.16).
Comme f, "{y} N B, = f{y} N B,, on déduit :

pe{fHAY} = w{f~{A}n B} = p{f~{A} N B}
= > u{f {A} N B.}

1 d/J’ m—1
= Z/ / _l{y}mBnHDfn @) dxm () () Aldy)

-/ / ’ }mBHDf )HW( 7) " (d2) Aldy).

On a donc bien ppf~' < A avec la densité (1.13) annoncée. u




1.3.4 Cas fini-dimensionnel (X, A) = ((R*)™, B((R*)™))
On rappelle qu’on s’intéresse a 1’absolue continuité des lois des intégrales de Poisson.
On utilise ici la partition de X = (R*)™ en pavés
[21,11+1)XX[Zm,’Lm+1), il,...,imEN.

On les réordonne en X;. On considére y mesure de Radon sur (R*)™ o-finie, absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue A™. Sur chaque A;, on considere les
variables aléatoires associées comme en (1.6) :

(%) suite de variables aléatoires indépendantes de loi j; = ﬁ W x, -

Pour f € L'(X, A, uu), on dispose de l'expression (1.8) de [ f dV vue en section 1.1.2.
Pour s’intéresser a la loi de I'intégrale de Poisson, on suppose que f est différentiable
presque partout et en notant Ay = {z € (R")™ | Df(z) = 0}, on suppose de plus :

AL A £)m
lim, , { f;n[o’ "} s (1.17)

Cette derniere hypothese signifie que les points ol f est différentiable, de différentielle
non dégénérée sont « globalement uniformément présents ». On déduit facilement de
cette condition, le résultat suivant :

Lemme 3 Soient f satisfaisant a (1.17) et
A™{A; N0, t)’”]’)

a€ (O,li_mt_wroo pr=

on a alors :
Vp, Jip > p avec \"{A; N A} > a. (1.18)
Démonstration : Par ’absurde : sinon il existe un entier kg tel que pour tout & > kg,
on ait A™{A; N &} < a.
(p)

Pour p donné assez grand, il existe k(p) avec [0, p)™ = UF?) X, (avec une bonne indexation
des pavés k(p) = p™) et :

ko—1 k(p)
XA [0,p)"} = Y ANMANXI+ D AT{A; N A}
k=1 k=ko

< NURL X} + ak(p).

11 suit f
A™{A;N[0,p)™} < AU, Xy} +ak(p)'
Dot AL A 0,p)™
mn { fm[ ap) } <a,
pm

ce qui nie (1.17) et justifie I'existence de la sous-suite indiquée. |



Théoréme 3 Pour f satisfaisant & Uhypothése (1.17), Uintégrale de Poisson [ fdV est
de lot absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

Remarque 5 Pour m = 1, dans le cas d’une fonction f dérivable partout, constante
sur un intervalle, de dérivée non nulle ailleurs, la condition (1.17) est satisfaite mais pas
la condition pf~! < A. On a donc une condition plus faible qu’a la fin de section 1.3.2.

Démonstration : Notons I; = {i,, p > 0} I'ensemble des indices obtenus par le lemme

3. Soient alors N N
=SSR e =33 ).

i€l k=1 ¢l k=1

On a alors [ fdV = J; + J{ avec J; et J| indépendants. L’absolue continuité de la loi
de [ fdV suivra de celle de J;.

Comme P{N;, > 0} = 1 —1/e > 0, par le lemme de Borel-Cantelli, on a I'existence
presque siire d’une suite croissante d’indice i, € {ip,p > 0} = I avec N;, > 0. Notons
I, I’'ensemble des indices de cette sous-suite de ;.

En conditionnant par o(Nj;,...,N;,,...) et en notant N' = (Ni,)p, on a pour A €
B((R*)™) :

P{J, € A} = /{ZZf (’“}PNI( n).

p k=1

On considere la liste de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

suivante : ‘ .
o) | glim) ) gl) gl i) (1.19)

3y n?,ql ) nzq2 n'qu Y

Comme ]P’{gj(-iq’“) € Af} = A"{A;N A, }, par choixde I, C I on a:

Z P{§§qu) € Af} = Zniqk)\m{Af N )(iqk}
k=1

k>0

J<nig,
“+o0
> Yy aMAna, L
k=1
D’ou
3 Pl e Apy > ZA’”{Af N, } = +oo.
k>0
]<nzqk

La deuxieme partie du lemme de Borel-Cantelli assure que presque stirement une infinité
des variables aléatoires de la liste (1.19) sont dans Ay.
Soit .

— K le minimum des indices £ pour lesquels il existe j < n; avec 5]('2%) € Ay,



— Jg le minimum des indices j < Mg tels que fj(-qu ) € Ay,
autrement dit (K, Ji) est le couple d’indices (k, j) minimal pour 'ordre lexicographique
tel que §§iq’“) € Ay
A nouveau pour prouver l'absolue continuité de > .., >0t f (5,(:)), on le décompose
sous la forme Jy + J}, avec Jy et J) indépendants donnés par

J2=Z§ijf(s,£“>, = ijf(s,‘?).

1€l k=1 iEIl\IQ k=1

Il suffit alors de montrer I’absolue continuité de la loi de J,.
Comme {K =k, Jy=7, k€N, j< niqk} forme une partition d’un ensemble presque
stir, on a pour A € B(R) de mesure de Lebesgue nulle :

P{J, € A}

'I'Liqk

= ZZP{Zif(gl“)) €A K=k, Jx :j}

k>0 j=1 i€l =1

niqk
- ; Zl / e it reem L igiom gy, many gl gay, e g ea /7
>0 g=

En conditionnant par £l(i‘”") pour tout (m,l) # (k,j) et en notant
R(ka]) = Z(m,l)#(k,j) f( l(lqm))’ 11 Suit :

{EEre caronins)

1€lr =1

- / Lieiam ga,, (mai<(iin
P{f(e)) € A= R(k,j), & € Aflo(£8e), (r,5) # (j,ig,)} dP

=[1._u , 1 —R(kj)} Mig, (dz) dP
/ g gA, (mh)<(k)} /Amiqk @)EA=R(k,)} Hig, (42)

ol < désigne ici ’ordre lexicographique.
Or d’apres la proposition 5, comme Ay = {z | Df(z) # 0}, on a pua, f~" < . Puis
comme MA — R(k,j)} = MA) =0, il suit

/A L{f(@)eA—R(k)} Mig, (dT) = pasox, [~ {A = R(k, 5)}/u(X,,) = 0.
f

Finalement pour tout &, j,

P{Zi:f(g/’) CAK=kJ = j} = 0.

1€ly =1



Donc

P{Zif(gl(“) € A} = 0.

icly =1

Il suit 'absolue continuité de la loi de J, puis celle de J; et donc celle de [ fdV/, ce qui
acheéve de prouver le théoreme 3. [ ]

A partir de I'expression explicite (1.8) de 'intégrale par rapport a la mesure de
Poisson [ f dV, on obtient facilement lorsque I'espace est o-fini, une condition générale
sur la mesure de controle p de V et la fonction f (uf~' < )). Dans les espaces de
dimension finie, on obtient une condition plus fine, (1.17), portant sur la régularité de
f, en appliquant un résultat général d’absolue continuité (proposition 5) obtenu par une
formule de Federer (théoreme 2). Quand la relation (1.11) entre les intégrales par rapport
aux mesures centrées ou non est valable (voir section 1.2), on a directement des résultats
d’absolue continuité pour [ f dV°.






Chapitre 2

Représentation de LePage et
construction des intégrales
stochastiques stables multiples

Dans ce chapitre, nous construisons sur un espace de probabilité (2, F,P) les inté-
grales stochastiques a-stables d-multiples dont les lois seront étudiées dans les chapitres
3 et 4.

Les lois a-stables (0 < o < 2) sont une généralisation des lois gaussiennes, 2-stables
(ce sont exactement les lois possédant un domaine d’attraction, propriété qui généralise
le théoreme central limite). Les intégrales multiples a-stables apparaissent donc comme
des généralisations naturelles des intégrales stochastiques multiples de Wiener-It6 (pour
lesquelles on renvoie a [31]). Elles permettent de plus d’identifier la loi de limites de
certaines fonctionnelles de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées
[1] et sont utiles aussi pour définir par exemple une classe de processus autosimilaires
[49].

Soulignons que plusieurs approches de ces intégrales par rapport a une mesure stable
M ont été proposées. La premiere est celle de Szulga-Woyczyniski (1983) qui utilise
un développement du type Fourier-Haar; Rosiriski-Woyczyriski (1986) [39] pour « €
(1,2) puis Kwapien-Woyczyniski (1987) [24] pour « € (0,2) construisent des intégrales
a-stables d-multiples symétriques Id( f) pour f définie sur le simplexe d-dimensionnel
tronqué {(¢1,...,%4) |0 <t; <ty <--- <ty <T < oo} en itérant les intégrations :

// /ftl,tQ,...,td)M(dtl)...M(dtd)_

Comme les intégrales a-stables simples sont définies pour des fonctions a-intégrables, ils
se rameénent & I’a-intégrabilité de la fonction qui associe la (d — 1)-intégrale stable de f :

tq to
td'—>/ [ty to, ..o ta) M(dty) - -+ M(dta-1),

ce qui ne donne pas de conditions explicites sur f sauf pour d = 2 ou on obtient une
condition nécessaire et suffisante sur les noyaux pour que les intégrales doubles existent, :

27



si f satisfait

T s |f(t8)*
t,5)[* [ 1+ log, — ~ dt ds 2.1

alors I'intégrale stable double de f est bien définie. Signalons qu’une condition nécessaire
et suffisante a aussi été obtenue pour les intégrales triples (McConnell (1986) [32]) mais
sa formulation est plus compliquée.

Pour « € (1,2), dans le cas symétrique, Surgailis (1985) [51] commence par exprimer
un processus stable comme une intégrale stochastique par rapport a une mesure de
Poisson. Il ramene alors I'intégrale multiple par rapport a une mesure a-stable a une
intégrale multiple de Poisson sur un espace plus large. En décomposant la mesure de
Poisson, il se ramene a des intégrales de Poisson itérées qu’il construit par un théoreme
d’interpolation dans les espaces de Lorentz.

Krakowiak-Szulga (1988) [22] définissent ces intégrales par une méthode de type
Dunford-Lebesgue en construisant une mesure aléatoire stable produit.

Soulignons enfin que Samorodnitsky-Szulga (1989) [43] puis Samorodnitsky-Taqqu
(1991) [44, 45] ont aussi utilisé les représentations de LePage, en définissant notamment
les intégrales pour des fonctions a valeurs dans des espaces de Banach. On s’appuie
cependant ici sur un formalisme probabiliste plus simple et on accepte pour a < 1 que
la mesure M ne soit pas symétrique (i.e. la fonction de biais 8 de la mesure peut étre
non nulle). La construction permet ainsi de définir I'intégrale a-stable d-multiple I,(f)
pour des noyaux f dans

L% (log,, )~ ([0, 1)) = {f 0,1 S R | /[ I log ) ax < +oo}

pour a < 1 et a > 1, = 0. De plus cette construction donne une représentation bien
adaptée pour utiliser dans les chapitres 3, 4 les méthodes de stratification et superstruc-
ture pour étudier la loi de I,(f).

On commence dans ce chapitre par quelques rappels sur les lois stables et les intégrales
stables simples pour fixer les notations utilisées dans la suite. On introduit notamment la
représentation de LePage de ces intégrales. La section 2.2 est consacrée a la construction
des intégrales stables multiples, on passe pour cela par une représentation de type LePage
généralisée (théoreme 5). Les sections 2.3 et 2.4 sont réservées aux preuves dans les
deux cas @ < 1 et « > 1, f = 0. Bien que les arguments varient dans ces deux cas,
le schéma reste globalement le méme : on prouve la convergence des séries aléatoires
considérées, on montre une propriété de continuité qui permet de passer du cas des
fonctions simples, pour lesquelles on se ramene aux intégrales unidimensionnelle, au cas
des noyaux généraux. On acheve le chapitre en section 2.5 par une breéve discussion sur
les résultats et une comparaison avec la littérature.



2.1 Rappels et notations

2.1.1 Lois stables

On rappelle dans cette premiere section les principaux résultats sur les lois stables, on
en profite en particulier pour fixer les notations dont on se sert dans la suite. Pour plus de
détails ou pour les preuves des résultats cités, on renvoie a 'ouvrage de Samorodnitsky-
Taqqu (1994) [46]. Les lois stables ont de nombreuses définitions équivalentes, nous les
introduisons par :

Définition 5 Une variable aléatoire X suit une loi stable si pour tout entiern > 1 et des
variables aléatoires X1, Xo,..., X, copies indépendantes de X, il existe des constantes
¢, > 0 et 6, telles que

Xi+Xo+-+ Xp Z 6, X + 6,
La loi est dite strictement stable si de plus 6y = 69 = - - -
X£_Xx

0p = --- =0, symétrique si

Les lois stables sont en particulier infiniment divisibles et en utilisant la représentation de
Lévy-Khinchine des fonctions caractéristiques de ces lois, on déduit celle des lois stables :

Proposition 6
— Pour toute loi stable non dégénérée, il existe un unique réel o € (0,2], appelé
indice de la loi tel que pour tout n > 1, ¢, = n** ([46, th. 1.1.2]); on parle ainsi
de loi a-stable.
— La fonction caractéristique ¢ d’une loi a-stable s’écrit :

exp{—0%]0|*(1 — if(sign 0) tan ) + ipf}  si o # 1,

p(0) =
exp{—c|0|(1 +iB2(sign 0) In |0]) + ip6} sia=1,

ot 0<a<2 o0>0, -1<p<1, peR (cf [46, déf. 1.1.6]).

Remarque 6

— Les parametres « € (0,2], 0 > 0, 5 € [-1,1], u € R caractérisent la loi; on notera
ainsi dans la suite les lois stables S, (o, 8, i) ; le parametre o est un facteur d’échelle,
B témoigne de biais (asymétrie) dans la loi et p est un parametre de translation;;
on renvoie a [46, 1.2.1-1.2.10] pour les propriétés liées a ces parametres.

— Une variable dégénérée concentrée en un point a est de loi J, stable avec un coeffi-
cient 0 = 0 les lois 2-stables sont exactement les lois normales, elles apparaissent
donc comme un cas particulier des lois stables; les lois de Cauchy sont 1-stables,
les lois de Lévy sont 1/2-stables.

Définition 6 On dit qu’une variable aléatoire X a un domaine d’attraction s’il existe

une suite {X,,n > 1} de variables aléatoires indépendantes de méme loi v, une suite

{an,n > 1} de réels strictement positifs et une suite {b,,n > 1} de réels tels que
X1+X2+...+Xn B

Qn

£y X

by



L’existence d’'un domaine d’attraction est une propriété qui généralise le théoreme central
limite des lois normales, la proposition suivante montre qu’elle caractérise aussi les lois
stables qui généralisent ainsi en ce sens les lois normales :

Proposition 7 (déf. 1.1.5 [46]) Une variable aléatoire réelle non dégénérée suit une
lot stable st et seulement st elle a un domaine d’attraction.

Proposition 8 (prop 1.2.15 [46]) Soit X une variable aléatoire de loi S, (o, B, 1) avec
a€(0,2), ona

(EIXP)/P < 400 pour 0 < p < a,
(E|X[P)'? = 400 pourp > a.
Remarque 7 Les lois stables ont donc de faibles propriétés d’intégrabilité, en particulier

elles n’ont pas de variance si o < 2; ceci complique l'intégration par rapport a des
mesures stables, objet de ce chapitre.

Définition 7 (Loi stable de dimension finie, processus stable)

— Un wvecteur aléatoire réel X de dimension d est stable d’indice o si pour tout
entier n, avec X1, ..., X, des copies indépendantes de X, il existe V,, € R? tel que
Xi+Xo4- 4+ X, EnoX 4V, ;

— Un processus X = {Xy, t € [0,T]} est stable si toutes ses lois de dimensions finies
le sont.

Proposition 9 (Propriétés des trajectoires d’un processus stable) Avec proba-
bilité 1, pour tout € > 0 un processus de loi stable a un nombre fini de sauts supérieurs
en module a €.

2.1.2 Intégrale stable simple

On commence par rappeler la définition d’une mesure aléatoire stable sur ’espace

([0,1], B([0,1]), A).

Définition 8 Soient o un réel dans (0,2) et 8 une fonction mesurable de [0,1] dans

[—1,1]. Une mesure aléatoire a-stable M de fonction de biais B est une fonction o-
additive M = B([0,1]) — L%(Q) telle que si Ay,..., A, € B([0,1]) sont disjoints,
M(Ay),..., M(Ag) sont indépendants et

J4 B(s)ds
A(A)

On construit alors les intégrales simples a-stables I;(f) = [ f dM pour f dans
L([0,1]) = {f : [0,1]* — R mesurable | f[o,l]d |f|*d\ < +oc} sia# 1

M(A) ~ S, (A(A)l/“, , 0) , AeB(0,1]).

F =
L0 1) N {F | foy [F@)8() log|f(z)|dx < +oo} sia=1

Pour cela, on les définit d’abord pour les fonctions simples f =) ¢;14; et on prolonge
ensuite la définition dans F. On obtient :



Proposition 10 (§3.4, [46]) Les intégrales a-stables simples
L(f) = f[o 1 fdM sont bien définies pour f € F. De plus, elles ont pour loi des lois

stables :
. Vel “sign
L(f) ~ S (( [spea) 8 o, Mf)

_{ 0 sta#1;
o _%folf(t)ﬁ(t)log|f(t)|dt sia=1.

Remarque 8 On peut aussi construire ces intégrales stochastiques en considérant (I1(f)) rer
comme un processus stable indexé par F', on les définit alors en donnant les lois de di-
mension finie et en vérifiant les conditions de compatibilité pour appliquer le théoreme
d’extension de Kolmogorov.

A partir de la représentation en série des processus stables (LePage et al., 1981,
[25], Marcus - Pisier, 1984, [30] et originalement Ferguson - Klass, 1972, [19]), on dispose
d’une écriture intéressante de ces intégrales. Elle souligne en particulier la nature discrete
des lois de ces intégrales et nous permettra de généraliser les intégrales stables au cas
multiple. Pour énoncer cette représentation en série de type LePage, introduisons les
deux suites aléatoires indépendantes suivantes :

— {T; }iso suite des temps d’arrivée d’un processus de Poisson avec un taux d’arrivée
de 1:T; =3, ek, (er)r>o suite indépendante identiquement distribuée de loi
exponentielle donnée par P{e, <z} =1-—e7%;

— {(Vi, %) }i>o0 suite indépendante identiquement distribuée avec
— V; de loi uniforme sur [0, 1] ;

— 7; de loi donnée par

1+ B(Vi)
2

B

1 —
Ply = +1Vi} = C Ply=—1 Vb= —

Le résultat de représentation sous forme de série des intégrales stochastiques stables
simples I(f) est alors le suivant :

Théoréme 4 (th. 3.10.1, [46]) On définit pour o € (0,2) :

Su(f) =) (%‘ o p ) = o

>0

f(s)B(s) ds) + 0 (2.2)

[0,1]

avec

00 T(@ ) cos(mar2)
C,= </ r %sinz dm) =
0



(0 sta<1;

AONEY fl/z.(l_i) x 2sinz dx sia=1; (2.3)

L(z"’%l—(z‘—n%) sia>1;

)

sta#1;
0 =
2 log(2) fol f(s)B(s)ds sia=1;
On a alors pour tout p € N* et f1,...,f, € F :

(L(f)s - T(fp) Z (S1(f)s -, SilFy)). (2.4)

2.2 Intégrales stochastiques stables multiples

On considere sur 1’espace de probabilité (€2, F,P) une mesure aléatoire a-stable M
sur ([0, 1], B([0,1]), A) de mesure de contréle la mesure de Lebesgue A et de fonction de
biais g : [0,1] — [-1,1].

Pour un entier d > 1, on cherche a définir les intégrales a-stables d-multiples en géné-
ralisant la représentation de type LePage des intégrales simples. On notera ces intégrales

()= [ 1

Pour cela, on suppose dans toute la suite que si @ > 1, la mesure M est symétrique,
c’est a dire qu’on suppose

a<l ou a>1let=0. (2.5)
On cherche a construire I;(f) pour un noyau f dans l’espace de type Orlicz :
L*(log,)* ([0, 1]%) = {f : [0,1]* — R mesurable tel que poq4(f) < +o0}

logx siz>1

0 Gyl Pa.d(f) est donnée par

ou, avec log, r = {

pual )= [ 15t (Lo t))) ™ st

De fagon classique, on commence par définir I;(f) pour les fonctions f simples par :
Id(lAlx---xAd) = M(Al) .- M(Ad), A, € B([O, 1]), 1=1,...,d

et en prolongeant par linéarité.
Pour f € L*(log,)*([0,1]%), on définit I,(f) comme la limite en probabilité, si elle



existe, de I4(f,) avec (f)n>o0 une suite d’approximations simples de f dans ’ensemble
L*(log)* ([0, 1)%) :

Li(f) :=P- lim I4(fn). (2.6)
n—-+00
Considérons
Symy(f)(t) = ) f(o(t)/d!
o€elly
ot 0(t) = (to(1), - - > to(a)) €t IIq est le groupe des permutations de d éléments.

On constate que pour f simple on a I;(Sym,(f)) = I4(f), le résultat suit aussi pour f
quelconque. Par ailleurs comme f € L*(log, )4 *([0, 1]%) n’est définie qu’a un ensemble de
mesure nulle pres, il n’y a aucune restriction a supposer désormais que f est symétrique
et nulle sur les « diagonales », c’est a dire :

— f(t1,...,ta) = 0 &'l existe i # j avec t; =1, ;
— f(ter),- - -stoa)) = f(t1, ..., tq) pour tout o € Il,.
Pour construire de cette fagon les intégrales stochastiques stables multiples, on généralise

la représentation de LePage (2.2) du théoreme 4. Pour cela, avec les suites aléatoires
{Ti}iso et {(Vi, %) }iso introduites précédemment, on considere la série multiple :

S Cd/a Z Vit Yig zll/a ..Fi—dl/a f(‘/im---;‘/;d)-

21 40-0y0g >0

oll on définit la série multiple comme la limite des sommes ol les indices sont bornés. De
facon & alléger la présentation des résultats liés a cette série, on introduit les notations
multi-indicielles suivantes inspirées de [43] :

- i:(il,’ig,...,id);
- Vi= (‘/;17‘/1'27---:‘/;}1) ; (27)

- [’Yi] = Yi1Yia " Yig

a4

La série Sy(f) se réécrit alors sous forme plus compacte :

Sa(f) =CY* Z [ (T3] £ (V). (2.8)

i>0
ol i > 0 signifie 71 > 0,...,i43 > 0.

Remarque 9 La série Sy(f) est une généralisation multiple naturelle de S;(f) donnée

en (2.2) quand seuls les termes discrets ;T 1/ *f(V;) sont présents, c’est & dire quand
bga) et 0y sont nuls. C’est la raison pour laquelle on suppose la fonction de biais
nulle quand a > 1 (si @ < 1, ces constantes sont automatiquement nulles). Sans cette
hypothese, il faudrait tenir compte de ces termes supplémentaires et définir une série
S4(f) en remplacant chaque terme de Sy(f) par 2¢ termes. On renvoie pour cela i la

discussion en section 2.5.



Le résultat principal de ce chapitre qui permet & la fois de définir les intégrales
stochastiques stables multiples pour des noyaux dans L*(log, )4 *([0,1]%) et de donner
une représentation discrete de ces intégrales sous forme de développement en série de
type LePage est le suivant :

Théoreme 5 Soit

f € L*(log,)* ([0, 1]%). (2.9)
On suppose que la mesure aléatoire stable M satisfait 'une des conditions (2.5), alors
la série multiple Sq(f) est P-presque sirement convergente et on a

Li(f) £ Sa(f).

On renvoie a la section 2.5 pour une discussion sur les liens entre ce résultat et son
analogue de [43].

Corollaire 1 Soient p € N et f1, fo,..., f, € L*(log, )% ([0, 1]%), alors

(Ta(f)s Tafo)s - La(fy)) 2 (Sal 1), Sal o) - -+ Salfy) -

Le corollaire suit immédiatement du théoreme 5 par linéarité de S; et I;. Pour tout
01, 02,...,0, €R, on a en effet :

p P p p
> 0:14(fi) =1y (Z 9ifz'> = S (Z gifi) = 6:Sa(f:).
i=1 i=1 i=1 i=1

Ce corollaire justifie que Sy peut se voir comme une définition alternative de l'intégrale
stochastique stable multiple.

Cette construction des intégrales stochastiques stables multiples par la représentation
de LePage permet en outre d’utiliser (2.8) pour étudier la loi de ces intégrales. Ce sera
I’'objet des chapitres 3 et 4 suivants ou on étudie l’absolue continuité des lois et la
continuité pour la norme de la variation de ces lois par rapport au noyau.

D’autres résultats sur les lois de ces intégrales s’obtiennent en étudiant leur repré-
sentation : Samorodnitsky-Szulga donnent par exemple un équivalent précis des queues
de ces lois dans [43], ce résultat est amélioré et généralisé aux fonctions & valeurs dans
des Banach par Samorodnitsky-Taqqu dans [44]. Ces représentations permettent aussi
d’étudier les propriétés de processus {I;(f;), t € T} associé a des intégrales stables mul-
tiples. C’est ce que font Rosiniski-Samorodnitsky-Taqqu dans [40] en reliant la régularité
des trajectoires de {I;(f;)}: & celle des intégrants f;.

Dans la suite, on prouve le cas a < 1 du théoreme 5 en section 2.3, le cas a >
1, B = 0 en section 2.4. Bien que les arguments différent dans les deux cas, le schéma
est globalement le méme. On commence par voir que la série Sy(f) converge P-presque
siirement, on modifiant un peu l'argument, on montre une propriété de continuité en
probabilité de Sy. A partir de la représentation des intégrales stables simples, on identifie
facilement en loi I;(f) et Sy(f) pour f simple. On conclut pour les noyaux f plus
généraux en utilisant la continuité en probabilité.

Dans toute la suite, C' désigne une constante positive finie typique qui peut changer
de ligne en ligne.



2.3 Preuveducas a<1

2.3.1 Convergence de la série S;(f)

On étudie la convergence absolue de la série Sy(f) pour f € L*(log,)**([0,1]%).
Comme v; = &1, on s’intéresse a la convergence de

Z IRV
i>0
Or on a a disposition :
Lemme 4 Soienta,a®,... a@ b0 @ 5D des suites a termes positifs et (Ui iy.... iy )issin... iy

une suite positive a multi-indices.
On suppose que pour tout 1 < k < d : agk) ~ bgk) quand i — +oo. Alors les séries

multiples
E a“ uzl,zz, Wig et E :b o uZlﬂQa i

i>0 i>0

sont de méme nature.

Comme par la loi des grands nombres ['; ~ ¢ quand ¢+ — 400 presque slirement, ce
lemme rameéne I’étude a celle de

DO f (V-
i>0
Pour cela, intéressons nous a :

(a) == D P{If (V)| {7/ > 1};

i>0

(az) == (Z i He LF(Vi)[1 v, 1/a<1> ;

i>0
sous hypothése f € L*(log, ) ([0, 1]%).

Etude de (a,) :

SRV [TV > 1} = DY PLIF(VI)T > (i)}

= ZZP{k<|f DY <k+1}

i>0 k>i

- ZZP{k<|f (Vi)[* <k +1}.

£>0 i[i]<k



Or on dispose de 'estimation (2.17) de 'annexe : en notant # le cardinal d’un ensemble,
#{i|[i] <k} <Cklog 'k <Ck(1+log, k)*".

Comme (V});>0 est une suite identiquement distribuée, en notant Vy __q pour le vecteur
(Vi,...,Vy),ona:

a) <Y Ck(l+log, k) "P{k <[f (V1 a)|* <k+1}

k>0

< Y B (CIF(Va, (1 +log, (17 (Vi) 1" Licisiv,,a)ozinn})

E>0 e

<CE (|f(V1,...,d)|a (1+1log, If (Vl,...,d)|a)d_1) '

D’ou
(a1) < Cpaa(f)- (2.10)

Etude de (ay) :

E (Z 172 [ (Vi) 10wy [i]l/a§1>
i>0
= Y7 B (I (V1L vy <pipre)

i>0

= [l 0t By, ()

i>0

On estime l'intégrant |z|> ", [i] i 1[4« avec I'estimation (2.17) en annexe en pre-
nant [t| = |z|* v=1/a > 1, on a alors :

2] Y ] 7Y e < Clz|*(1 + log, [x])*
i>0
11 suit
(@) < C [laf(+1og, o) Py, ()
< Cpaalf). (2.11)

Pour f € L%(log, )% ([0, 1]%), les finitudes de (a1), (az) découlent de (2.10), (2.11).

On est maintenant en mesure d’obtenir la convergence absolue de

DT F V)l

i>0



Comme (a) s’écrit aussi F (Zl>0 1{|f ]1/a}) < 400, on a la finitude presque siire

de > io 1 jpvay e}
Notons

= {i] [f (V)| > [}

le cardinal de I(w) est alors IP’—presque stirement fini.

On distingue maintenant les multi-indices i € I(w) et i & I(w) :

DTSVl = Y WAV Y T (V).

i>0 icl(w) igI(w)

La premiere somme a un nombre fini de terme donc est presque stirement finie.
Pour la deuxiéme somme, comme les multi-indices considérés ne sont pas dans I(w), elle
est égale a

Z {77 [f (VO L povy -rvecn < Z[i]_l/a|f(Vi)|1\f(vi)|[i]—l/ag1

igI(w) i>0
< +oo P-presque surement,

d’apres D'étude de (ap). Il suit la finitude presque siire de > ., [i]7/® [f (V3)] et la
convergence presque stire de la série multiple Y, [T3] =/ |f (V)| donc la convergence

absolue de
Sa(f) = CY* N [yl [Ti] 7 £ (Vi) -
i>0
n

Conclusion de la section 2.3.1 : Pour a < 1, f € L*(log, ) ([0, 1]%), Sa(f) est bien
définie P-presque sturement.

2.3.2 Continuité en probabilité de S,

On montre dans cette section que pour f, — f dans L%(log,)**([0,1]%), on a

Sa(fn) LN Sa(f). Par linéarité et comme ; = +1, il suffit de montrer que pour f, — 0
dans L*(log, )4*([0,1]9) :

SO | £ (Vi) 0. (2.12)

i>0

Plutot que de montrer la convergence précédente en probabilité, on se ramene, grace au
résultat classique suivant, a montrer la convergence presque siire de sous-suites.

Lemme 5 Soit X,, une suite de variables aléatoires telle que pour toute sous-suite (n'),
il existe (n") extraite de (n') telle que X,» converge presque surement vers X alors X,
converge vers X en probabilité.



On doit donc montrer que toute sous-suite (fx, ), de (fn), admet une sous-suite plus
fine (fy,, )n avec la convergence (2.12) presque sire.

Considérons donc une sous-suite (fx, )n>0 quelconque de (f,)n>0, On commence par ex-
traire & nouveau (fp, )n>o0 de (fi,)n>o0 telle que :

~ fp, — 0 X4-presque partout sur [0,1]%;

- Zn>0 Pad(fpn) < +00.

Considérons (a}'), (af), les analogues de (a;), (ag) avec f, a la place de f. On dispose
pour f, des analogues de (2.10) et (2.11) :

(a?) S Cpa,d(fn) ;
(a3) < C pad(fn)-

Comme (aj) — 0 quand n — 400, on peut extraire de (p,), une suite (¢,)n>0 pour
avoir en plus :

D7 | fy (VI g, vii<ipe — 0 (213)
i>0
P-presque sirement quand n — +o0o. Comme on a supposé Y o Pa.d(fp,) < 400, on a
en utilisant (2.10) :

ZP{U{\f% ) [i]” 1/&>1}}£ZZP{UP )| {7 > 1)

i>0 n>0 i>0 n>0
< YD P{lf (VI > [}
n>0 i>0
< CZpa,d(fpn)<+OO-
n>0

On a donc E (Zi>0 lun{lfpn(vi)|>[i]1/a}) < 400 et en notant

={i|3n, [f. (Vi) > [V},

on a I'(w) de cardinal fini P-presque siirement.
On scinde & nouveau la série en deux. En notant

(@) = > A7 (Vi)l,

iel’(w)
(@) = > GV (Val,
igl’(w)

on a

S fau (V)] = (65) + (a).
i>0
La somme (a%) ne contient qu'un nombre fini de termes et pour chacun d’eux
fan Vi, ., Vi,) — 0 quand n — 0 car f,, — 0 A\%-presque partout et (V;,,...,Vi,) est



de loi A4 sur [0, 1]¢. Pour le deuxiéme terme (a}), on a avec (2.13) :

(ay) = Z {7 fon (VI 1y, (v <qigire
i1 (w)

< DY (Vi Ly, vyt — 05— o0,
i>0
On a donc P-presque siirement (a%) — 0, (a}) — 0 puis
D7 £ (Vi) — 0, n— oo,
i>0
Pour conclure, rappelons que par la loi des grands nombres, on a P-presque stirement

[; ~ i, on trouve donc pour presque chaque w, une constante C(w) < +oo telle que
F;l/a < C(w) i~ pour tout i, ce qui assure que pour P-presque tout w €  :

Z T3]~ f,. (Vi) — 0 quand n — +oo.

i>0
Finalement pour toute sous-suite de (f,)n>0, On a trouvé une (sous) sous-suite telle que

Sa(fg,) — 0 presque sirement quand n — +o0o. Le lemme 5 s’applique et permet de
conclure a la continuité en probabilité de S,.

2.3.3 Lien entre S; et I

Considérons d’abord f = 1a,x..xa,, ON a:

Sa(f)
= O3 (Tay - Tag) ™M iy i Loy (Vi) -+~ 18, (Vi)
i>0
= (03/“ STy 14, (Vi )) X +ee X (03/“ o, m%))
i1>0 ig>0

= Sl(]-Al) X+ X Sl(lAd)-

D’apres le théoreme 4, pour les intégrales stables simples, on a :

(I(]'Al)’ ""‘I(]'Ad)) = (Sl(]'Al)’ "'751(1Ad))'

Par continuité de (zy,...,24) — 1 --- x4, on a alors :

Sd(f) é Il(]-Al) Xoeee X Il(lAd)

é/ 1, dM ><---></ 1, dM
0,1 [0,1]
£ d
:/ 1a,xoxn, AM
[0,1]¢

1

Io(1a,xxa,) = La(f)-



Plus généralement, de la méme fagon par linéarité, pour f simple, on a encore Sy(f) £

La(f)-

Pour f € L*(log,)**([0,1]%), on considére (f,),>o une suite de fonctions simples qui
converge vers f dans L*(log,)* ([0, 1]%).

La suite Sy(f,) est convergente en probabilité donc est une suite de Cauchy pour la
topologie sur L%(€2) de la convergence en probabilité. Par identification des lois dans le
cas des fonctions simples, I4(f,) est aussi une suite de Cauchy. On en déduit que I(f,)
est convergente en probabilité. On a donc I;(f) bien défini et comme d’apres la section

2.3.2 Sy(fn) i Sa(f), a la limite Iidentification des lois de I,(f,) et Sq(f,) donne

Li(f) £ Sa(f).

Conclusion de la section 2.3 :

Pour f € L*(log, )% 1([0,1]%), Sq(f) = cile Y iso [l T3] £ (V3) est une représenta-
tion de l'intégrale stochastique a-stable d-multiple (o < 1), ce qui prouve le théoréme 5
pour o < 1.

2.4 Preuveducasa>1,0=0

Comme « > 1, il est vain de chercher la convergence absolue de la série définissant
Sa(f) car Y, o 7= diverge. On s’intéresse & la convergence simple de Sy(f) en disant
qu’une série multiple

Z Ay .. 0ig

21,..8¢>0

E Ay ,... 04

i1V---VidSn

converge si

a une limite quand n — +o00. Pour cela, il faut raffiner le raisonnement de la section 2.3
ol on passait par I’étude des deux séries intermédiaires (a,) et (as).

On commence par chercher une version du théoréme des trois séries de Kolmogorov ([17,
p. 317]) pour des tableaux triangulaires d’un type spécial (voir la proposition 12).

2.4.1 Résultats préliminaires

Proposition 11 Soient (X;)i~o une suite de variables aléatoires indépendantes, f :
R¢ — R mesurable telles que, avec Fir=0(Xi,i# i) et Xi = (Xip, o5 Xy 5 Xiy),
on a:

- E(fXy)|F) =0;

- Yo B (F (X)) < 400
Alors la série multiple Y, f (X;) converge presque sirement.



Démonstration :

Notons Yy =37 i v.vig<r [ (Xi) o0 i = (i1, ..., 1a).
Comme la premiére hypotheése assure en particulier que Ef (X;) = 0, pour tout entier
k,on a EY; = 0.

Soit € > 0 fixé, considérons A(e) = {Vm € N, In >m, |Y,, — Y,| > ¢}.

L’éveénement {(Y%)r>o ne converge pas} est la limite monotone quand £ — 0 de la famille
A(g), il suffit donc de montrer que pour tout € > 0, P{A(e)} = 0.

Or avec Ap(e) ={3n>m| |V, —Y,| >}, A(e) est la limite décroissante de A, (e).
On est donc ramené a voir P{A,,(¢)} — 0 quand m — +oc.

Pour m, n fixés, considérons A, ,(¢) = {3k e {m+1,...,n} ‘ Yy = Y| > e}
Notons, pour k > m, S}, = Yy — Y, = D iiveevig<k, f (Xi) et considérons la filtration G

Jip>m

de tribus Gy définies par :
Gr =0(X;, i < k).

Il est clair que Y} est Gy-mesurable, puis

E(Yii1|Gr) = E(Yk + Z f(X5) gk)
i1 VeVig<k+1,
Jip=h+1
= Yi+ > E(f(X) |G-

1V Vig<k+1,
Jip=k+1

Or pour un multi-indice i tel que ¢; V ---V ¢4 < k+1 et 35, = k + 1, par hypothese, on
a b (f (X5) |f;;) — 0. Comme G C F,, il suit

E(f(X:) |Gi) = B (B(f(Xs) | F) |Gx) = 0.
On a donc E (Yi11|Gk) = Y} et finalement (Y})g>o est une G-martingale.

L’inégalité de Kolmogorov pour les martingales donne alors :
1
P{Amn(e)} = P{max{|S},|,...,|SL[} > e} < = ES,”
€

Comme par la premiere hypothese, pour i # j, on a Ef(X;)f(X;) = 0, on déduit
facilement : .
P{Amn(e)} < 2 Z Ef(X;)%.
i1V Vig<n,
Fip=m+1
Soit § > 0 fixé, comme par hypotheése Ef(X;)? est sommable, il existe Iy C N¢ fini
tel que pour J C N fini, disjoint de I5, on ait Y ies Ef(X;)? < 6. Pour m > m; =



max{ig, i = (i1,...,%q4) € Is}, on a alors

Y EfX)* <6

i1VeVig<n,

Jip=m+1
Avec n — +o0, on a pour tout m > mg, P{A,,(¢)} < /&2 On a donc P{4,,()} — 0
quand m — 00, ce qui prouve la proposition. [ ]

A partir de la proposition 11, on obtient le résultat suivant adapté a notre étude :

Proposition 12 Soient (X;)i>o une suite de variables aléatoires indépendantes et h :
RY — R une fonction mesurable. Considérons
- hi = h(Xil,. . "Xid);
= 0i = hi Lipg<as
- f';;c —0( ) 275219)
On suppose les points suivants satisfaits :
(i) > o P{|Ri| > 1} < 400;
(it) D s Var (gi) < 400
(iii) E (g; | F;) =0 pour tout k=1,...,d.

Alors la série ), hi converge presque sirement.

Démonstration :
Les conditions (ii) et (iii) permettent d’appliquer la proposition 11 & g et donnent ainsi
la convergence presque stire de

d o= kil
i>0 i>0

Comme (i) s’écrit aussi E (3 ;.0 1j>1) < +00, en notant J(w) = {i| [h;| > 1}, pour
P-presque chaque w, on a #J(w) < +00. Ainsi :

b= > hi+ > b

i>0 ieJ(w) igJ(w)

La premiere somme a P-presque sirement un nombre fini de terme fini donc est finie. La
seconde somme vaut :

Zh—zh1|h|<1 Zgn

igJ(w) i¢J(w) igJ(w)

qui coincide & un nombre fini de terme preés avec ), g;, série convergente d’apres la
proposition 11.

Il suit la convergence P-presque siire de Y ._, h; et la proposition est prouvée. [ ]

i>0



2.4.2 Convergence de la série Sy(f)

Comme les suites {I'; }is0 et {(Vi,7:) }i>0 sont indépendantes, on peut supposer pour
simplifier la présentation que I’espace de probabilité est un espace produit (2, F, P) ®
(QV,F', P avec P = P® P’ et {(v, Vi) }iso0, {I'i}i>0 ne dépendant respectivement que
de (Q, F,P) et (2, F', P, c’est a dire :

’Yi(waw,) = %(w)’ Vi(wvwl) = Vi(w)7 Fi(w’w,) = Fi(w,)'

On fera de méme au chapitre 4 mais il y sera plus commode d’inverser les notations (cf.
remarque 20). On va raisonner ici essentiellement sur l’espace (§2, F, P) en considérant
w' € ) fixé dans I'ensemble P’-presque sir ou I'; ~ ¢ quand ¢ — +o0, la suite {I';}iso
est donc déterminée par rapport a (2, F, P) et il existe une constante Cy = Cp(w'),
1 < Cy < +o0, telle que :

[i]/Co < [Ii] < Gy [il- (2.14)

On considére dans la suite X; = (I, Vi,7y;), somme {I';};5¢ est fixée, (X;)i>o est une
suite de vecteurs aléatoires indépendants de (2, F, P). Dans la suite, les symboles E, P
sont relatifs a I’espace probabilisé (€2, F, P).

On applique la proposition 12 sur I'espace (2, F, P) (en fixant w') avec
— hi =[] [I] _ll/a (Vi)
= gi =[] T3] 7Y £ (Vi) 1w <rpgiva-

Pour cela, montrons que ses conditions (i), (ii), (iii) sont satisfaites.

Commencgons par étudier (iii). On rappelle que, dans toute cette section 2.4, le biais S
de la mesure a-stable M est supposé nul. Pour le multi-indice i = (i1,...,44), on a :

E(g: |[F3)

=[] VB ([%] f (V3) 1 vy <mate | F,

= 07 E (B (a0 L (V) L vy |0(F; Uo(Viyi > 0)) |F; )
= [0 7V2E (B (v [o(F; a(Viyi > 0))) %, - =% f (V) 1yevy<raga | F

Or par indépendance de v;, et de (V;);zi,, on a :

E (v, lo(Fiy Uo(Vi,i > 0))) = E (v, [Vi,) = B(Vi,) = 0 puisque 5 = 0.

On obtient alors E(g; |F;;) = 0 et plus généralement pour i = (iy,...,%,..., i), pour
tout entier £k =1,...,d, on a E(g; |F} ) = 0, ce qui justifie (iii).



Pour voir (i), étudions :

(as) = Y P{f(Vi)[*> ]

i>0

= > > PL<|f(V)I*<k+1}
i>0 k>[Ty]

= > Y Ple<|[f(V)*<k+1}
k>0 i,[T;]<k

Comme on a choisit w' € € pour avoir encadrement (2.14), on a {i|[I;] <k} C
{i| [i] < Cok}.

Puis on a estimation (2.17) en annexe :
#{|[{] <k} <Cklog" k< Ck(1+log, k).
On a donc :
#{i| [T <k} <#{i|[i] <Cyk} <CCyk(l+log, (Cok))* .
Il suit

(as) < ZCCO k(1 +1log, (Cok))*™ P{k < |f (Vi) |* < k+1}

k>0

< S E(CGIF(VI*(1 + log, (Colf (Vi) [*)*™ Lipaisvipoirn)

k>0

< CC E (If(V)[*(1 +1og, (Co |f (Vi)|")*) .

Pour (ii), comme la suite (V});>o est identiquement distribuée, on a en notant encore
Vl,...,d = (‘/17 LRI Vd) :

(ag) = ZVar(hi l\hi\gl)

i>0
920 2
= D [N E(f (V) L <mygse)
i>0
= /RxQZ[Fi]‘Q/a Irgsee Priy, ,)(d2).

i>0

On commence par étudier 'intégrant 2 > ;o [Ti] % 1oz

Grace a (2.14), on a :

i>0

(L]~ < G5 e
{0 > 27} < i [l > Cy '}



Il suit la majoration :
2 Y [T e < G52 Y17 Lyt
i>0 i>0

On applique ensuite la majoration (2.18) de I'annexe avec [t| = Oy !|z[* et v = 2/a > 1:
on trouve une constante C' < +oo telle que :

2 Y [3] 7% Ipyion < Claf*(1+log, (Co )"

i>0

.....

< “pP d
o L

+C lz|*(1 + log Cy* + alog |z|) Pf(v1 d)(dx).
lel>co/* AT

Or comme pour tout réel a, b > 0, (a + blog, z) < (aV b)(1 + log, z) et log, (Cx) <
log, C +log, x, on obtient :

(as) < Cpaa(f) et (as) < Cpaalf)- (2.15)

Finalement, pour f € L*(log, )% *([0,1]), les expressions (as), (ag) sont finies et les
conditions (i), (i) de la proposition 12 satisfaites. On a alors la convergence pour P’-
presque chaque w’, P-presque stre de

ST FV) = Y i, DY T f Vi, Vi)
i>0 £1yeeeyqg >0

Conclusion de la section 2.4.2 : La série multiple Sy(f) est bien définie presque
sirement pour f € L*(log,)* ([0, 1]%).

2.4.3 Continuité en probabilité de S,

On montre dans cette section que Sy(fy) LN Sa(f) quand f, converge vers f dans
L (log,)**([0, 1]4).
Compte tenu de la linéarité de Sy, il suffit de montrer que Sy(f,) 0 quand on a
pa,d(fn) —0:

—1/a —1/a P
Z r)/il”'%drill/ "'Fidl/ fn(‘/zua‘/;d)_)()

21 40e0y0g >0



D’apres le lemme 5 sur la convergence en probabilité, il suffit de prouver que toute sous-
suite admet une sous-suite plus fine presque siirement convergente. Pour cela, considérons
(fr, Jn>0 une suite extraite quelconque de (f,),>0. On commence par extraire a nouveau

(fpa)n>0 de (fk,)n>o telle que :
~ fp, — 0 X4-presque partout sur [0,1]%;
= Yons0 Pagd(fp,) < +o0.

Notons

S¢ = DD T foy (Vi) 1, vy

lil<k

= > g

i<k

ot ) est 'analogue de ¢ de la section 2.4.2 précédente avec fp, alaplacede f.On a:

Z glpn Pn Zglpn + Z glpn Pn

i, 3I<k i<k il 3I<k,
i#j
Or pour i # j, il existe par exemple i1 & {j1,...,Jq}, on a alors :

| _ E( ((Pn)| F) (pn))
= 0,

car g est F7-mesurable et E(g" | F7) = 0.

| £ (s) < S ()

11 suit
li|<k

De la méme facon, on a
2 2

Or d’apres la condition (ii) de la proposition 12 vérifiée dans la section 2.4.2, on a la
2
E (g.(") ), on vérifie ainsi le critere de Cauchy dans L?(Q, F, P)

convergence de » . ;

i>0

pour la suite <S,(€p”)> . En passant a la limite dans L?(Q, F, P), pour k¥ — +00, on
k>0
obtient alors avec une estimation de la section précédente :

2

ES(Pn) < Z Eg(Pn

[i|>0

< CE |fp, (Vi,)|* (1 +1log, (Cy | o, (Vi) )%



On trouve finalement une constante C' telle que
ES®” < C paalfy,).

On peut extraire & nouveau (¢,)n>0 de (pn)n>o de facon 3 avoir en plus S — 0
P-presque siurement quand n — 4o00.

Notons
J(w,w") = {i|3n, [fp, (Vi)| > i7"},

On a P-presque surement J'(w,w’) de cardinal fini, en effet d’apres 'estimation de (as)
n (2.15), on a :

ZP<U{|fpn \a>[r1}) < Y P (V) > [T

i>0 i>0 n>0
< 3P (VO > (1)
n>0 i>0
< Czpa,d(fpn) < +o0.
n>0
On a alors

DW= 3l [T fo, (Vi) = B + L

i>0 i>0 ieJ" (w,w') igJ" (w,w')

La premiére somme a un nombre fini de termes et comme f,, — 0 A\%-presque partout

sur [0, 1]¢, on a aussi pour chaque i fixé hgq") — 0 quand n — +oo.

La seconde somme est égale a Zi€ T (ww) gi(q")

ie J(w,w) pres, avec Y ;. gl

qui coincide, aux termes de multi-indice

" qui tend vers 0 car S() — 0, n — +oo.
Or de méme que pour la premiére somme chaque terme de multi-indice i € J'(w,w')
tend vers 0. Il suit :

Z ™ —50  quand n — +oo.
i>0

Ainsi pour toute sous-suite de (f,)n>o0, il en existe une extraite (f,, )n>o telle que presque
stirement

Sa(fs) — 0 quand n — +o0.

On a donc aussi, d’apres le lemme 5 sur la convergence en probabilité :

Sa(fa) — Sa(f)-



2.4.4 Lien entre S; et I,

On relie la série multiple Sy(f) a lintégrale stochastique stable multiple I;(f) de la
méme facon que dans le cas o < 1 en section 2.3.3 : on constate d’abord facilement que

pour f = 1a,x..xa,, ON &
Sa(f) = S1(1a,) x -+ x S1(1a,)-

Puis d’apres le théoréme 4 et la continuité de (zy,...,24) —> x1---24, On & :

Sa(f) £ L(f).

On étend facilement cette égalité en loi pour les fonctions simples.

Pour f € L*(log,)* ([0, 1]%), on consideére ( f,)n>o suite de fonctions simples qui converge
vers f dans L*(log, )% *([0,1]%). D’aprés la continuité en probabilité de Sy et 1'égalité
en loi pour les fonctions simples, on montre que I;(f) est bien défini et qu’on a encore
I’égalité des lois de I;(f) et Sq(f).

Conclusion :

Pour f € L*(log, )% ([0,1]%), S4(f) = C&/* o T3 D37 £ (V3) est une représen-
tation de l'intégrale stochastique a-stable d-multiple (o > 1, f = 0), ce qui achéve de
prouver le théoréeme 5. [ ]

2.5 Discussion

25.1 Casa>1,8#0

Dans le cas ou la mesure n’est pas symétrique et o > 1, comme on ’a souligné a la
remarque 9, la représentation Sy en (2.8) ne convient plus car ne tient pas compte des
termes supplémentaires dans (2.2) qui ne s’annulent plus. On indique ici quelle géné-
ralisation semble naturelle a considérer dans ce cas. Introduisons d’abord les notations
supplémentaires suivantes :

- T4 = {1_ ’Ll,.. Zd ENd|0<’Ll< <’I;d};

— pour k <d:i* = (i1,...,4) € TF, |1’“|—i1+---+z’k;

— pour k < d: ki = (ik-l—la .. .,id) € Td_k, |ki| =lg41 + -+ 1q;

— Ci(d) 'ensemble des choix ai(d) de & indices ¢, ..., q parmi {1,...,d};

Cy(i) ensemble des choix ax(i) de & indices i, .. ., i, parmi {h, ceeytal;
f'* - 0(‘/3’ Vi ] 7é ) ak() 0-(‘/;q’ Yig» iq g ak(l))

On considere alors la série multiple
(I )

ey Y

i>0 k=0 ap(d)ECk(d) “q€ay(d) pea(d)

><E<f 11 svi) |7 ) (2.16)

g€ay(d)



Pour a € (1,2) et f € L*(log, )?"'([0,1]%), la série multiple Sy(f) est presque sirement
bien définie, elle permet de donner une construction de l'intégrale stochastique stable
multiple I;(f) dans ce cas avec

Lo(f) = 84(f)-

On ne donne pas la justification de ce résultat, on se contente d’indiquer qu’en no-
tant X; = %f(Vi) et E; = E(:|F;) Pespérance selon les variables aléatoires d’indice i,
considérée comme un opérateur, on transforme formellement la série (2.16) en

Sd<f>=cz/azi oo II @)oo 11 oa-Ey) x.

i>0 k=0 ay(d)eCy(d) pda(d) g€ar(d)

Comme le paramétre b{*) défini en (2.3) admet Péquivalent 5* ~ i~/ quand i — +o0,
1 _ ()

on estime |I';’ ;| & partir de la loi du logarithme itéré :

T =B < Cw) i logy i) /2

avec log, = logolog et 7 > e. Par symétrie, on se ramene a étudier un seul terme de la
d : L & , .

somme Y, _, dans l'expression précédente de Sy(f). Le schéma serait alors globalement

le méme qu’en section 2.4 mais avec de nombreux passages techniques supplémentaires.

Dans le cas o = 1, § # 0, on doit tenir compte aussi du terme 6. En modifiant un
peu la constante bgl), on peut raisonner comme pour « > 1.

2.5.2 Discussion de I’hypothese f € L%(log, )¢ 1([0,1]%)

On a construit l'intégrale stochastique a-stable d-multiple de f sous la condition
d’intégrabilité (2.9) de type Orlicz :

/d|f(t1,...,td)\“(1+log+|f(t1,...,td)|)dldtl---dtd.
[0,1]

On remarque que pour d = 1, on retrouve la condition de la définition des intégrales
stables simples de la proposition 10 : I'existence d’'un moment absolu d’ordre a pour f.
Pour d = 2, (2.9) se réduit a une hypothése du méme type que la condition nécessaire et
suffisante (2.1) de Rosinski - Woyczyriski et Kwapien - Woyczyniski pour les intégrales
stables doubles qu’on trouve dans [39, 24].

On remarque aussi que la condition (2.9) est analogue a celle exigée dans [51] par
I’approche due a Surgailis par un théoréme d’interpolation dans les espaces de Lorentz.

Dans [43, 44], Samorodnitsky - Szulga puis Samorodnitsky - Taqqu proposent aussi
une construction des intégrales stables multiples par la représentation de LePage avec les
mémes hypothéses sur les intégrants f (pour d = 2, cette condition vient de I’amélioration
de [44]). Le lien entre ces intégrales et les séries multiples de type LePage s’appuie
sur des propriétés générales des formes multilinéaires aléatoires (inégalité de Khinchine
généralisée, principe de contraction, limite de telles formes) dues & Krakowiak - Szulga



[21] et rappelée dans [43, th. 1.3]. La convergence des séries multiples qui entrent en
jeu s’obtient alors en décomposant les séries en considérant une partition de ’ensemble
des indices. Ils raisonnent alors par récurrence en utilisant la prépondérance de certains
termes obtenue par les propriétés du produit des temps d’arrivée I';. Ils obtiennent ainsi
simultanément une description précise de la queue de la loi de ces intégrales. Cette
méthode utilise donc un formalisme probabiliste plus élaboré mais décrit aussi la queue
des lois. De plus ces résultats sont généralisés par [44] dans les espaces de Banach de
type p > 1 pour a < p. Par contre, ils ne concernent que le cas d’'intégrales multiples
par rapport a des mesures stables symétriques (i.e. avec un biais nul).

2.6 Annexes
Dans les sections 2.3.1 et 2.4.2, on utilise ’estimation suivante :
#{(ir, .-, 1a) | i1 ig <k} < Cklog? k< Ck (1+1og, k)" (2.17)
Pour d =1, #{i|i < k} = k, on conjecture alors que

#{(ila---aid) |7,12d < k} < Cklogd_l k.

On le suppose établi au rang d — 1 et on le montre au rang d :

#{(i1, ... da) |1+ g < Kk} = Z#{(il,...,z’d_l)|i1---id_1§[%]}

1a<k

Z C [E] log?—? [k] par ’hypotheése ;
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Il suit alors I'estimation (2.17). n

On prouve I'estimation suivante, pour v > 1, utilisée en sections 2.3.1 et 2.4.2 :

It Z (i1 4a) " Liyoigsiy < C 2] (1 +log, [¢])4 (2.18)
i>0

e En effet, pour [t| <1 :



Comme [t|” < |t] et log, |t| = 0, on a bien (2.18) dans ce cas.

e Pour [t} >1:
Dans le cas d = 1, on a I’équivalence :

T ds
POF T A=l i
z>|t\1

On conjecture alors la majoration suivante :

Z (i1 +4a) 7" Ligigoly < C [t log™ Jt].

B1yeenyig>0

On procede par récurrence en la supposant acquise au rang d — 1 et en la montrant au

rang d :
Z (21 T id)_7 lil"'id2|t\

81yeenytg >0

= Z (i -+ ig1) ™" Z i

£1yeenytg—1>0 . ¢
’, ig>sup (1”1..‘.1’('171

<C Z (41 ---%4-1)" " sup IL -
=~ 1 d—1 57; “‘id—l .

. . 1
21,e.0y8g—1>0

Or sup (1, “hii_l) =i |:L_1 si et seulement si 4y - - - i4_1 < [¢].
D’ou
D (i) Loy
i1y0enyig >0
: NS | : )
< 2 (i) g ) X (i)
i1-ig_1<|t] - i1rig—1 >t
< D il T O T g
i1+tg—1 <[t]
-1
<(Ti) wreckog
i<[t]

< C [t~ log" |t
< CJt7(1 + log, )"

On trouve finalement une constante positive finie C' telle que (2.18) est vérifiée aussi
dans le cas t > 1. ™

On utilise cette majoration (2.18) en section 2.3.1 avec v = 1/a > 1 et |t| = |z|* et en
section 2.4.2 avec vy = 2/a > 1 et [t| = |z|*.






Chapitre 3

Absolue continuité des lois des
intégrales stochastiques stables
multiples

Ce chapitre est consacré a ’étude de I’absolue continuité des lois des intégrales sto-
chastiques stables multiples introduites au chapitre 2. On généralise ainsi des résultats de
Davydov (1991) [11] pour des intégrales multiples de Wiener-It6 (des résultats analogues
a [11] ont été obtenus par Shigekawa (1980) [47] en utilisant une variante du calcul de
Malliavin et par Kusuoka (1983) [23]| par des méthodes algébriques).

La représentation de LePage du chapitre 2 est bien adaptée a I’étude des lois de ces
intégrales multiples par rapport a une mesure stable M. On renvoie a [43, 44, 40] pour
différents résultats liés a ces lois (notamment une description précise de la queue de leur
loi). La représentation permet tout d’abord de voir les intégrales comme des fonction-
nelles sur ’espace de Skorokhod D d’un processus stable 1 de loi P associé a la mesure
stable M. L’étude des lois jointes d’intégrales stables multiples (Ig, (f1),...,1q4,(fp)) se
ramene ainsi a celles de fonctionnelles multidimensionnelles stochastiques. Pour cela, on
applique la méthode de stratification qui consiste a introduire une partition de 1’espace et
permet de se ramener a ’étude des restrictions des fonctionnelles sur les « strates » liées
a la partition. Cette derniere sera définie en considérant des semi-groupes associés a
des champs locaux qui engendrent des transformations admissibles de la loi stable P
sur D. On montre ainsi que sous une condition (H) sur les noyaux (fi,..., f,), la loi
jointe (14, (f1),---,14,(fp)) est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
p-dimensionnelle AP.

On commence en section 3.1 par décrire la méthode de stratification puis les champs
locaux qui permettent d’utiliser cette méthode sur D. On énonce en section 3.2 le résultat
principal de ce chapitre (théoreme 8) puis on donne en section 3.3 quelques cas concrets
de lois jointes pour lesquelles la condition (H) du théoréme 8 est facilement satisfaite.
On prouve ensuite le résultat en commencant en section 3.4 par le cas des lois simples;
pour cela, on réduit le probleme en se ramenant par le théoreme de représentation 5 du
chapitre 2 a ’étude de séries multiples de type LePage. Apres localisation, on se ramene
a D sur lequel on met en place le formalisme de la méthode de stratification. Dans le
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cas général prouvé en section 3.5, la démarche est la méme mais avec des difficultés
techniques supplémentaires, on conclut cependant sous la condition (H).

3.1 Meéthode de stratification

On décrit dans cette section le formalisme général de la méthode de stratification,
base de la preuve du théoreme 8 sur ’absolue continuité des lois jointes d’intégrales
stables multiples. Cette méthode a été utilisée initialement par Davydov pour I'étude
de fonctionnelles gaussiennes (voir [7, 8]) puis améliorée par Lifshits pour des processus
plus généraux (& accroissements indépendants, voir [26, 27, 28]). Pour une description
complete, on renvoie a [13] et & ses références.

3.1.1 Partitions, mesures conditionnelles.

On considére (X, B) un espace mesurable, P une mesure de probabilité et I' une
partition de X.
On note X /T l’espace quotient, 7 : X — X/I' la surjection canonique. On munit
X /T de la tribu By, ensemble des A C X/T" tels que 77'(A) € B. On consideére sur
cet espace mesurable la mesure quotient définie par Pr(A4) = P{r~'(A)}. On parlera de
partition mesurable d’'un espace X métrique, complet, séparable, lorsqu’elle est constituée
de préimages de points par une application mesurable de (X, B) vers un espace métrique,
complet, séparable.

Définition 9 Un systéme de probabilités { Py} cr définies sur B est un systéme de me-
sures conditionnelles pour P par rapport a I' si pour tout B € B :

— v +— P,(B) est By p-mesurable;

— pour tout A € By

PBO (W) = [ P(B) P, (3.)

Le résultat suivant montre que pour des partitions mesurables, on a l’existence des
mesures conditionnelles (voir [13, th. 3.1]) :

Théoréme 6 (existence et unicité des mesures conditionnelles)

Si I est une partition mesurable de X métrique, complet, séparable et P une mesure de
probabilité sur (X, B), alors il existe une famille de mesures conditionnelles { Py} cx/r-
De plus Pp-presque sirement, P, est concentrée sur () ; et si {P}},, {P7}, sont
deux familles de mesures conditionnelles pour P par rapport a la partition I' alors Pvl, Pf
coincident pour Pr-presque chaque 7.

On retiendra notamment qu’on peut alors décomposer les distributions fonctionnelles
de la facon suivante :



Proposition 13 Soit f : (X,Byx) — (Y,U) mesurable, pour A €U on a :
PrA) = [ P P, (32)
X/T

De la méme fagon dans le cas ol les densités existent, on peut exprimer la densité
de Pf~! comme mélange des densités conditionnelles de P, f~* ([13, prop. 3.4]).

3.1.2 Semi-groupe admissible

Définition 10 Soit (X, By, P) un espace topologique muni d’une mesure de Borel. Une
application mesurable G : X — X est dite admissible si PG < P. Une famille
d’applications {G.}, ¢ € (RT)P est un semi-groupe admissible si

(i) Gy est lidentité;
(ZZ) GCl © GCZ = GC1+62 ;
(iii) pour tout ¢ € (RT)?, G, est admissible et injective ;

(iv) pour tout x € X, c— G.(x) est injective.

On associe au semi-groupe la relation d’équivalence ~ donnée par x; ~ x5 si et seulement
si G, (1) = Gey(x2) pour ¢, ¢y € (RT)P. Les propositions qui suivent donnent une
paramétrisation des orbites. Leurs preuves sont faciles et ne sont pas données.

Proposition 14 Soient x; ~ o, il existe un unique c(x1,x2) € RP tel que
Ge, (21) = Goy(x9) implique ¢ = ¢y + c(x1, T2).

Proposition 15 Soient 771(y) une orbite de {G.}. et z € 77 1(7).

Alors Jy - y — c(x,y) est une application injective de 7 (vy) sur un ensemble C, C RP
mesurable. Cette application intervertit 'action de {G.}. sur m=1(7) avec laction d’un
semi-groupe de translation sur C, :

JoGc(y) = Jo(y) + c.

En plus des conditions de la définition 10, on ajoute la condition topologique de continuité
suivante : J, est un homéomorphisme de 7 () sur C,, si 7 !(7y) est muni de la topologie
héritée de X.

Remarque 10 Le point de référence dans 'orbite n’est pas important, un changement
de ce point se traduit par un changement linéaire de J, et une translation de I’ensemble
Cy.

On définit une mesure de Lebesgue sur 1'orbite v :

A(B) = N{J(BNna~" (7))}



ol AP est la mesure de Lebesgue dans RP. On vérifie que ), est bien définie; de plus A,
est G.-invariante : si B C By, ¢ € (R")? alors G, (B) € By avec

A(B) = A{GZH(B)}-

Lorsque l'on considere une partition mesurable définie par un semi-groupe admissible,
on dispose du théoreme suivant qui complete le théoreme 6 sur I'existence des mesures
conditionnelles.

Théoréme 7 (th. 4.1 [13]) Soit T' une partition mesurable d’un espace X métrique,
complet, séparable en orbites d'un semi-groupe admissible {G.}cew+ye. Alors pour Pp-
presque chaque vy, les mesures conditionnelles P, sont absolument continues par rapport
a la mesure invariante A\, de densités données par

dP. -
—(Gul2)) = Ky [p"(Gu(2))]
d\,
pour P, -presque chaque x, avec le facteur de normalisation K., constant sur vy et p* =
dPGy !
ap -

Remarque 11 On peut remplacer X par V C X ouvert dans le théoreme précédent,
pour cela on change la métrique pour que cet ensemble devienne métrique, complet,
séparable.

3.1.3 Champ local

Pour appliquer la méthode de stratification sur ’espace D des fonctions cadlag muni
de la loi stable P, on définit en section 3.1.4 les semi-groupes admissibles a partir de
champs locaux dont on rappelle la définition dans cette section. Notons dans la suite
pour z € D, §,(t) = z(t) —z(t7) le saut de z en t € [0, 1].

Définition 11 (champ local, voir [13]) On se donne un entier m, des sous-inter-
valles disjoints de [0,1] Ay, Ao, ..., Ay, des réels T, To,..., T €t € > 0 appelés
paramétres du champ. Pour s, t € [0, 1], on pose

ps(t) = Z Tila;(8) s, +00) (1)- (3.3)

On définit alors le champ local {l,,z € X'} par

lm = Z SO::_ Z §0.9_7 (34)

s€JF(e) s€Jg (g)

ou i et ¢, désignent respectivement les parties positive et négative de ps, Ji(e) =
{s€10,1] | d.(5) > e}, J () ={s€[0,1] | 0,(s) < —¢}.



En notant
Ti sit € Ay, [6:(2)] > &, 02(t) i >0,
walt) = (3:5)

0 sinon,

on relie facilement les sauts de x et © + ¢, par :
Oztect, (t) = 02(t) + cwy(t). (3.6)

Notons A; = (ai,b;), i = 1,...,m les intervalles associés au champ local [ puis définis-
sons :

— A(D)* Pensemble des z € D tels que pour 7 avec 7; > 0, 2 n’a pas de saut de taille
e sur A;, §,(a;) < e, 0,(b;) < € et x a au moins un saut de taille supérieure a e sur
Aia

— A(l)~ Pensemble des z € D tels que pour i avec 7; < 0,  n’a pas de saut de taille
—e sur A, 05(a;) > —e, §,(b;) > —¢ et z a au moins un saut de taille inférieure a
—e sur A,

A=A N A1) (3.7)
Proposition 16 L’ensemble A(l) défini en (3.7) est un ouvert de D.

Démonstration : Comme les cas de A(l)™ et A(l)~ sont analogues, pour voir que A(()
est ouvert, il est clair que 1’on peut se ramener & m =1 et A(l) = A(])*.

On suppose donc | défini par un seuil ¢, un intervalle A = (a, b) et 7 > 0.

Soit z € A(l), notons :

— a_ =inf{s € (a,b) | 0,(s) > €} ;

— oy =sup{s € (a,0) | 6:(s) > ¢} ;

— B =sup{s <ald,(s) > ¢€};

— By =inf{s > b|d,(s) > ¢};

— - =sup{du(s) | s € (B, B1), du(s) < &};

— vy =1inf{d,(s) | s € (B, 1), d(s) > ¢}
Comme d,(a) < ¢, §,(b) <eonaa<a_ <a; <bcar les inf sont des min par finitude
du nombre de sauts de modules strictement supérieurs a €.

De la méme facon, on a f_ < a < b < [y et 7 < e <~y car les sup et inf sont des max
et min. On considere alors

1
r<§min{fy+—€, e—v,a—p ,b—Fy,a —a, b—a,}. (3.8)

Soit V' (z) = B(x,r) un voisinage de x dans D muni de la topologie de Skorokhod.
Soit y € V(x), d’apres la définition de cette topologie (cf. [2, §14]), il existe p € A,
I'ensemble des bijections croissantes de [0, 1] tel que

sup |z(t) —y(p(t))| <r et  sup |p(t) -t <r. (3.9)
te[0,1] te[0,1]



On a
0z (t) — 21 < 0,(p(t)) < 65(t) + 2r.

On a (a,b) C p{(a—r,b+1r)} en effet :
pour ¢t € (a,b), comme [p'(t) —t| < r,onat—r < pl(t) <t+r douplt) e
(@—r,b+7).
On a donc p (t) € (a—r,b+7) et pp () = t.
De la méme facon, on a {a} C p{(a —r,a+ 1)}, {b} C p{(b—r,b+71)}.
Pour t € (a —r,b+r) C (8-, 81), on a nécessairement 6,(t) <y ou d,(t) > 74

— 81 05(t) < -, alors 0,(p(t)) < 0,(t) +2r <vy_ +2r <,

— 81 04(t) > 74, alors 0, (p(t)) > 6,(t) — 2r > v4 — 2r > €.
On a donc pour tout s € (a,b), §,(s) < e ou J,(s) > e.
Pour t € (a —r,a+7r) C (B-,a_), on a J§,(t) < &, par définition de y_, on a méme
05(t) < vy_, il suit

Sy(p(t)) < 04(t) +2r <y_+2r<e.

D’oll nécessairement d,(a) < . De la méme fagon, on a §,(b) < ¢.

Soit ¢ € (a,b) un saut « transformable » de x par [, c’est a dire tel que 0,(¢) > ¢
On a alors compte tenu des définitions de a_, ay, a- < t < a4 et il suit p(t) €
(o — 71,04 +7) C (a,b). De plus

Oy(p(t)) > 05(t) —2r > v4 — 2r > e.

En linstant p(t), y a donc un saut « transformable ».

On a donc montré que y € A(l), on a par conséquent V(z) C A(l), 'ensemble A(l) est
bien un ouvert de D.

Si on a un champ local plus général avec m > 2, on commence par définir o , ai, B,
B, 4%, 7% correspondant & chaque sous-intervalle A; := (a;,b;) de la méme fagon que
précédemment. En prenant 1 < ; minj<m_1 |a;41 — b;|, on impose en plus & 8, 5 de
vérifier

BL>a;—n, B <b+n.

Comme il correspond & chaque A; un r; > 0 donné par (3.8), on prend
r < min{r;, n}.
i<m

Il est facile de voir d’apres le cas avec m = 1 que pour z € A(l) défini en (3.7), on a
toujours B(z,r) C A(l). u

Remarque 12
— sl 6,(t) > g, ¢t € A; alors t € (o', aY) et §,(t) > 7% on a donc p(t) € A,
dy(p(t)) > e 1y aen p(t) un saut transformable;
— 81 6,(t) <e, t e (BL,B) alors 6,(t) <~~, on a alors d,(p(t)) < € : le saut en p(t)
n’est pas transformable pour ¥ ;



— sit & U;(BL, BL), alors nécessairement, on a p(t) ¢ U;A; : le saut en p(t) n’est pas
transformable pour y ;
— si 6,(t) > € et t & U;A; alors nécessairement, on a ¢ ¢ U;(6%, %) et donc p(t) ¢
U;A; et le saut en p(t) n’est pas transformable pour y.
Par symétrie entre les roles de z, y, il suit qu’on a une bijection entre les sauts transfor-
mables de z et de y. Elle est donnée par p € A qui réalise d(x,y) comme en (3.9) ou d
est ici la distance définissant la topologie de Skorokhod sur D.

Proposition 17 Le champ local | est continu sur le voisinage A(l) défini en (3.7).

Démonstration : D’apres la définition 11, [, est donné par (3.4). On a alors avec (3.3) :

l, = Z ZTi+1Ai(5)1t25_ Z ZTi_lAi(S)ltZS

s (e) =1 seJy () i=1

= Z Z TilAi(s)ltzs — Z Z TilAi(S)ltZS
s€JF(e) il >0 s€dy () Ti<0

= 2 ) leem 2 ) le
i[>0 sedF(e)nA; 1| Ti<0  sedz(e)nA;

Soient = € A(l) et B(z,r) C A(l) voisinage de z.

Soit y € B(z,r), il existe p € A qui réalise d(z,y) < r (c’est a dire pour lequel on a la
relation (3.9)). La bijection entre les sauts de z transformables par [ et ceux de y est
donnée par p.

Notons s¢,.. .,sf,i les sauts transformables de x dans A;, ceux de y sont alors p(sj-),
J <pi-Ona

lw = Z T3 Z ]-tZs;: - Z Ti Z 1t25§a

i| >0 j<pt i|m<0  j<p;
o= DT Ly = D i) Lispsi)
i|m>0  J<pi i|7<0  J<p;
11 suit facilement
ly op =l

D’ou

d(le, by) < sup |lo(t) = L (p(t))[ + sup [p(t) —t| = sup |p(t) —¢[ <r.
t€[0,1] t€[0,1] t€[0,1]

On a donc : pour tout € > 0, il existe r = ¢ tel que pour y € B(z,r), d(l,1,) < e. Il suit
la continuité de z — I, sur Pouvert A(l). n



3.1.4 Semi-groupe et partition associés aux champs locaux

Pour I'étude des lois jointes (Iq, (f1),---,1q4,(fp)) d'intégrales stochastiques stables
multiples, on va se ramener a des fonctionnelles p-dimensionnelles sur D qu’on analyse
par la méthode de stratification sur des « strates » p-dimensionnelles. On introduit pour
cela une famille de semi-groupes {G.}. de parametres ¢ € (R")? qu’on définit avec p
champs locaux. Elle correspond a un cas particulier de transformations plus générales
introduites par Lifshits [9, 27]. On étudie dans cette section une telle famille de semi-
groupes.

Soient donc p champs locaux [!, ..., [P définis par les parameétres suivants :

— le seuil ¢;,

- m; € N¥,

— les intervalles A%, j =1,...,m,,

— les réels non nuls 77, j =1,...,m;.

On suppose de plus que les parametres vérifient :

€ < Eit1, {U]'SmiA;} N {U]’Smi, A;I} = (Z), 9 75 i (310)

Pour chaque champ local %, on associe un ouvert A(l*) comme en (3.7). On considére
alors sur I'ouvert A(l) = Ni_, A(1*), la famille de transformations {G.}. associée aux p
champs locaux :

Ge(z) =+l + -+ ¢pl2. (3.11)

En notant w?, i = 1,...,p les fonctions associées aux [* comme en (3.5), on a pour
ce (RM)P:

Oc(z) (1) = (1) + €1 wy(t) + - - + ¢ WE(2). (3.12)

Il est facile de voir que G, est une transformation de A(!) :
En effet comme ¢, (t) est donné par (3.12), soit pour i fixé t € Uj<pm, Aj-, pour k # i,
on a wF nulle au voisinage de ¢, on a alors dans ce voisinage :
8co(a) (t) = Ga(t) + ¢ wi (1)

Si ¢ est un instant de saut de z transformable pour %, il le sera aussi de G .z car « G,
accentue la transformabilité des sauts transformables et n’agit pas sur les autres ».
Siz € A(I"), les conditions d’appartenance a A(l*) sont donc encore satisfaites pour G .z.
Comme i est quelconque, on a bien G .z € A(l) pour z € A(l).

On a alors :

Proposition 18 {G.}.cwr+) définit un semi-groupe admissible sur A(l) selon la défini-
tion 10.

Démonstration : On vérifie les points (i)-(iv) de la définition 10.
(1) est clair.

(ii) On veut montrer Gy 4(z) = G.(Gy(x)). On a

p
Ge(Ga(w)) = Galw) + ) ciliym),
=1



il suffit pour voir le résultat de montrer que lG i(z) = I pour chaque i car alors

p p p
Ge(Ga(@) =2+ dili+> cli=x+ (c;+d)li=Gera(x).
=1 =1 =1

Montrons plus généralement que s’il existe ¢, d € (R")? tel que G.(z) = Gy(y) alors

IZ, = I} pour chaque i = 1,...,p. Pour cela, associons au i**® champ local I’ :
SHe) = ) 1{Us o), (.13
Sr(@) = ()N Uy Al (3.14)
Si(z) = SH(x)usS; (z). (3.15)

L’ensemble S;(z) désigne I’ensemble des sauts de x de module supérieur & &; dans un
intervalle A;, de signe le méme que celui de 7'} associé a A; En quelque sorte, S;(x) est
I’ensemble des « bons » sauts de x pour [*.

On constate facilement d’apres la définition des champs locaux qu’on a

lg: = Z (Qoi,s)—l—_ Z (Qai,s)_

seJF (1) s€Jg (ei)
R S S 3.16)
s€S;(x) s€S; ()

car d’apres les notations de (3.3) :
—si s g UjAL ona g =0,
~sise Uj|T'<0Ai alors @; s < 0 et (i)t =0
(

—sis€ U]|T>0A alors ;s >0 et ()" =0
On montre alors que pour z, y avec G.(z) = (y), on a :
Si(z) = S (y)- (3.17)
On a:

T+l +- ol =y+dily+ -+ dylP.

Soit s € S;"(z), on a par exemple s € A; Au voisinage de s, il est clair que pour k # ¢
et t € Ui Sk (), @it est constante et donc lﬁ, l’; sont constantes au voisinage de s pour
k # . 1l suit

5Gd(y)($) = 5Gc($)(8) = 5m(8) + Cﬂ']z- > ;.

On a alors nécessairement d,(s) > ;, puis comme s € A%, 7/ > 0, on a
s € Jy(ei) N{U; 5045} = SiF ().
D’ou S (x) C S;'(y) puis par symétrie, on a (3.17) et de la méme fagon :
Si (z) = 5; (y)-



Finalement compte tenu de I’écriture (3.16) de I, il suit facilement I, = I? et en parti-
culier If; .y = I, On conclut alors que

Ge(Ga(x)) = Gera(z).

(iii) Pour ¢ = (c1,...,¢p) fixé, Gex = x + c1ly + - -+ + I8 est une transformation du

type  — x + ¢l avec [ un champ local. On a alors ’admissibilité d’apres [13, th. 21.1].
On montre que z — G.(z) est injective :
Soient z, y tels que G.(z) = G.(y), c’est a dire :

p p
T + Zcil; =y+ Zcil;.
i=1 i=1

Sitd UjAj-, les champs locaux étant constants au voisinage de ¢, on a :

Site Al
— soit |9, (t)| > €;, on a alors

106, () (£)] = 102(t) + ciwg(B)] > &

D’ott |d¢,y)(t)| > €i et nécessairement, |6, ()| > &, d,(t) du signe de 6,(t), on a
donc g, (y) (t) = 6,(t) + ciwy (t) avec w(t) = wi(t) = 1) d’ol

0z (t) = 0y(2).

— Soit |0,(t)| < &;, les champs locaux sont alors tous constants au voisinage de t et
on a

02(t) = 0c.(x)(t) = da.(y)(t) = 0y(t).

Comme de plus z(0) = y(0), on a finalement z = y.

(iv) Soit = € A(l) fixé, on a ¢ — G.(x) injective, en effet :
soient ¢, d tel que Go(z) = G4(z) et t € A} instant d’un saut de z transformable par I’
(i.e. [0z(t)] > &;), on a

5Gc(:c) (Tf) =9, (t) + ciwi(t), 5Gd(z) (t) = 658(75) + diwi(t)

comme wi(t) = 7} # 0, il suit ¢; = d;.
En faisant de méme pour chaque 7 = 1,...,p, on obtient ¢ = d. [ ]

On associe a cette famille de semi-groupes donnés par (3.11) une partition I' comme en
section 3.1.2. On définit la relation d’équivalence ~ par

T ~y<=dc, de (R tels que G.(z) = Gy(y). (3.18)



Notons I' la partition obtenue, A(l)/I" 'espace quotient, v € A(l)/T', = : A(l) — A(l)/T
la projection canonique. On montre dans le reste de cette section que la partition ainsi
définie est mesurable, on pourra alors appliquer le théoreme 7.

Commencgons par remarquer qu’on a montré dans la preuve du point (ii) de la proposition
18 le résultat suivant :

Proposition 19
ey =(l,...,8)=(l,....,I%).

Remarque 13 Bien sir, on n’a pas 'équivalence [, = [, <=z ~ y.

Notons 7,(s) I'indice parmi {1,...,m,} tel que s € A? ' (s) bour s € Sp(z) puis intro-

duisons :
. 102(5)] — &
Cplx) = min { ——— ». 3.19
p( ) SESp(x){ |Tz€,(s)| ( )
On définit de la méme facon ¢ (z),...,c,—1(z) et on considere f : A(l) — D donnée
par

f@)=x—c(z)ly — - —cp(x)P. (3.20)
La fonction ainsi définie associe & z € A(l) le « début » de I'orbite de z. On montre que
cette fonction engendre la partition I :

Proposition 20
z~y = fz) = f(y).

Démonstration :

Do~y — fl) = 1) -

D’aprés (3.20), comme on a vu en proposition 19 que z ~ y = I = [} pour i < p, il
ne reste plus qu’a voir le lien entre ¢;(z) et ¢;(y). D’apres (3.17) dans la preuve de la
proposition 18, on a :

Sy (@) =38, (y), Sy (x)=357(y)

Pour s € Sf(z) = S (y), au voisinage de s, pour i < p, I%, I} sont constants. Soient
¢, d € (RT)? tels que G.(z) = G4(y). On a:

0Gen(S) = OGay(5) = 02(8) + &7 (o = 0y(s) + dpTy )

Il suit »
0z(s5) —€p by(s) + (dp — Cp)Tip(s) & Oy(s) — & g _
P = P - P +dp — G-
ip(s) ip(s) ip(s)
De la méme facon, pour s € S, (z), on a
_ P _
)=y =2y
70 7o)



En passant au min,eg,(s), comme S, (z) = S, (y), S,/ () = S (y), on a:

cp(T) = ¢cp(y) + dp — ¢,
cp(z) + ¢ = cp(y) + dp.

En faisant de méme par rapport aux autres champs locaux, on a finalement avec le
résultat de la proposition 19 :

z~y <= 3¢, de (RYP tel que G.(z) = Gu(y)
= s+l +o ol =y+dil+---+dplk
= z+(a—-d)l+-+(qp—d) =y
= z+(aly) —a@)l+ -+ (60 —6@)E=y
- x—cl(x)li—---—cp(a:)lg:y—cl(y)l;—---—cp(y)lg

= f(x) = f(y).

2) fla)=fly) = a~y:
Soit s € S (x) : 02(s) > €y, s € A ), .Tiz;(s) > 0.
Au voisinage de s, comme les champs I}, ¢ < p — 1 sont constants, on a :

81(w)(5) = 85y (5) = 6a(s) — ()72 ) > &

par définition de c,(z).
Or au voisinage de s € N;p(s),
dy(s) — cp(y)77 () = €p > 0 et

ip

on a aussi l;, i < p — 1 constants, donc dz)(s) =

Oy(s) > €p + Cp(y)ﬂi(s) 2 &p-

Comme y € A(l) C A(I?), y n’a pas de sauts de taille &, sur U; A%, on a donc d,(s) > &,

. p p . .
puis comme s € Az.p(s) et 7 5 > 0, il suit

5 € I (65) N {U;AT} = 55 (v).

On a donc S (z) C S (y) et par symétrie des réles de x, y, on a I'égalité.

De la méme fagon, on a S, (z) = S, (y) et donc Sy(z) = Sp(y). D’apres (3.16), il suit
[# = I¥ puis en raisonnant pareillement pour ¢ < p, on obtient I’égalité I} = [; pour tout
1 < p. On a alors :

f@)=fly) = z—a@)l——q@)b=y—caly)l,——cy) ¥
= $+C1(y)l;— et ep(y) =y +calz) L4+ cp(z) 2
= z+ca)l— -+l =y+c(2) l;—l- + cp(z) I
= Gy = Gew)(y)
- T ~Y.



Proposition 21 La fonction f définie en (3.20) est continue sur A(l).

Démonstration : On commence par considérer le cas d’une transformation G, définie
en (3.11) avec p = 1, c’est a dire associée a un seul champ local . On considére a nouveau
S*t(x), S~ (z), S(zr) définis comme en (3.13), (3.14), (3.15). Notons, pour s € S(z), i(s)
Iindice tel que s € Ay, et introduisons ¢(z), f définis comme en (3.19), (3.20).

Soient z € A(l) et B(z,r) voisinage de = défini comme en section 3.1.3.
Soit y € B(z,r), d(z,y) < a, il existe p € A qui réalise cette distance :

sup [z(t) —y(p(t))| <, sup |p(t) =t < a.
te[o,1] te[o,1]

I

On a vu qu’on avait une bijection entre les sauts « transformables » de x et ceux de y
dans A; donnée par p. Soit s € S*(z), on a

02(8) — 2a < 0y (p(s)) < x(s) + 20,

Pa(s) —e 20 _ [8,(p(s))[ € _ |[da(s)l —€ 200
|Ti(s)| |Ti(s)] |Tics)] |Tis) | | Ti(s)]
En faisant de méme pour s € S~(z), en utilisant la bijection entre S(z) et S(y), en

notant 7, = max; |7;|, 7 = min, |7;| et en passant au mingcg(z), on obtient

() — i—a < ely) < oz) + i—a (3.21)

On a alors

1F (@) (p(1)) = f(z)(2)]
y(p(1)) = c(y) Ly(p(t)) = 2(t) + c(z) L (1))
y(p(t)) =z ()] + le(y) by (p(1)) = c(y) L(t)] + |e(y) Lo(t) — c(z) Lo(2)]-

D’oti avec || - || 1a norme uniforme sur [0, 1]
1 () = f(y) o pll < [lz =y opll + |c(y)] lle = by o pll + [|la]] c(y) — c(2)]-

Or
[l <74y le(y) —clz)| <2a/7-, [z —yopl <a,

il suit alors
d(f(z), f(y)) < (1 + [e(z)| + 2a/7- + 2a7, /7).

On a donc pour tout € > 0, ’existence de a > 0 tel que

d(z,y) < a = d(f(z), f(y)) <e.

Considérons maintenant le cas général ou {G.}. est défini avec p champs locaux I!, ..., [P
satisfaisant la condition (3.10) :

gi <ir,  {UjemAj}N {Ujfmi’ Aj-'} =0



Siz e A(l') alors z+¢; I}, € A(l"), mais on a aussi  +¢; I € A(I") en effet : I/ n’agit que
sur les sauts de z dans Ug<p, Al et donc les conditions d’appartenance a A(I*) qui ne
concernent que les sauts sur Ug<,,, AL ne sont pas modifiées. On a donc z + ¢;l2 € A(I*)
pour tout 1 < 5 < p.

Par la proposition 17 et (3.21), z — ¢;(z)l% est continue sur A(l*). On s’intéresse ici &
f donnée par
f@)=z-al@)ly - —cl) L.

Notons .
£ A"y — D
B — x —ci(z) IL.

Soit z € A(l), d’apres le cas précédent f; est continue sur A(l) C A(l*), de plus fi(z) =
x — c1(z) IL € A(I?) car les conditions d’appartenance & A(/%) ne sont pas modifiées. On
a:

fao fi(x) = fi(z) — er(fi(2)) I3 )-

Or f; n’agit pas sur les sauts qui ne sont pas dans Ujcm, Al

j, on a donc facilement
l% (@) = I2. De méme

eo(fi(z)) = min {M}

s€S2(f1(z))

or So(fi(x)) = Sa(x) et pour s € Sy(x), on a 0y, (z)(s) = dz(s), il suit alors cz(f1(z)) =
¢a2(x). D’ott finalement

fao film) = fi(x) — co(@)2 = 2 — c1(z) 1L — o) 2.
De plus fo 0 fi(z) € A(I*). On montre alors maintenant facilement que
fro-ofil@)=x—ci(z) I} — - — cp(x) 2 = f(z).
Comme chaque f; est continue sur A(]) C A(I*) on en déduit la continuité de f sur
A(l). n
Corollaire 2 La partition I' définie par (3.18) est mesurable au sens donné en section

3.1.1.

Démonstration : Comme d’apres la proposition 20, f engendre la partition I' et que
par la proposition 21 f est continue, on a la mesurabilité de T'. [ ]

On peut alors appliquer le théoreme 7 : il donne I’existence des mesures conditionnelles
{P,}, et l'existence de leur densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur l'orbite.

Remarque 14



— En toute rigueur on applique le théoreme 7 sur I'ouvert A(l) en tenant compte
de la remarque 11 qui suit ce théoreme en section 3.1.2. Pour cela, on change
momentanément de métrique pour appliquer ce théoreme et avoir ’existence des
mesures conditionnelles et de leur densité.

— En général, au préalable, on fait une localisation, et pour x donné on travaille avec
un/des champs locaux tels que x € A(l) ouvert associé a ces champs locaux. On
considere alors un voisinage V(z) de = dans A(l) sur lequel les transformations
G. associées donnent bien un semi-groupe admissible (vérifiant la proposition 18
en particulier le point (iv) de cette définition est satisfait parce que les champs
locaux sont choisis en fonction de x). On peut ensuite appliquer le formalisme de
la méthode de stratification.

3.2 Résultat principal

On en vient a 'objet de ce chapitre, I’étude des lois jointes d’intégrales stochastiques
stables multiples. On se donne pour cela p noyaux de dimension respective dy,...,d, :

f1 € L*(log )™ ([0, 1]"), ..., f, € L%log, )%™ *([0,1]%). (3.22)

Rappelons que les intégrales multiples I;(f) ont été définies au chapitre 2 en passant
par un représentation de type LePage qui permet de les développer en séries Sy(f)
donnée en 2.8 (cf. théoréme 5). Pour pouvoir énoncer le théoréme principal, on donne
dés maintenant I’ensemble des notations dont on a besoin au cours de la preuve qui va
suivre. On pourra ainsi s’y reporter plus facilement.

fpourizl,...,p, NZ:dl-i--f—dl, N:Np,
—a' = (af,...,a,) € N*! une (p + 1)-partition de d; :

di = la'| =af + - +al,
~a=(a',...,a?) € (NPT1)P,
= M, = (a%)1<ij<p € Mp(R), di =37} a;, be=>77 a,
pour b = (by,...b,) € NP :

D
E(b): {a:(al’...,ap) | |al| :di; Za?;:bk pOUI‘k:L...p},

=1

— 0, la permutation de {1,..., N} telle que pour

k—1 i—1
F= but Y e+l 1=1,.. 0
u=1 s=1

on a

i—1 k—1
o) =D di+ > ais+1, (3.23)
v=1 s=1



— P’application associée & o, U, : RY — RY
Ua(tla cee atN) = (taa(l)a cee ataa(N))a

= o(t) = filts, - tny) - - fo(tny 141y - - -5 BN,

ZH oy det Mo ¢(Ua(1)),

a€E(b) i=1

— En notant II;, 3, le sous-groupe de IIy constitué des permutations laissant in-
variants les « b-blocs » suivants : (1,...,b1), (b1 +1,...,b1 +b2), ..., (b1 + by +
"bp_1+1,...,b1+b2+"'bp:N) :

bl byl
Stvta®) = =5 D Oltatrys- - o),

— ¢y = Shy ...b, %6 Symétrisée de ¢ dans chaque « b-blocs ».

Le résultat d’absolue continuité des lois jointes des intégrales stochastiques stables mul-
tiples est alors le suivant :

Théoréme 8 Soient M une mesure aléatoire stable satisfaisant (2.5) et fi,..., f, des
fonctions vérifiant la condition (H) suivante :

il eziste b= (by,...,b,) € NP, |b| = N avec ¢p = Sh, .5, P

non presque partout nulle sur [0,1]V. (3.24)

Alors la loi jointe
(Idl(fl)a---:ldp(fp)) (325)

est absolument continue par rapport a AP, la mesure de Lebesque p-dimensionnelle.

Remarque 15

— L’hypotheése (H) est a rapprocher de celle, analogue, du théoréme 5 de [11] pour
I’absolue continuité des lois jointes des intégrales de Wiener-It6. On renvoie a la
section 3.3 pour des exemples ou cette condition s’exprime facilement.

— Sia>1et S #0, on aindiqué en section 2.5.1 au chapitre 2 qu’on pourrait définir
I;(f) par une représentation S;(f) de type LePage plus générale bénéficiant des
meémes propriétés. La démonstration qui suit s’adapterait facilement pour que le
théoréme 8 reste valable dans ce cas (cf. remarque 18).

— Dans le cas de la loi d’une intégrale stable multiple I;(f), le théoréme 8 s’exprime
plus simplement :

Corollaire 3 Pour M une mesure aléatoire stable satisfaisant (2.5) et f non nulle dans
L*(log,)*([0,1]), la loi de I’intégrale stable multiple I,(f) est absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesque .



On commence par proposer d’autres exemples ou la condition (H) est facilement
vérifiable. Pour mieux faire ressortir les étapes principales de la preuve, on débute avec la
démonstration du cas plus simple du corollaire 3 : on évite ainsi les difficultés techniques
supplémentaires qu’on réserve pour la section 3.5 ou on traite le cas général des lois
jointes.

L’idée générale de la preuve donnée en section 3.4 et 3.5 est de commencer par réduire
le probléeme pour se ramener d’abord a I’étude de la série multiple Sy(f), puis passer
a I'analyse d’une fonctionnelle associée sur . Apres localisation, on met en place la
méthode de stratification décrite précédemment.

3.3 Exemples

Pour appliquer le théoreme 8 aux intégrales stochastiques stables multiples des fonc-
tions f1,..., fp, on doit vérifier la condition suffisante (H) énoncée en (3.24). On donne
dans cette section plusieurs cas ou (H) s’exprime simplement.

1) Casp=1,d; =1 avec b=1.

On a alors E(b) = {1} et o; = id. 1l est facile de voir qu’alors ¢(t) = ¢(t) = f(t). La
condition (H) est vérifiée si f # 0. Ceci est bien connu puisque les intégrales stables
simples sont de lois stables

1 1/a 1 Qe
. Jy | @)|esign (£(2)) B¢) dt
‘%((A'ﬂ”'ﬁ> | Jo £ at ’“J

données par la proposition 10 et elles sont non dégénérées si le coefficient d’échelle
1/

op = (f[o 1 |f|ad)\) est non nul, c’est a dire si f Z 0.

Réciproquement dans ce cas, si (H) n’est pas satisfaite, la loi de I;(f) est dégénérée.

2)Casp>1,dy=---=d,=1avecb=(1,...,1).

On a
p p
Zai,j =1 Vl, Zam =1 \V/_]} .
j=1 =1

Il est facile de voir que #E(b) = p!. Pour o € II,, considérons la matrice a, = (af;)1<ij<p
associé a o par

E(b) = {a = (@i,)1<ii<p

al ;= )
bJ 0 sinon.

a_{l sii = o(j).

Il est clair que a, € E(b), de plus 0,, = o, en effet d’apres (3.23), on a

o(n)—1 n—1

Oq,(n) = Z 1+ Zag(n),s +1=o0(n).



Il suit E(b) ~ II,. De plus pour chaque a € E(b), on a B, = [[}_; B,, = 1 et deta, =

€(0), en effet
P

det a, = Z () Ha;(j)yj = ¢(o)

p€lly Jj=1

car par définition de a, le seul terme non nul est celui pour lequel ¢ = ¢. On a alors

B(t) = Y €(0) X L X filtoq) -« fylto)) = det{fi(t;)}.

o€ll,

On a aussi Syd, = ¢y et la condition (H) est vérifiée si

det{fi(t;)} # 0.

Réciproquement, avec le cas particulier p = 3 et f3 = f; + f2, on constate facilement que
det{f;(t;)} = 0 : la condition (H) n’est pas vérifiée. Puis la loi de

(Li(f1), [ (f2), Li(f3)) = (Li(f1), [a(f2), L (f1) + Li(f2))

n’est pas absolument continue car (I1(f1), [1(f2), I1(f3)) est dans Ihyperplan P de R3
d’équation x 4+ y — 2 = 0 et on a alors

P{(L1(f1), L1 (f2), L1 (f3)) € P} =1, N (P) = 0.

3)Casp=1,d; =d>1 avec b=d.

On a facilement E(b) = {d} et o4 = id. 1l est facile de voir que ¢(t) = ¢(t) = f(t) car
f est symétrique. La condition (H) est vérifiée si f Z 0 : on retrouve le corollaire 3 &
partir du théoréme 8.

4) Cas p=2,d; = dy =2 avec b = (2,2).
On trouve facilement que

-{(20). (1) (32))

Quand le déterminant est non nul (c’est a dire pour la premiére et troisieme matrice),
on associe par (3.23) respectivement les permutations suivantes :

(1 234), (3412).
Comme B, =1, on obtient
Spp(t) = dp(t) = 4f1(t1,t2) folts, ta) — 4f1(ts, ts) fo(t1, t2).

La condition (H) est alors vérifiée s’il n’existe pas de réels ¢, co tels que

C1f1 = C2f2-



Réciproquement, si (H) n’est pas satisfaite alors fi, fo sont proportionnelles et néces-
sairement la loi jointe des intégrales stables doubles associées est dégénérée.

5) Casp=2,d; =1, dy =d avec b= (1,d).

On trouve facilement que
10 0 1
e ={(0 a) (7 al0)}

Les permutations associées sont respectivement
(123 - d), (213 - d).

On en déduit

do(t) = d(fi(t1) foltos ts, - - - s tar1) — filte) folti,ts, - - -y tas)).

D’ou
d+1
Sen(t) = d fr(tr) falta b, - - tars) = > filts) folta, - tast) -
. —_——
=2 avec ¢ en
i€me position
La condition (H) est vérifiée si
|
ft) falte ts, - tar) # D filt) folta, - tar),
i=2

~—
avec t; en
i®me position

par exemple pour d = 2, (H) est satisfaite si

Fit) foltasts) # 5 (Filta) ot ) + Folts) ol 1),

6) Casp=3,dy=1,dy=1,d3s =2 avec b= (1,1,2).
On trouve facilement que

Les permutations associées sont respectivement

(1 234), (1324), (2134), (312 4),
(3214), (2314).



Apres quelques calculs, on trouve que (H) est vérifiée si :

fi(t) fo(t)  fs(ta, ta) fi(t) fot)  fs(ta,ts)
Seop(t) = | fite) fa(ta) fa(to,ta) | +| fi(ta) fa(t2) fs(te,t3) | ZO.
fi(ts) fa(ts)  fs(ts, ta) fi(ts) fo(ts)  f(ta,ts)

—

3.4 Preuve du corollaire 3

On s’intéresse d’abord dans cette section & la loi de I;(f) pour f € L*(log, )¢~*([0, 1]).
Dans ce cas, on a vu dans 'exemple 3 précédent que la condition (H) s’exprime simple-
ment par f # 0. La preuve du corollaire 3 n’utilise pas le théoreme 8, c’est en revanche
une version simplifiée de celle de ce théoreme. On commence par la présenter pour faci-
liter la compréhension dans un cadre moins technique qu’en section 3.5.

3.4.1 Reéduction du probleme

D’apres le théoreme 5 du chapitre 2, on a I4(f) £ Sa(f) ou la série multiple Sy(f)
est donnée par (2.8). Pour cela, considérons F' : D — R donnée par :

Fy(w) = Y oltr)---0u(ta) f(ts,-- - ta) (3.26)

ou {t}x est la suite des sauts de = € D. On considere aussi le processus stable 7 de loi
notée P donné par
me = M([0,2]), ¢<][0,1]. (3.27)

La représentation de LePage dans le cas simple donne des informations sur les sauts du
processus 1) :

— V; sont les instants des sauts du processus stable 7;

- o/ °T, /% est le module de ces sauts par ordre décroissant de module;

— 7; est la direction de ces sauts.

On a alors
Fan@) = €% 3" (") rale ) fiVass -4 Vi)
ki, >0
= Sa(f)(w). (3.28)
On a donc

Fa(n(w)) = Sa(f)(w).
D’ou Fy(n) £ Sa(f) et on s’intéresse maintenant & I’absolue continuité de la loi PF .

Remarque 16 Soulignons qu’on obtient ainsi une nouvelle représentation de I’intégrale
stable multiple en tant que fonctionnelle sur ’espace des trajectoires de 7
Par symétrie et nullité sur les termes « diagonaux » de f, il pourra étre commode

d’écrire :
Fy(z)=d! Y Oulte,) - 0alte,) f(thrs s th,)-

0<k1<-<kg



Pour étudier PF, ! on utilise des méthodes d’approximation, de localisation et de
stratification. Grossierement, 1'idée est de se ramener a des ensembles ou on pourra
montrer 'absolue continuité (approrimation) en localisant I’étude par séparabilité. On
utilise alors localement la méthode de stratification.

Plus précisément, pour montrer PF, I <« ), il suffit de prouver que pour tout € > 0,
il existe X, mesurable dans X =D avec P(X.) > 1 —¢ et

Py F71 <\ (3.29)

En effet si tel est le cas, soient €,, — 0 et & associé.
On a

P{X{} <en
P {ﬂnspkfn} <ég, — 0 quand p — +oo.

Ainsi U, &;, est un ensemble P-presque siir. De plus, pour tout n, on a Py, F L«
Soit A € B(R) tel que A(A) = 0; notons B = F,; '(A).
Comme Py, F;' < )\, ona Py, (B)= Py, F;'(A)=0.
On a donc pour chaque entier n P{B N &, } = 0, il suit alors P{BNU,X;, } = 0.
D’ou

PF7Y(A) = P(B) = 0,

ce qui justifie ’absolue continuité de PF; .

Par séparabilité de X, pour voir (3.29), il suffit maintenant de montrer que pour tout
z € X, il existe V(z) voisinage de z tel que

PV(w)Fd_l <L A\

On commence par montrer en section 3.4.2 I'existence de ’approximation X, et d’un
voisinage V (z) pour chaque z € A; fixé, puis on utilise la méthode de stratification au
voisinage de x en section 3.4.3.

3.4.2 Choix des outils

Par hypothése f : RY — R mesurable est non presque partout nulle. Soit donc
t = (t1,...,tn) un point de Lebesgue de A := {x € R? | f(z) # 0} de mesure positive.
Par hypothese sur f et par densité de tels points, on peut choisir ¢ avec ses coordonnées
toutes distinctes t; # t;, @ # j.
Soit € > 0 fixé, il existe V; = U} x --- x U] avec

—UinU; =0, i#3j;
MV Ay)

- I >]1—¢.
AN



On introduit ’ensemble P-presque sur suivant :

X={re€eX| pouri=1,2,...,d, z aaumoins un saut en un instant

de U7, le module maximal de ces sauts est atteint une seule fois },
puis soit :

X, = {z € Xy | r a un unique saut maximal sur chaque U; en Ty: ()
avec T.(z) := (Tyz (v), ..., Tys(v)) € Ay} (3.30)

On commence par étudier Tz (z).
Pour ne pas alourdir les notations, supposons Uf = (a, b).
La représentation de LePage dans le cas unidimensionnel donne :
L a —1/a
m = Cy/ Z% L, K 110,49 (Vi)-
k>0
Le plus grand saut en module de 1 sur (a,b) est CY/°T,; M et a lieu en V, avec p =
inf{k, Vi € (a,b) }.
En notant Ay ={V; & (a,b)Vi <k, Vi, € (a,b)},on a:

Tiapy(n) = Z Vi 14,

E>1

Soit A € B([a,b]), on a :

P{Tiup(n) € A} = P{ZVk 14, € A}

- Zk;{{A, N{> Vil € A}}

= EP{A;, V}ij}

= lzzlp{v,- ¢ (a,b)Vi<l, Vi€ A}

= IZZI:P{Vl ¢ (a,0)} " P{V; € A}
>1

= 371 - Ma, b)) AA)

>1

A(A)

M(a,0)}

Tiap)(n) est donc de loi uniforme sur (a,b) et de la méme fagon Ty:(n) est de loi uniforme
sur U;.



Par indépendance des accroissements de 7, les variables aléatoires Ty:(n) et Ty: (n),
i # J, sont indépendantes car U7 N US = 0 ; il suit :

L(Tz(m)) = L(Tyz(n),---,Tuz (1))

_ & e

=1

.

La variable aléatoire T,(n) est donc de loi uniforme sur le pavé V.. On a
P(X) = Plz|T.(z) € Af}
= PXO ET (Af)

Il est clair que Py, T est concentrée sur V; et est de loi uniforme sur ce pavé, on a en
fait :

X(V.N-)
Py, T7'() =
Xo,ete () )\d(Vs)
Ainsi NV, 1 A9)
N A<
Py, T7HAG) = —— L <.
Xo,e ( ) Ad(‘/g) ¢
D’ou

P(X) PXOeT (Af)>1—€

On obtient ainsi une approximation de X = ID comme cherchée. D’apres 1'idée générale
décrite en section 3.4.1, il suffit de s’intéresser maintenant & 1’absolue continuité de
Py, F~! pour chaque ¢ > 0.

On utilise la séparabilité de I pour localiser et se ramener a montrer que pour tout
x € X, il existe V(x) voisinage de z tel que Pv(w)F < A\

Soit donc x € X, fixé, notons pourt=1,...,d:
— t; = Ty:(z) 'instant du plus grand saut en module de = dans U ; (3.31)
— t; V'instant du second plus grand saut de = dans U, |6,(¢)] < [0.(t:)];  (3.32)
1
—f =g, nlnn |02 ()] - (3.33)

Par finitude du nombre de sauts de z en module supérieur a £y/2, on choisit §; > 0 tel
que t; soit le seul instant de A} = (t; — d1,¢; + 01) C Uf d’un saut de module supérieur
a 60/2.

Soient alors

1
— 6 < 2 min {50, 24y, '—i1nf ; {l6z(t:)| — \(5:6(15;)\}} ; (3.34)

— B=6-0806 (B<0);
— A= (t; — B, ti+ B) C A} CU;.



On est maintenant en mesure d’appliquer la méthode de stratification comme en section
3.1.4. Pour cela, on considere le champ local [ défini par les parametres suivants : g9 > 0,
Ientier d, les intervalles A;, i = 1,...,d et 7; de module 7 > 0 et de méme signe que
dz(t;). On associe a [ son ouvert A(l) par (3.7), il contient clairement z.

On définit alors le voisinage V' (z) de z par :
V(z) = B(z,d2) NA(l) N X.. (3.35)

On utilise la méthode de stratification dans ce voisinage de z.

3.4.3 Stratification

On considere la famille de transformations {G.} .cr+ associée au champ local [ comme
en (3.11) : G, : A(l) — A(l),
Gexr =1+ cly.

On définit la partition I & partir de la relation d’équivalence ~ sur A(l) donnée comme
en (3.18) par :

21 ~ T si et seulement s’il existe ¢;, co € RT avec G 21 = GeyTo.

Notons a nouveau 7 : A(l) — A(l)/T la projection canonique et Pr la mesure quotient
associées. On appellera orbites les classes d’équivalence 7! (7y), elles sont unidimension-
nelles d’apres la proposition 15 et on les munit d’une mesure de Lebesgue A,. Les strates
v s’écrivent alors :

y={z+cl, ceR}.

D’apres le corollaire 2, la partition I' est mesurable et par le théoréeme 7 pour Pr-presque
chaque 7, les mesures conditionnelles P, existent et vérifient :

P ()} =1, Py <A,

La méthode de stratification permet alors d’étudier Py (;)F,; ! en tant que mélange
de distributions conditionnelles :

Py Fyt = / " P E7 Pr(dy). (3.36)
V(z)/T

Pour montrer que Py ;) F, I « ), il suffit alors de voir que pour Pr-presque chaque 7 tel
que 71 (y) NV (z) #0, on a P,F;' < \,. Comme P, {r7!(y)} =1et P, < A, on se
rameéne 3 'étude de la restriction Fy, de Fy sur les traces d’orbites 7 ' (v) NV (z) sur le
voisinage de = avec Fy, : R — R donnée par Fy,(c) = Fy(z +cl;). On a

Fiy(@ = D Sarera(ti) - -Onrer, (ty) flthys -5 try)

k1,-.0,kg>0



ol (tx)k>o est la suite des sauts de z € D.
D’apres (3.6), on a :

Fd,’Y(C) = Z H (5w(tkz) +wa(tki)) f(tkl""’tkd)'

ki,...,kg>0 1=1

F, -, est donc un polynome de degré au plus d, le coefficient du monome de degré d est :

Calf,z) =D wolt,) - waltiy) ftrs- - th,)- (3.37)

E1ykg>0

Comme il est indépendant de = € v, on le notera aussi Cy(f,v) = Ca(f,z).

3.4.4 Etude du coefficient Cy(f,~7) du monéme de degré d de
F dyy

Notons {t;};>q les autres instants de sauts de x.

On a d’apres la définition de w, en (3.5) :
— pour i < d:wy(t;) =7 car t; € Ay, |05(t;)] > €0, 0z(t;) 75 > 0;
— pour i > d : wy(t;) = 0 car soit ¢; & Uj=1,..a A, soit ¢t; € A; mais par choix de A,
on a alors [0,(t;)| < 0/2.
Il suit

Cd(fam) = Z ww(tkl)"'ww(t’cd) f(tklﬂ""tkd)

k1,--0skg>0

= d!Tl"'Tdf(tl,...,td)7é0

car x € Xy et (ty,...,tq) =Ty.(x) € Ay
Soient y dans le voisinage V(x) de x donné en (3.35), (sx)r>o la suite des instants de
ses sauts, on étudie :

Calf.) = 3 wylsn) - -wylsk) Flshus -5

k1,..0,kg>0

D’apres la définition de la topologie de Skorokhod (cf. [2, section 14]), il existe p € A :=
{p :10,1] — [0, 1] bijection croissante} telle que

sup [z(p(t)) —y(t)| < da et  sup [p(t) —t] < dy.
te[0,1] te[0,1]

0o (p(t)) — 202 < dy(t) < dz(p(t)) + 202 ;
10:(p(1))] = 20, < |6y (t)] < [02(p(t))| + 205,



On a p~!(t;) € A, en effet |p(t;) — t;| < Jo donc
1
P (tz)<t1+52<t,+ﬂcar52<51/2 1y .
p t(t;) > t; + 8 de méme p(ti) € A
De plus [6,(p™(t:))] > [02(t:)| — 202 > 2e9 — 20, > ¢ car dy < go/4.

Site A;\{p7L(t)}, on a p(t) € Al en effet |p(t) — t| < &, donc
p(t)<t+5g<ti+ﬂ+(52:ti+51 ’
p(t) > t; — §; de méme plt) € Ay

Dol |0,(t)] < [6:(p(2))| + 202 < €0/2 + 252 < gg car p(t) € AL\ {t;} et t; est le seul
instant de Uf pour lequel un saut de z est supérieur a £¢/2.

Finalement pour t € A; : si t = p~1(#;), on a
= [0, (p™(t:))| > eo,
- pil(tz) € Aia
— 6,(p 1 (t;)) est du signe de 6,(t;) donc de 7;;
sinon ¢ # p !(t;) et alors |6,(p ()| < 0.
De plus pour t € Uf, t # p~'(t;), on a :
16, ()| < [0a(p(£))] + 202 < [05(t])] + 202,
16, (P~ (8))] > 102 (ti)] — 202,
Le choix 0, < 1 (|0,(t;)] — |65(t;)]) dans (3.34) assure alors |0,(t)] < |6,(p *(¢:))].
p '(t;) est bien I'instant de plus grand saut en module de y sur Uf, c’est a dire :
p (i) = Ty (y)-
Revenons a l’estimation du coefficient Cy(f,y) :
(s:)i>o étant la liste des sauts de y, on a :
— wy(si) = 0si 83 & UI_ 1A ;
— quand s; € A, wy(s;) # 0si et seulement si s; = s;, = p~*(¢;) d’apres la discussion
précédente sur les sauts de y.

On a donc :
Cd(fa y) = Z wy(skn) "'wy(skd) f(sku---askd)
k1,...,kg>0
= dr-1q flp ), 0 H(t)).
Or p~'(t;) = Ty:(y) donc comme y € X, (p~'(t1),...,p" " (ta)) = Tue(y) € Ay. Il suit

Pour toute orbite v avec une trace sur le voisinage V (), la restriction F,, de Fy a la
strate 7 est un polynéme non nul, le coefficient Cy(f, ) du monéme de degré p étant non
nul. Comme P, < ), il suit I'absolue continuité de P,F; ' et de la formule (3.36), celle
de Py(y)F, d_l. Finalement, par localisation et approximation, on a prouvé le corollaire 3,
c’est a dire le théoréeme 8 pour les lois simples d’intégrales stables multiples. [ ]



3.5 Preuve du théoreme 8 dans le cas général

On se donne dans cette section un entier p, des dimensions dy, ..., d, et des noyaux
fi,---, fp par (3.22), on discute de I’absolue continuité de la loi jointe de leur intégrale
stable multiple (3.25).

On suit la méme démarche que dans la section 3.4 dans le cas des lois simples : on
commence par se ramener, par le théoreme 5, a ’étude des séries associées de LePage
(section 3.5.1). On se rameéne ensuite a I’étude de fonctionnelles sur D. Pour cela, on
approxime, localise (section 3.5.2) pour pouvoir appliquer la méthode de stratification
en dimension p (section 3.5.3) en introduisant une famille de transformations a partir de
p champs locaux.

3.5.1 Réduction du probleme

A nouveau, par le résultat de représentation, on prouve le théoreme 8 pour les lois
jointes des séries multiples Sy, (f;), i =1,...,p.

(Sd1 (f1)7 SRR Sdp (fp)) (338)

Ces lois jointes coincident avec celles des intégrales stables multiples (3.25). On montre
en effet que pour 61, ...60, réels, on a 1’égalité en loi :

0154, (f1) + -+ 0,54, (fp) £ O11q,(f1) + -+ 0p1a,(fp)- (3.39)

Pour cela, commencons par prendre des fonctions simples :

n1 na Np
fi=) akla,,, fo= aplay, o fr= apila,,
k=1 k=1 k=1

avec pour chaque 1 < j <petl1l <k <nj:A;; = A}’k X ee X Aj]k Comme pour
1<j<petl<k<mn;:

de( Aj,k) = ng/aZ[Vi][ri]_l/alAj,k(Vi)

i>0

d;
= H Cé/a Z %‘Pi_l/alAg,k (Vi)
=1

>0

dj
= H Sl(lAé,k)’
=1



on a

0154, (f1) + -+ - + 0pSa, (fp)

ni Np
= Zelal,is’dl(lAI,i) +-t Z Opap,isdp(lAp,i)

=1 1=1
ni dy Np dp

= a0 [[Si(Mar )+ + D 0papi [ [ S1(1ar) (3.40)
i=1 k=1 i=1 k=1

Or il est clair qu’on a 1’égalité en loi :

(51(1%), SO G TS IRPRN- NCURTND INPRN-NCYUAD B
L
Si(lag, )s---s 51(1Aﬁ?np)) £ (11(1%), By (3.41)

L1y, ) Ti(lya s s Di(Lay, ). ..,11(1Azpnp)) .

Comme la fonction

(1) (d1) (1) (d1) (1) (dp) (1) (dp)
(T 15 T10 s e s Thpgse e e s iy s Tp oo oo s Tpd s ooy Ty see-Tp))
n1 dy Np dp
E : (k) Z (k)
— 01 Qi H xl,i + -+ 0p Qp.1 H pr’i
=1 k=1 =1 k=1

est continue, il suit facilement avec (3.41), (3.40) et son analogue pour I que :

alsdl(fl) mai ade(fp)

n1 dy Tp dp

= ZelaleSl(lAin) + -+ Zé’pap,i HSI(IA’;,)
i=1 k=1 ’ i=1 k=1 ’
n1 d1 Tip dp

L

= Zelal i HIl(lA’f,z) + - ZOPULW- HII(IA’;J)
=1 k=1 =1 k=1

£ 000y (f1) + -+ O,La(f)-

On obtient ’égalité (3.39) pour les fonctions simples.
Soient maintenant

fi € La(log+)d1_1([0, 1%, ..., fp € La(log+)dp_1([0, 1]%).

Soient pour chaque i < p, (fy,)n une suite de fonctions simples telles que f,; — f;
quand n — +oo dans les espaces L*(log, )%~ *([0,1]%), on a alors

Sas(Fg) — Sa;(fi)y Lo, (Fai) — Lo, (f)-



On a donc

0150 (fan) + -+ -+ 0pSa, (fap) — 01Sa, (f1) + -+ 0,4, (f,),

91[d1(fn,1) +oeeet epldp (fn,p) i> elldl(fl) +eeet 6’;Dldp (fp)a

avec de plus ’égalité en loi (3.39) pour les suites f,1,- .-, fnp- On en déduit alors (3.39)
pour f; € L*(log,)®1([0,1]%),..., f, € L*(log, )% ([0, 1]%).

On s’intéresse donc désormais aux lois de (3.38).

Pour cela, considérons F' = (F1, ..., Fp) avec F; : D — R associée & f; comme Fy a
f par (3.26) en section 3.4. et le processus stable 7, de loi notée P, donné (3.27). On a
alors comme en (3.28)

Fi(n.(w)) = Sa,(f) (@)

On a donc
F(n(w)) = (Filnw)), ..., Fp(nw)))
= (Sa(f1), -+ 54, (fp)) (w)-
D’ou F(n) £ (84, (f1),---,S4,(fp)) et on s'intéresse maintenant a I’absolue continuité de
la loi PF1.

Pour montrer PF~! < ), il suffit de voir que pour tout ¢ > 0, il existe X. mesurable
dans X =D avec P(&X.) > 1 —c et

Py, F71 < P (3.42)

Par séparabilité de X., pour voir (3.42), il suffit de montrer que pour tout z € A, il
existe V(z) voisinage de z tel que

PV(QU)F*1 < M.

On commence par montrer en section 3.5.2 I'existence de ’approximation X, et d’un
voisinage V' (z) pour chaque z € X, fixé, puis on utilise la méthode de stratification au
voisinage de x en section 3.5.3.

3.5.2 Choix des outils
D’apres ’hypothese (H) du théoreme 8 :

il existe b = (by,...,b,) € NP, |b| = N avec ¢y = Sp,.._5,5%
non presque partout nulle sur [0, 1]V.

Pour ce b donné par (H), 'ensemble A; = {z € R | ¢y(z) # 0} € B(RY) est de
mesure positive. En considérant ¢t = (t1,...,fy) un point de Lebesgue de Az qu’on



choisit avec ses coordonnées toutes distinctes (¢; # t;, ¢ # j), pour € > 0 fixé, il existe
Ve =Uf x --- x U§, avec

—UinU; =0, i#7;
AV(V.N Aj
— —( ° ¢,,) >1—e.
AN(VZ)

On introduit alors I'approximation X, comme en (3.30) en remplacant I’ensemble A; par
Aj,. On vérifie de la méme facon qu’en section 3.4 : P(X.) = Px, T, '(4;,) > 1 —e.
Comme expliqué précédemment, il suffit maintenant de s’intéresser a ’absolue continuité
de Py F~! pour chaque € > 0.

On utilise la séparabilité de DD pour localiser et se ramener a montrer que pour tout
z € X,, il existe V() voisinage de = tel que Py F~1 < M.

Soit donc z € A, fixé, notons pour ¢ = 1,..., N comme en section 3.4 t;, t; les instants
de plus grand saut et de second plus grand saut en module sur U; et gy la moitié du
minimum des sauts maximaux (cf. (3.31), (3.32), (3.33)).

Par finitude du nombre de sauts de z en module supérieur a €y/2, on choisit §; > 0 tel
que t; soit le seul instant de A} = (¢; — d1,t; + d1) C UF d’un saut de module supérieur
a 80/2.

Soient alors

— €0/2<e1<er << g <Ep; (3.43)
1
— 0 < 1 min {60,2(51, '—i1an {164(t:)] — 16(t) |}, 261 — 80} ; (3.44)

— B=0—-06 (B<L61);

On est maintenant en mesure d’appliquer la méthode de stratification comme en section
3.1.4. Dans le cas des lois simples de la section 3.4, on associait une famille de transfor-
mations a un parametre qui engendrait une partition en strates de dimension 1. Pour
s’'intéresser aux lois jointes de dimension p, il faut introduire des strates de dimension p
et pour cela considérer une famille de transformations a p parametres. Pour ce faire, on
considére p champs locaux [° et leur ouvert A(l*) associé par (3.7). On les choisit de la
fagon suivante :

— ¢; donné par (3.43),
— m; = b;, donné par ’hypothese (H),
- A;- = Apqogb, 45 poUr j =1,...,b;,

— T; du signe de 0,(t;) de module constant 7 > 0.

Il est clair qu'on a bien z € A(l) = NI_, A(I*) ouvert. De plus la condition (3.10) de la
section 3.1.4 est clairement vérifiée.



On définit alors le voisinage V' (z) de z par :
V(z) = B(z,6,) N A(l) N X.. (3.45)

On utilise la méthode de stratification dans ce voisinage de z.

3.5.3 Stratification dans D

On associe aux p champs locaux !, i = 1,...,p la famille de transformations {G.}.,
¢ € (R")P donnée par (3.11) :

o AL — AQ
[P T |_>x_+_cl l;++cp lg

On définit la partition I" & partir de la relation d’équivalence ~ sur A(l) donnée comme
en (3.18) par :

T ~ Ty si et seulement 8'il existe ci, co € (RT)? avec G, 71 = G, 2.

Notons a nouveau 7 : A(l) — A(l)/I" la projection canonique et Pr la mesure quotient as-
sociées. On appellera orbites les classes d’équivalence 7 '(y), elles sont p-dimensionnelles
d’apres la proposition 15 et on les munit d’'une mesure de Lebesgue p-dimensionnelle A7
Les strates v s’écrivent alors :

P
N = {x—l—Zcili, (c1,---5¢p) € (R+)p}.
i=1

D’apres le corollaire 2, la partition ' est mesurable et par le théoréeme 7 pour Pr-presque
chaque 7, les mesures conditionnelles P, existent et vérifient :

Pir7'(m} =1, P, <.

La méthode de stratification permet alors d’étudier Pv(w)F_l en tant que mélange
de distributions conditionnelles :

Pv(w)F_l :/ PyF_le(d’)’).
V(z)/T

Pour montrer que Py (g F —1 <« )7, il suffit alors de voir que pour Pp-presque chaque ~y
tel que 77'(y) NV (x) # 0, on a P,F~' < Ab. Comme P, {7 '(7)} =1 et P, < A\, on
se raméne & Détude de la restriction F, de F' sur les traces d’orbites 7 '(y) NV (z) sur
le voisinage de z. F,, : RP — R” est donnée par

Fy(c) = (Fi4(c), ..., Fpy(0)
= F@+all+-clf), c=(cy,...,cp).



Notons dans la suite :
L=(%...,), <eclp>=cli+--+clt.
On réécrit alors

Fig(e) = Flz+<cly >)
= Z Ont<cls>(t1) * Ourcete>(ta;) filts, - - ta)-

11,.td;

Comme (3.12) se réécrit aussi sous la forme 0y 1<y, (t) = 0,(¢)+ < ¢,w,(t) >, on a:

E,W(C) = Z (ﬂ(éz(tj)+ < c, wz(tj) >)>fi(t1, .. .,tdi).

thyesty; i=1

On obtient un polyndme en ci,..., ¢y, on en cherche les coefficients en développant le
produit intérieur :

Z (H‘MQ‘)) (szlu(tj)>"' Hwﬁ(tj) 190¢f" - e

I,...,Ip partition de \j€Ilo jel Jj€lp
{1,....d;}, #Ir=ap
ao+-tap=d;

D’ou pour chaque i =1,...,p:

o= % % (Taw) (o)

t1,--sta; los.,Ip partition de \j€lo Jjeh
{1,...,di}, #Ik:ak
ao+-+ap=d;

H Wh(t;) | filte, ... ta,) i - -,

JElp

Ro- ¥ % 3 (Tae) (M) -

a=(ao,...,ap) {I} partition de 1,...tq; \j€lo jel
|a\:d, {1;---;di}7 #Ik:ak

ng(t]) fi(tla---atdi) C(lll---czp.

Jjelp

On dispose d’une expression explicite de F,(c). Comme P, < AL, on obtiendra P, F 1k
AL en montrant que le jacobien de F, est non nul. C’est 'objectif de ce suit que de calculer



ce jacobien.

%(C): 3 D (H) (H)

a=(0a0,...,ap) {Ix} partition de t1,...t4; I I
lal=d;  {1,-...ds}, #Ix=ay

H fi(tl,.--)tdi)a’j

I

a
cclll .« 'Cpp

Cj

Pour simplifier ces notations (trop) lourdes, posons pour la suite :

P i (i i -
—c¢* =c¢' ¢ pour @ = (ai,...,q);

Bl = Z Z (H) (H) H filts, ... ta).

{Ix} partition de t1,-.ta; \ lo I Ip
{Lyodi}, #Ip=ai

En utilisant ceci, on réécrit plus simplement :
Fiple) = > Buc™;

ai:(ag,...,a;)
|a*|=d;

] at
aFi,’Y (C) _ Bz‘_ az’ C_
= oi @5 .
0c Sl G
a'=(ag;..-,ap)

|at|=d;

OFiy .
(3Cf (C))i,j '

no = Y o]l (3) o

On calcule maintenant le jacobien J,(c) =

= Y o) ) (f[%) (ﬁaf}(i)) (ﬁ ccai. )

i=1 i=1 o)
ou €(o) désigne la signature d’une permutation o € II,. Or
at P P

p ai a,i p p .
H c _ i=1C _ i=1 C _ H C(Z¢=1 aj,)—-1
N p N ... o k :
) Lo g o




ro= X (o) (I X o Tk )

at|=d; \i=1 oell, i=1
i=1,...,p

Utilisons les notations supplémentaires suivantes :
~ soit a = (a!,...,aP) € RFM' @ --- @ RP! avec o’ (ao, ..,ah) € R,
- M, = (a} )1<Z]<p matrice carrée (sans la colonne numéro 0 des af) ;

- M? = (a )0<,<p matrice non carrée (avec la colonne numéro 0 des af);
1<j<p

I 0.
= di =) o), somme de la ™ ligne de M2 ;

— by =Y_F_, a}, somme de la k™ colonne de M ou M,.

Remarque 17 On peut imposer dans la suite by > 1 pour & > 1, en effet si b, =
P Lai = 0, M, a alors une colonne nulle car chaque a = 0, i = 1,...,p, il suit
det M, = 0; le terme relatif & un tel by est alors nul. Il n’y a donc aucune restriction a

supposer b, > 1.

On obtient ,
Jy(c) = Z (H BZ;) (H - 1) det M,.
lat|=d; \i=1
=1,...,p
Le jacobien est un polynome en ci,...,cy, on obtiendra sa non nullité si on exhibe au

moins un coefficient non nul de ce polynome.

En notant b = (by,...,b,) € (N*)?, le coefficient relatif au monéme ¢5* ' - e est
p -
A= (H B;Z) det M,
a€B(b) \i=1

P
E(b) = {a: (a',...,a") € (NTHY | |d'| = d;, Zai = by, pour k = 1,...,p}.

=1

Il suffit de voir qu'un tel coefficient A, 4 est non nul.

Pour étudier

Ay =
LY Y e

tion de {1,....d;},
F#1x=aj,



on développe le produit [[?_; en utilisant au préalable la symétrie des fonctions f; :

> X (D) (I s

{I+} partition de t1,- Io I I
{1yeods } AT =0
af)—kail aé—l—----{—a;
1 Pt £
}: Ha ) TT wit)-- ] WE(t;) filts,. .. ta)
wotd; J=1 j=aj+1 j=ab+-tal_ +1

avec
C(a') = #{partition de {1,... d-} en {Iy}p_1,., avec #I; = al,}
= Cao 0‘11 Caé ' C ap

.t _ i _ i

ay ~di—aj a.1 a.0 al— a
d;!
i-

p—1
(A
CLO. ay!

En notant o}, = ). i<k @5, le ™ facteur dans la somme de A, s’écrit :

o) aj
1
E : H5 H ww(tj)"' wg(tj) fi(tl""atdi)'
p t15esta; j=1 j=ab+1 j=ai_;+1
On considere N; =d; 4+ --- 4+ d;;, N = N,, on scinde
tl, ceey tdl, td1+1, ey td1+d2, ceey td1+d2+...+dp71+1, ceey td1+d2+...+dp
en blocs de taille NV :
tNi_1+1a"'atN,'7 Z:]-aap
Dans chacun de ces blocs, on consideére la partition en aj, . .. ,af, parties :
tN¢—1+1a SRR thH—af)a tN¢71+af)+1a sy tNi_1+a§7 SRR tN¢_1+a;71+17 <y
tNi—H—Oz}}J = In;-
Notons k N; 4 +a k z_1+04 N;, le i*™¢ bloc est donc constitué des sous-blocs
suivants :
tk;_l—l—l" . '7tk67tké+1" . .,tkzi,tk.zi_l_l, . .,tké,..., tk;71+17"'7tk;‘;
- 7 N o’ - o %/_/

1er sous bloc  28me gsous bloc 3%me gous-bloc (p+1)¥™€ sous-bloc

On en déduit

P d.! 4 kb
it
N (1 - FEETA § (D DR | QX
CLEE(b) =1 0 D* =1 tN¢,1+1a---atNi j:k£71+1
Kl K,
1
X H wm(tj) H Wg(t]) fi(tN¢_1+1,...,tNi).
7=k§+1 j=ki_ +1

On utilise pour simplifier les notations suivantes :



= < g1,00 >=),0,(t) 9:(t);

_<glaw$> thw() ()

— < go, W, @Wi >=3", Wy
De cette facon,

(t)w2 (L) ga(tr, ).

kp
§ : P
H 6 H w H wx(tj) fi(tNi—1+1""’tNi)
ENg_ g+ 1oty j=kET 41 j=kj+1 J=ki_;+1
s’écrit sous la forme compacte
i i p ®a
< fi 5§a0®w;v®a1 R---Quw >

avec af +al + - +al = di = N; — Nj_1.

L’étape suivante consiste a faire un changement de variable. Pour cela, on définit pour
chaque a € F(b) une permutation de {1,..., N} notée o, :
pour

k-1 i—1
J=D bt g+l =10,
u=1 s=1

on pose :
i—1 k—1

“ S Nt
v=1 s=1

On associe & cette permutation I'application U, : R¥ — R donnée par

Ua(tl, e ,tN) = (tga(l), .. ataa(N))

et on fait ensuite le changement de variable correspondant a U,. On transforme ainsi

Ayp = Z (HC >det M, <f1 @ ® fp, @, (5®a0 ®w1 ,®ai ®wp,®a )>

acE(b)

en

A%b =< (bb, Gb > (346)

- ¢( ) = fl(tla-- tN1) o 'fp(th—l-f—l" . '7th) 3
— ()= ) HC ) det M, ¢(Ua(t)) ;

a€E(b) i=1
b 1,0b ,Rb
_Gb:5§0®ww®l®...®w£®l7'



Comme G, est une fonction invariante par une permutation conservant chaque bloc
(t1,- oy tny)s oy (Boyetby_q+15 - - - tv), O0 peut utiliser au préalable une procédure de
symétrisation : pour by,...,b; > 0 avec by + ---+ by = N, on définit :

byl - -by!
Sby,baf (1) = IT Z ftoqy, -5 to(vy)

avec IIy, . 3, sous-groupe de II,, constitué des permutations laissant invariants les blocs
suivants, appelés « b-blocs » :

{1,...,b1}, {b1+1,...,b1+b2}, {bl+b2+"'bp—1+1:---7b1+b2+"'bp:N}'

Le coefficient étudié en (3.46) s’écrit alors aussi

N!
Ayp = m < Sby,py @b, Go > (3.47)

On se rameéne ainsi & considérer ¢, = Sby,...0,P6 Symétrique dans chaque « b-blocs ». On
acheve la démonstration en étudiant le coefficient A, correspondant & b donné par (H).
C’est 1'objet de la section suivante.

3.5.4 Etude du coefficient Ay

On étudie la non nullité de

< ¢y, Gy >
=< 6, 05" @y @ - @ W >
b1 b1+---bp
= Z Hw;(&) e H wh(si) Po(s1,- .-, 5N). (3.48)
S1yemyS N i=1 i=b1+--by_1+1
Dans la section 3.5.2, ¢, ...,y désigne des instants de sauts de x dans U7, t = 1,..., N,

notons {t}r>n ses autres instants de sauts.

D’apres la définition de w? en (3.5), on a :
— wi(ty) =0si k> N car soit t; & U;AL soit |0,(t)] < €0/2 < &4
- w;(tk) =0sik Q{b1++bz_1+1,,b1++bz} iéme blOC;
— w;(tk) = T; Sity = t‘z = tb1+---+bi_1+j car alors t, = t; € A;, |5$(tk)| > g9 >¢€; et
6z(tx) est du signe de 7;.
D’apres cette discussion, il faut alors dans (3.48) :
— pour 1 < 7 < by, s; dans le premier bloc;

—pour by + -+ +b,_ 1 +1<7<b +---+ by, s; dans le p™° bloc.



A une permutation pres dans chaque « b-bloc », il faut

(81,..., SN) = (tl,..., tN),
puis comme ¢, est invariante par permutation conservant les « b-blocs », on obtient

N!
= d
Hi:l bi!

car par choix des t;, # < N, en section 3.5.2, on a

A’Ya:,b: TNéb(tla"'atN) #O

(tr,-- - tn) = Te(z) € Az, = {z € RY | ¢ # 0}

On étudie maintenant A, pour une orbite y telle que 7' (y) NV (z) # @ ol on rappelle
que V(x) est le voisinage de z fixé, donné par (3.45).

Soient y € V(x) représentant de v := 7,, (sx)k>o0 la liste des instants des sauts de y.
D’apres la définition de la topologie de Skorokhod, soit p € A = {p :[0,1] — [0, 1]
bijection croissante} telle que

sup [z(p(t)) —y(t)| <da et  sup [p(t) —t[ < dy
te[0,1] te[0,1]

avec 0o donné par (3.44). On a alors

6a(p(1)) — 265 < 6,(t) < 6 (p(t)) + 265
82(p(£))] — 205 < 18,(H)] < 18(p(t))] + 262

On constate que p~1(t;) € A; : en effet, comme |p(t;) — t;| < do, on a facilement :

(ti) <t; 4 09 < t; + B car 0y <51/2

1 1 M _1 . . Pp— .
(t:;) > t; — B de méme }ﬂsmt.p (t:) € Di = (t = B, ti + ).

ol
ol
De phlS |6y(p71(tz))| > |(5$(tz)| — 209 > 2e0 — %60 = %80 > €9 > E;-

Site A;\{p7'(t)}, on a aussi p(t) € Al : en effet, comme |p(t) — t| < 0y, on a

) <t+d<ti+P+d =1+ . . ’
28 >t — 0, de mér’ile } il suit : p(t) € Aj.
D’ou, comme
— [62(p(t))| < 5 car p(t) # t; seul instant de A} pour lequel un saut de = est supérieur
ae0/2,
— 209 < €1 — £0/2 par le choix (3.44) de o,
on a
5,(8)] < [0:(p(1)| +262 < T +28 <1 <&,



Conséquence : pour t € A;,
— sit=p'(t;) alors t € Ay, |6 ( )| > €i, 0y(t) est du signe de 6,(¢;),

— sit# p '(t;) alors |6, (t)] < 5 < e

Remarquons par ailleurs que pour ¢ € UF, t # p~'(¢;), on a

16, (8)] < 102(p™" (£))| + 202 < |6, (t])] + 205 (3.49)
car p~(t) # t; donc [6;(p™" ()| < |6 ()],
16, (07" (8:)| > 102 (ti)] — 262, (3.50)

comme par choix de dy en (3.44) :
1 . ,
b < 7, inf {16:(8)] = 58]}

on déduit de (3.49), (3 50) qu’on a |6, (t)| < [0,(p~ ' (t:))]-
On a donc p~'(t;) = Ty:(y) et
(P ' (t),- s 7 H(EN)) = Tely).

Finalement en notant (s;);>o les instants des sauts de y, on a d’apres I’étude sur ces
sauts :

- w;(sk) =0 sis;¢d U?;IA; ;
— wi(sk) #0 sisp € U;’?'ZIA;- et sp = p~ (t}).

On peut maintenant estimer le coefficient A, , pour y € V(z) représentant de I'orbite
v =, telle que () NV (z) # 0. 11 est donné par :

bl b1+...bp
) _
Z Hwy(si)"' H wg(si) ®b(51,---,5N)
S1yeeySN =1 i=b1+-bp_1
les sauts si,...,sy doivent étre a une permutation pres dans les « b-blocs » égaux a
p L (t1),...,p " (ty); comme @ est symétrique par permutation dans ces « b-blocs », on

obtient :

N!
’Yyab = :I:
HZ lb

car (s1,...,sy) =T:(y) € Ay, et y € &.. Le coefficient A, ; est donc non nul.

A N¢b( SN) 750

On a donc pour tout y avec 7~'(y) NV (z) # 0, la restriction F, () de F aux traces
d’orbites 77! () N V(x), est de jacobien un polynéme non nul car un de ses coefficients
est non nul. Comme P, < AL, on a finalement :

P%V(w)F_l <K NP,



D’ou en enchainant les arguments :

PV(E)Fil L N
loca@}tion PXEF_I < AP

appro:vgation PFil < NP

On obtient I'absolue continuité de £(Sg, (f1),---,Sq4,(fp)) par rapport & AP et donc celles
des lois £ (I4,(f1),---,14,(fp)) aussi par le théoréme de représentation, ce qui achéve de
prouver le théoréme 8. [ ]

Remarque 18 Lorsque a@ > 1 et § # 0, la preuve s’adapterait facilement. On doit
tenir compte de termes supplémentaires dans la représentation S;(f) mais les termes
prépondérants qui permettent de conclure ne changent pas. En effet, on suit la méme
démarche, le jacobien jv(c) qu’on considere est toujours un polynome a plusieurs indé-
terminées mais il n’est plus homogene. Cela ne change pas I’étude du coefficient A, qui
reste non nul sous la méme hypothese (H).



Chapitre 4

Convergence en variation des lois
des intégrales stochastiques stables
multiples

On s’intéresse dans ce chapitre a la continuité forte par rapport au noyau f des lois
des intégrales stables multiples I,(f). La continuité forte considérée est la continuité par
rapport a la topologie induite par la norme de la variation sur Z(R), ensemble des
mesures signées sur R, de variation totale finie. Notons que compte tenu de I’absolue
continuité des lois des intégrales stochastiques stables multiples établie au chapitre 3
précédent, on obtient en fait la convergence dans L'(R) des densités des lois de ces
intégrales.

On commence en section 4.1 par des rappels utiles aussi aux chapitres 5 et 6 sur la
variation d’une mesure et une description de la méthode de superstructure (voir [13] pour
plus de détails), variante de la stratification utilisée précédemment. On prouve ensuite
la continuité a partir de la représentation de LePage du chapitre 2, on utilise en particu-
lier I'indépendance des deux suites intervenant dans la représentation puis le caractere
markovien de 'une d’elles pour se ramener par conditionnements a la convergence de
coefficients qu’on étudie en utilisant la représentation de LePage et ses propriétés.

4.1 Rappels

4.1.1 Variation des mesures

Définition 12 Soient (X,Bx) un espace mesurable, y une mesure finie signée sur
(X, Bx). On appelle variation de p la mesure positive || définie par la relation :

ul(A) = ?EP)Z 1(An),

ot le supremum est pris sur les partitions dénombrables mesurables (Ay), de A € By.
On parle de variation totale de p pour ||p|| = |p|(X).
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Proposition 22 L’espace Z(X') des mesures signées sur By, de variation totale finie,
muni de la norme || - || est un espace de Banach.

Définition 13 La convergence pour la topologie associée a la norme de cet espace est
. . . var
la convergence en variation ou convergence forte, on la symbolise par —.

On rappelle quelques propriétés de base sur la variation pour lesquelles on renvoie a
[13]. On les utilisera dans la suite sans les citer & nouveau.

Proposition 23 (§2, [13])
— Si la mesure p est absolument continue par rapport d la mesure v et si h = du/dv
est la dérivée de Radon-Nikodym alors

lull = /X Bl dv = Al

. . . var ’ - \
en particulier, st p, < v, p < v, la convergence |, — | est équivalente a la
convergence des densités h, = du,/dv vers h = du/dv dans le sens de L'(X,v).

~ Pour f: X — Y mesurable, on a ||uf| < ||ul]-

= Sout (X, U, p) = (X1, U, 1) X (X, Us, p2), alors ||pl| = (|| - [[el]-
~ Soit {in }n une suite de mesures telles que i, <K V et [y —— [, AlOTS [log K V.

Définition 14 (mélange de mesures) Soient (V,V,v) un espace mesuré et
{1ty }yey une famille de mesures signées sur (X,U) telles que pour A € U la fonction
y — py(A) est mesurable. La mesure

u(A) = /y 1y (4) v(dy)

est appelée le mélange des mesures {1, } par rapport d la mesure v. On a de plus lesti-
mation suivante de sa variation totale :

lull < /y iyl w(dy)-

La convergence forte, comme la terminologie 'indique, implique la convergence faible.
Bien que la réciproque soit fausse, on a (voir [13, th. 2.7]) :

Proposition 24 Soient P, = P et Q,, = Q. Alors



4.1.2 Méthode de superstructure

On considére une mesure de probabilité P et une fonctionnelle f sur un espace
X. Pour étudier ’absolue continuité de Pf ! ou une convergence forte comme dans
ce chapitre, I'idée de la méthode de superstructure (due a Davydov cf. [10, 13]) est
d’introduire une famille auxiliaire de mesures (). et de fonctionnelles F, sur un espace
plus large telles que

- Q.F7' 5 Pf~! quand € — 0;

— les mesures Q. F. ! s’étudient assez facilement, en général en appliquant la méthode

de stratification.

Développons I'idée de la méthode dans un cas simple souvent utilisé : on se donne une
famille {G,, ¢ € [0, a|} de transformations de X telles que I'action de ces transformations
sur P est faible pour les parametres assez proches de 0 :

PG;' ™5 P quand ¢ — 0.
On consideére sur ’espace produit
(Yo, me) = ([0,¢€], Bpg) @ (X, U), €€]0,d],

la famille de mesures {Q).} données par :
1
Qs = _/\|[0,6] X P7
€
et de fonctionnelles F; : Y, — R,
F.(¢c,x) = f(G.x).

(
On remarque que {z | (¢,z) € F. '(A)} = G_.*{f '(A)}, on a alors pour A € B(R) :

QF () = (Plow x P) (F7 ) = 2 [ PG (b e (@)

Il suit
IPf™ = Q.F Y| = é/OE(Pfl — PG,'f 1) de
< 2/05 |P— PG| dc — 0 quand € — 0.
On a bien Q.F' =% Pf~'. Pour étudier Q.F!, on applique maintenant la méthode

de stratification avec la partition de ). en « strates » paralleles a I’espace produit [0, ¢].
Avec ¢,(c) = f(Gex), c € [0,¢], on a

Q.F ' = i / Ao, P(dx). (4.2)

On peut alors utiliser les propriétés sur les mélanges et la proposition 5 pour analyser
'absolue continuité de Q. F.~! puis de Pf~'. Essentiellement, on se ramene & étudier les
restrictions de f sur les orbites de {G_}..



4.2 Continuité en variation de L(I;(f))

Comme aux chapitres précédents, on considére sur un espace de probabilité (2, F, P),
une mesure aléatoire a-stable M sur ([0, 1], B([0,1]), ) de mesure de controle A et de
fonction de biais 8 : [0,1] — [—1,1]. On se place dans le cas ou la mesure M est
générale si @ < 1 et symétrique si o > 1, c’est a dire vérifiant I'hypothese (2.5) :

0<a<l ou 1<a<?2, g=0.

Pour f € L*(log,)* ([0, 1]%), le théoréme 5 du chapitre 2 donne une représentation des
intégrales stochastiques stables multiples I;(f) = f[o 1 fdM¢? en séries de type LePage.
Rappelons qu’avec les notations du chapitre 2, on a

La(f) £ 5a(f) (43)
avec Sy(f) donné par (2.8) :

Sa(f) = CY* Y Il [T £ (Vi) .

i>0

On s’intéresse a la continuité pour la topologie associée a la variation des lois des inté-
grales I;(f) par rapport au noyau f. Plus précisément, on a le résultat suivant :

Théoreme 9 Soit M mesure stable vérifiant (2.5), quand f, converge vers f dans
L*(log,)*'([0,1]%), f non nulle, on a

L(1a(fn)) = LUTL(f)). (4.4)

Remarque 19

— D’apres le théoréme 5 du chapitre 2, comme les lois de Sy(f) et I;(f) sont les
mémes, on s’intéresse dans la suite aux représentations Sy(f,), Sq¢(f) de Iq(fn),
I;(f) respectivement pour prouver la convergence (4.4). On note p, et p ces lois
dans ce chapitre.

— D’apres le théoreme 8 du chapitre 3, p,, ¢ sont absolument continues par rapport
a la mesure de Lebesgue, donc d’apres la proposition 23, le théoreme 9 s’énonce
aussi sous la forme d’un théoreme local limite :

Corollaire 4 Avec les mémes notations et hypothéses que dans le théoréme 9, on a la
convergence des densités de p, = L(14(f,)) vers u = L(I4(f)) dans L'(R) :

dp, L'®R) dy

—= .

dA dA
La preuve du théoréme 9 consiste en plusieurs étapes dont les principales sont les sui-
vantes : en conditionnant, on commence par découpler les variables (;, Vi) et T';, on
se sert ensuite du caractéere markovien de la suite (I';); pour découpler les espérances
entre « passé » et « futur » conditionnellement au « présent ». On peut alors appliquer

la méthode de superstructure et se ramener a des polynomes a plusieurs indéterminées
qu’on étudie en se servant des propriétés de la représentation de type LePage.



4.3 Preuve du théoréme de continuité

Pour prouver la convergence (4.4), il suffit de montrer que toute sous-suite de (f,,)n>0
admet une autre sous-suite (fy,)p>o Vérifiant cette convergence. Il n’y a donc pas de

restriction & supposer que la convergence f, — f a lieu a la fois A%-presque partout dans
[0,1]% et dans L*(log, )?~([0, 1]%).

Il n’y a aucune restriction a supposer f symétrique et nulle sur les termes diagonaux.
Notons & nouveau 7% := {i € N¢,0 < 4; < iy < --- < 44} 'ensemble des multi-indices
non diagonaux et A; := {z € [0,1]* | f(z) # 0}. Comme par hypothése f # 0, on a
A%(As) > 0, on montre facilement par le lemme de Borel-Cantelli, I'existence presque
stire d’un multi-indice i € N* tel que V; € Aj;.

On définit ensuite i* le multi-indice i tel que V; € Ay et qui réalise par ordre de préfé-
rence :

minig, minig_q,..., minds, Iming;. (4.5)
c’est a dire parmi les multi-indices qui conviennent, on choisit celui qui a le plus petit
indice maximal, puis le plus petit deuxieme indice maximal... i* est ainsi uniquement
déterminé et minimal en un certain sens.
La loi de V- est absolument continue, en effet pour A4 € B([0,1]?) avec A\%(A4) = 0, on
a:

P{Vie € A} = P{Vi€ A i"=i} <> P{V;€ A}
i>0 i>0

Or pour tout i € N¢, P{V; € A} = \4(A) = 0. 1l suit
L(Vi) < M.
Comme par hypothése, on a A{z € [0,1]? | fo(z) — f(x)} =1, on a aussi
P{fn(Vi) = f(Vi)} =1 (4.6)
avec f(Vji) # 0 par choix de i*.

4.3.1 Conditionnement par (v;, Vi)iso

Comme les suites (i, V;)iso et (I';)i>o sont indépendantes, on supposera pour sim-
plifier la présentation que ’espace de probabilité est un espace produit (92, F, P) ®
(Y, F', P, avec P = P® P et (I';)i0, (74, Vi)i>o ne dépendant respectivement que de
(Q,F,P) et (U, F', P, c’est a dire :

[i(w o) =Tiw),  7ww) =%, Vilww)="V()
Aussi le conditionnement par rapport & o {(v;, Vi), 2 > 0} n’affecte pas la loi de (I';);.

Remarque 20 De la méme facon qu’au chapitre 2, on considere que ’espace est un
espace produit sur les facteurs duquel les variables aléatoires sont définies. On souligne
cependant que pour ne pas alourdir les notations dans ce chapitre, on a échangé (2, F, P)
et (', F', P'") par rapport au chapitre 2.



Notons dans la suite Y = (7i, V;)iso la suite aléatoire de ({+1, —1},[0,1])" ne dépendant
que de espace facteur (£, F', P'). Pour A € B(R), on a

W(A) = P{Su(f) € A} = / P{Su(f) € A|Y = y} Py(dy).

Notons i, = L(Sq(f) | Y = y), p est alors mélange des p,, y € ({+1, -1}, 0, M.
En introduisant de la méme facon u,,, on déduit immédiatement des rappels sur la
variation en section 4.1.1 que :

= ol < / ity — timg | Pl (dy).

On est ramené a I’étude pour Pj-presque chaque y € ({+1,—1},[0, 1)) de |1y — tinyll-
En posant y = (g, u) avec € € {+1,—1}N et u € [0, 1]Y, on constate facilement que

py = L (Cg/aZ[Si][Fi]_l/af(ui)>,

i>0

fny = L (02/"2[si][ri]—l/“fn(ui)>-

i>0
Pour alléger les notations, posons encore :
Ai(y) = A C0es] f(w),  Anily) = d! CY/°[ei] ful(ws). (4.7)
Notons que par choix de i*, A;«(y) # 0 pour Py -presque chaque y. Il suit :
=L (Z Ai(y)[ls]” 1/“> My =L (Z An,i(y)[Pi]_”") :
icTd icTd

On sait que pour Pl-presque chaque y, il existe i* € 7% minimal selon (4.5). Comme
A;(+) et i* sont o(Y')-mesurables, en fixant y, on fixe aussi A;(y) et i*.

Considérons sur (R)N la fonctionnelle définie par :

= Aiy) @i, - (4.8)

ieTd

LAY =9) £ Aily) [TV = (0.

On introduit de la méme facon qu’en (4.8) la fonctionnelle F), , qui permet d’avoir

L(Sa(fa) | Y = y) £ Fy (D7),



4.3.2 Utilisation du caractere markovien de la suite I

Pour P}-presque chaque y fixé, on dispose de i* = (i}, .. .,45) € T satisfaisant (4.5),
notons dans la suite pour alléger p = 7).
On utilise I'indépendance entre passé et futur conditionnellement au présent de (I';);>o,

suite a accroissements indépendants donc markovienne : les vecteurs {I"; 1/ RPN Y “1,
{T'; Y *, i > p+ 1} sont indépendants conditionnellement & I',, ;. Notons :

— -1/« —1/a
Ptp+1 == E((Fl / ,...,Fp1/> ‘F[)-Fl: p+1>’

+ —1/a —
Ptp+1 - E ((Fk )k2p+2 | Fp+1 — tp+1) . (4.9)
La loi P; ,, est de densité connue, donnée par :
7Syt

ﬁ L{o<s,p1<sp<<on) (4.10)

-1 -1 S1,...,81 = '
pFl /a,m, /a|r " ( 1, » Oy p-l-l) b (51"'8p

ol on note Sp41 = t;i{a. On a pour A € B(R) :

py(A) = P{Sa(f) € A|Y =y}
= P{F,(I""*) € A}
= [ PR € A| Ty = by} Pryu ).
De méme
png(4) = [ PLE (L7 € A| Tyt =t} Py (dipi).
Pour une suite ¢ = (¢;);>0, on utilise les notations suivantes pour les suites tronquées :
tej = (ti)ic; et tyj = (ti)iz)- (4.11)
Soit
Hytpp = L (Fy(r_l/a) | Lpi1 = tpi1)
Pngtyn = £ (Fn,y(ril/a) | pi1 = p+1) ;

on a alors facilement

”:uy - ,U"n,,y| < / ||/‘1’yytp+1 — Hny,tpta ” PF])+1 (dtp-l—l)'

On utilise maintenant 'indépendance entre passé et futur conditionnellement au présent :
P{Fy(r_l/a) €A ‘ Fp+1 = p+1}
= E{I{Fy(F_l/a)EA} | Pp—|—1 = p—|—1}

= E{I{Fy(l"_l/a ty 1 TS )eA} ‘ Lpr1 =tpia}

{E{l —1/0* A ey ‘ Fp+1 = p+1}( >p+2 ‘ Fp+1 - p+1}

p+l

=F {{ll}y,tp+1 PZ}H—Q) | 1jzo+1 = p—|—1}



avec
1l/a 1l/a
Yoty (t2p12) = P LR (DS 150) € A Typia =t |

De la méme fagon, on introduit 1, On a alors :

;y;tp-i-l N

P{Fy(F_l/a) €A ‘ Fp+1 = p+1} - P{Fn,y(F_l/a) €A | F10+1 = p+1}
=F [wy,tp+1 (P2p+2) - wn,y,tp+1(rzp+2) ‘ 1_\p+1 = p+1}

= / [y tysr (topr2) = Ungityss (tpr2)] P, (dEspra).

On en déduit pour la variation totale qu’avec :

Hytspyr = L (F (F_l/a t;glaial ‘Pp+1 = p+1>a
:u’n,y,tzpﬂ =L (Fn,y(r_l/a t;}l)ial) ‘ Fp+1 = tpH) )

on a :

||/’Lyatp+1 - ,un,y,tp+1|| S /||uyat2p+l - /’Ln;y;th-i-l” ’Pt—il;f—l (dt2p+2).

On se raméne ainsi maintenant a montrer que pour Py-presque chaque y, Pr,,,-presque
+ i
chaque t,11, P, -presque chaque t>po :

1 a ,—1l/a

11p+1 = p+1) = E( (F e t>]1){|—oi)

Ipy1= p+1)- (4.12)

1/a 1/a

t>p+1
, on le note R, ;. On associe de méme le polynome Ryy:a

D’apres la définition de F, en (4.8), on observe facilement que F,(I'., ) est un

polynéme en T/, ..., T,"®

F,, de facon que :

—1l/a ,—1/«a —1/a —1/a
Fy (T 45,08) = Rya (1%, 1,12,
Foy (05 505 ) = Ry (77,50

4.3.3 Superstructure

On considere la loi P, = L ((Fl_l/o‘, - I‘;l/a) | Ly = p+1) sur (RT)?) elle est
donnée par la densité (4.10).
Par choix de i*, le coefficient du mondéme XXy ---X;. dans le polynome R,; est

A (y) # 0. 11 s’agit donc d’un polynéme non nul pour lequel on peut fixer v € RP
tel que R, ;(v) # 0.

On considere alors la famille de transformations de (R*)? données par :

o [ ®Y — ®y
N — T4 v = (21 +cvy, ..., Ty + Cup).



Comme P, ., est une loi dans L'((R*)?), la convergence en variation de la translatée
par G, de P, vers P, est équivalente & la convergence dans L'((R*)?) des densités.
Comme celle-ci est due a la continuité de 'opérateur de translation G, on a quand
c—0:

PGPS P (4.13)

p+1 tp+1
On applique maintenant la méthode de superstructure dont on a décrit le principe
en section 4.1.2.

On définit sur Y. = ([0,¢], B([0,¢])) ® ((R")?, B(R")?) les familles de mesures et
fonctionnelles auxiliaires suivantes :

e 1 _
Qtp+1 = gAl[Oa‘E] X Ptp+17 FE(ca .’L') = Ry,t(l‘ + C’U).

En exprimant Q; . F, ! de la méme fagon qu’en (4.1), on déduit de (4.13) quand ¢ — 0
la convergence suivante, uniforme en n :

IPo R, — O Frl < - / 1P, —Pr G de — 0.

De la méme facon ||”Pt;+1R;71 ¢ F7'| — 0 quand € — 0.

T e
Or
||P?5;+1R_1 - P?;+1 _,;,t|
< ||Ptp+1 Qtp+1 1” + ||Qtp+1F ! Qtp+1 nE” (4]‘4)
+ || Qtp+1 Ptp+1 ,y,t”'

Quand € — 0 les premier et troisieme termes du membre de droite de (4.14) tendent
vers 0. En fixant 6 > 0, on trouve ¢ > 0 tel que ces deux termes sont majorés chacun
par §/3. On s’intéresse des lors au terme restant

||Q§p+1F€_1 - Qip_"_an_’; |

D’apres (4.2), en notant ¢, ,(c) = R, y¢(z + cv), on a :

1
£ -1 _ —1 —
tp+1 Fn,s - g /(;R-}—)p )\Qpn,w Ptp+1 (d.@)

En introduisant les mémes notations pour QipHFE_l, on déduit que :

1
195, 7 = el < [ e

On est ramené a montrer que quand n — +00, pour P, ,.-presque chaque z :

e (AT). (4.15)

Aozt = Apnall — 0. (4.16)

Pour voir (4.16), on étudie la convergence des coefficients du polynéme ¢, ,(c) : ¢ —
R, +(x+cv) vers les coefficients correspondants du polynome ¢, (c) : ¢ = Ry ¢(z+cv). On
pourra alors appliquer un résultat sur distance en variation de distributions fonctionnelles
(cf. proposition 25).



4.3.4 Etude des coefficients des polynomes ¢, ,

Les coefficients de ¢ — R, ;(z+ cv) sont des combinaisons linéaires des coefficients du
polynome a p indéterminées I, ;, les coefficients des combinaisons étant des polynomes
en = et v fixés. De la méme fagon, ceux de ¢ — R, ,.(x + cv) en sont de ceux de R, 4,
les coefficients des combinaisons linéaires étant les mémes polynomes en z, v. Il suffit
donc de voir la convergence des coefficients de R, ,, vers ceux de Ry, pour P;', -presque
chaque ¢>p49, Pr,.,-presque chaque t,,, et Py -presque chaque y. Rappelons que

Rye(X1,..., Xp) = Fy(Xy,..., X, t5,0%),

Royi(X1,...,X,) = Fo,(X1,...,X,, t;;/fl).

En fait, compte tenu des notations utilisées, on étudie les coefficients aléatoires du po-
lynéme

d Cg/a Z [vi (Vi) Xi, -+ X, Ve .prt/e

Th+1 td
il i1<---<ik§i2<ik+1<'"<id

Soit j € T% avec j; < jo < +++ < jx < 45 < jkt1, le coefficient du mondme Xj, - - X;
associé a ce multi-indice est

dicde N (V) T (4.17)
i ‘.i2<.ik+1 <<Zd
21=]15 2k =Jk

k

On étudie la convergence de ces coefficients (4.17) vers :

dcde N (V)T e (4.18)
1] <ip41<-<ig
1L1=]1y sk =]k

Pour cela, on utilise I’étude de la continuité en probabilité de Sy faite au chapitre
2, sections 2.3, 2.4 dans les deux cas 0 < a < let 1 < a < 2, f = 0 pour lesquels on
travaille.

On conditionne par i = p : comme les vecteurs (V;,7;) sont indépendants, la loi
de ces vecteurs reste inchangée pour ¢ > p (notons que ¢ est un temps d’arrét pour
(e(Vi,..., Vi) donc {3 = p} € o(Vi,...,V}) est indépendant de (V;,7i)i>p). L'étude
de (4.17) se rameéne a celle d’une série (d — k)-multiple.

Remarque sur la notation : Jusqu’a maintenant p était une écriture moins lourde

de ¢} pour alléger un peu les notations, désormais p est la valeur de 7} obtenue par
conditionnement.

Comme
— la convergence f,, — f dans L*(log, )% ([0, 1]%) garantit celle dans
L%(log, )4-1((0, 11*°*).
— les vecteurs (v;, Vi), @ > p sont indépendants entre eux et avec la suite (I';);>o,



une lecture attentive des justifications des sections 2.3.2, 2.4.3 du chapitre 2 montre
qu’elles s’appliquent avec la restriction p < 4541 < -++ < ig sur les multi-indices, la
preuve de la continuité en probabilité de S;_; donne alors :

-1 —1 P —1 —1
DL AN P ARTR vt SR W 01 VIA 2] SAARTES i
i| p<ipi1<-<ig i p<ipg1<+<ig
11=]15--2k=Jk 11=]J1--=Jk

On en déduit la convergence en probabilité de (4.17) vers (4.18) et quitte & extraire
une sous-suite, la convergence presque sire de (4.17) vers (4.18). On a finalement pour
Py-presque chaque y, pour P, -presque chaque t,,, et ’P;; .,-bresque chaque ¢>, la
convergence :

—1 -1 -1 -1
Z A”’i(y) tik+/1a o tid o - Z Ai(y) tik+/1a o tid /a' (4'19)
1] p<ip41<<ig i p<ip41<-<ig
L1=]1s-5tk =0k L1=]15--5 =]k

On obtient alors la convergence dans le méme sens des coefficients des polynomes
R, 4+ vers ceux de Ry, et il en est de méme pour les coefficients des polynomes ¢ —
R, +(x + cv) vers ceux de ¢ — R, 4(x + cv).

4.3.5 Conclusion

Comme ¢, ,, @, sont des polynomes dont les coefficients des uns convergent vers
b
ceux de l'autre dans le sens vu, on constate facilement que :

oz — @nall := s[u1]> (loz — gl + |6 — ¥l sl) = 0 quand n — +oo.
0,e

On dispose du résultat suivant (cf. [13, th. 4.5]) :

Proposition 25 Soit P une famille de mesures sur la o-algébre B(A) telle que les
densités des mesures . € P sont équicontinues. Soit f € C1(A) avec f' # 0 presque
partout. Alors

li gt —g|l. <6} =0.
tim sup {lluf " = gl [1If — gl < 3}
Avec P = {A|j,1}, cette proposition assure que pour chaque z fixé, quand n — 400 :

Aez" — Agp ull — 0.

Finalement comme [|Ag; 5|l < [[Aljo,]] < 400, par convergence dominée, on déduit de
(4.15) que quand n — +o0 :

”Qe F;l e Ffl

tp+1 to+17 MsE

1 _ _ -
<2 [ e = AL Py () 0
& Jmhy



’P;; ..-bresque surement, pour Pr . -presque chaque &1, Pj-presque chaque y.
En revenant au raisonnement de la méthode de superstructure de la section 4.3.3, il
existe un entier ng tel que pour tout n > ng :

||Qtp+1 t+1 ns” <5/3

De (4.14), il suit que pour tout n > ng et ¢ fixé comme précédemment en section 4.3.3 :

—P. RL<6/3+6/3+6/3=24.

|| tp+1 p+1 n Y

D’olt
P, R, R, ;. (4.20)

p+1 nyt t+1

’P;; .,-Presque siirement pour Pr,,-presque chaque #,,1, on a donc la convergence (4.12).

var A A . .
On a obtenu finy s ., — My ts,ir Ps,.,-Presque siirement Py -presque siirement, il suit

alors en remontant les étapes du raisonnement :

var
Pngtpsr — Hytyry Pr,..-Presque sirement, Pyj-presque sirement,

var
Pny — ly Py-presque siirement,

var

M = My

soit
L(Sq(fn)) = L(Sa(f))-

Finalement quand f, — f dans L%(log,)? ([0, 1]%) toute sous-suite de (f,)n>0 admet

une autre sous-suite f,, avec L£(Sa(fn,)) — L(Sa(f)) ce qui garantit la convergence
(4.4) pour L(S4(fr)) et acheve la preuve du théoréme 9. n

Remarque 21

— On pourrait adapter la méthode de conditionnements successifs utilisée dans ce
chapitre pour I'appliquer a la preuve de ’absolue continuité des lois des intégrales
stables multiples vue au chapitre 3. Par conditionnements, on se ramenerait a
étudier une fonction vectorielle polynomiale a plusieurs variables. On discuterait
alors sa non dégénérescence en étudiant un jacobien associé.

— Dansle cas a > 1, 8 # 0, on a mentionné en section 2.5.1 au chapitre 2 ’existence
d’une représentation de type LePage plus générale bénéficiant des mémes proprié-
tés. Le résultat du théoreme 9 resterait valable en tenant compte dans la preuve
des termes supplémentaires de la représentation S'd( f) dans ce cas.



Deuxieme partie

Principe local d’invariance

105






Chapitre 5

Principe local d’invariance pour une
suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement
distribuées

L’objet de ce chapitre est de s’intéresser a une convergence forte (c’est a dire conver-
gence en variation) dans le théoréme limite fonctionnel de Donsker-Prokhorov. Rappelons
que pour une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées cen-
trées de variance finie, la suite des lois P, des sommes partielles normalisées associées
converge faiblement vers la loi P du mouvement brownien. On cherche alors a renforcer
la convergence P,f~! = Pf~! valable pour une f fonctionnelle P-presque partout
continue en P, f~' X5 Pf~'. En cas d’existence des densités, on obtient la convergence
de ces densités dans L!(R), c’est a dire un vrai principe local d’invariance (ce sont ces
applications utiles qui justifient la terminologie dans le titre de ce chapitre). Obtenir des
convergences fortes de ce type ou méme des renseignements sur la loi Pf~! a longtemps
été un probleme qui ne trouvait de réponses que pour quelques fonctionnelles et avec des
techniques calculatoires ad hoc.

Pour obtenir ces convergences fortes pour une large classe de fonctionnelles, on utilise
la méthode de superstructure due & Davydov et Lifshits [13] et déja décrite au chapitre
4, section 4.1.2. Celle-ci donne des résultats généraux qui proposent des conditions pour
obtenir des convergences en variation a partir de convergences faibles.

On commence par rappeler ces résultats en section 5.1, notamment le théoreme clef
(théoréme 11) qui sera utilisé dans toute la suite. On s’intéresse en section 5.2 au cas
de la convergence donnée par le théoreme de Donsker-Prokhorov. On la renforce dans le
théoreme 13. Par rapport aux résultats précédents, essentiellement on affaiblit substan-
tiellement les hypotheses sur la loi commune des variables de départ au prix d’un léger
renforcement sur I'existence des moments de ces variables et d’une légere restriction de
la classe des fonctionnelles pour lesquelles on a la convergence en variation. On donne
la preuve du théoreme 13 en section 5.3, I'idée nouvelle est de voir les variables considé-
rées comme des fonctions de variables orthogaussiennes en utilisant une transformation

107



quantile. Les partitions utilisées pour la méthode de superstructure sont définies & partir
de transformations désormais non linéaires qui sont induites par des translations admis-
sibles de P. L’analyse du comportement asymptotique des lois conditionnelles utile au
théoreme 11 devient plus compliquée et demande des outils supplémentaires. La section
5.4 est consacrée a deux types d’exemples classiques qui satisfont aux conditions du
théoreme 13 : les fonctionnelles de type sup et celles de type intégrale. On renvoie & [4]
pour une description rapide des idées de ce chapitre.

5.1 Résultats de convergence en variation

On commence par rappeler des résultats généraux sur la convergence en variation
de fonctionnelles stochastiques. On considére un espace métrique, complet, séparable
(X, Bx) et une suite de mesures de probabilité P, qui converge faiblement vers Py..

Etant donnée une fonctionnelle f: X — R, on cherche des conditions pour avoir
P.f~' X5 Pof~'. Si P,f~' et Py f~' sont absolument continues, la convergence en
variation précédente est équivalente & la convergence dans L' (R) des dérivées de Radon-
Nikodym. Si on a P, =% P, il suit immédiatement que pour toute fonctionnelle f
P.f~ ' X% P f~' (cf. la proposition 23). Cependant une hypotheése aussi forte est rare-
ment vérifiée en pratique, au contraire en général P, et P, sont des mesures singulieres.
Aussi commence-t-on par donner des conditions plus faibles assurant les convergences

cherchées.

Etant données les mesures P, et une partition I' de X, rappelons qu’on note P, r
la mesure quotient et {P, ., v € X/I'} le systeme de mesures conditionnelles de P, par
rapport a I.

On dispose d’un premier résultat qui donne des conditions pour avoir la convergence
forte des lois de fonctionnelles stochastiques.

Théoréme 10 (th. 18.3 [13]) Soient P, = P, {fn,n € N} une suite de fonction-
nelles et T une partition. On suppose que :

(4) fx/r 1P fit = Pooyfoo' | Par(dy) — 0, n— +oo;
(ii) Uapplicationy — Py o f! de X /T dans Z(R) est Pa, r-presque sirement continue.

Alors P, ft =5 Py fxl.

La vérification du point (i) du théoréme 10 sur la distance en variation des distribu-
tions fonctionnelles conditionnelles est difficile en pratique. En utilisant la méthode de
superstructure décrite au chapitre 4, on obtient le théoreme fondamental suivant [13, th.
18.4] qui se révele efficace dans les problemes de convergences fortes de fonctionnelles.
Dans la suite A,y désignera la mesure de Lebesgue sur [a, b] et A la mesure normalisée
associée.

Théoréme 11 ([13]) On considére une suite de probabilités {P,, n € N} définies sur
la o-algébre borélienne By d’un espace métrique, complet, séparable (X, d). On suppose



que P, = P et que pour Py -presque chaque x, il existe une boule ouverte V' centrée en
x, un réel € > 0 et une famille {Gn,c, nelN ¢ € (0,5]} de transformations mesurables
de X telle que :

(¢) pour tout c € (0,¢), on a Gp e — Gooe dans le sens de la mesure P, quand n — +0o,
c’est a dire pour tout o > 0,

Pz ‘ d(Gpet, G e) > a} — 0, 1 — 00;

(i7) pour tout ¢ € (0,¢), Uapplication G, est Py -presque partout continue; de plus
p(S,¢) =sup,cgd (2, Goocz) = 0 quand ¢ — 0, pour toute boule ouverte S ;

(44) limy—o Timp s 4oo|| PaGil — Pull = 0;

(iv) pour tout § € (0,¢), on a
/ ||)\[0,5]g0;; — /\[O,J]QDc:ol’z” P,(dz) — 0 quand n — 400
%

ot pour n € N, ¢ € (0,¢], ¢n.(c) = f(Gne2) ;

(v) pour tout & € (0,¢), Vapplication z — o5 ¢s, de V dans Z(R), Uespace des
mesures signées sur R, est Py -presque partout continue.

Alors
P Pof

Remarque 22
— La condition (i) dit que la transformation limite G . est proche de l'identité sur
les ensembles bornés pour ¢ assez petit.
— La condition (77¢) demande aux transformations G, . de perturber uniformément
faiblement les mesures P,, pour c petit.
— On vérifie la condition (iv) en montrant que pour Py-presque chaque z la conver-
gence z, — z implique

[ A0,61Cn 5, — Ao.5Po0sll — 0, 1 — 0.

— Pour (iv), (v), on peut utiliser des outils classiques pour les mesures en dimension
finie.

— Dans la méthode de superstructure décrite en section 4.1.2 au chapitre 4, on utilise
en général une famille de transformation {G.}. telle que PG;' * P. Une telle
famille s’obtient en considérant des translations dans les directions admissibles
pour P. On a remarqué lors de la description de cette méthode qu’on se ramenait
ensuite a I’étude des restrictions des fonctionnelles sur les orbites de {G}.. Cela
justifie que pour appliquer le théoréeme 11, on prendra pour {G .}, une famille
de translations admissibles pour la mesure de probabilité limite P, et que les
classes de fonctionnelles qu’on considérera assureront un bon comportement de
leur restriction dans une direction admissible (voir définition 15).



On cite également le résultat suivant sur la convergence forte de mesures images de
dimension 1, il sera utilisé dans la suite :

Proposition 26 (corollaire 2 [12]) Soient pour n € N, g, : [0,1] — R telles que

1. g, est absolument continue pour tout n € N;

2. gn(0) — goo(0) quand n — +o0;

3. gn(1) — goo(1) quand n — +oo;

4. gl (c) > 0 presque partout pour tout n € N;

5. gl(c) — goo( ) presque partout quand n — +00 ;

alors A\g;t =5 A\g™

5.2 Théoreme de Donsker-Prokhorov et convergence
en variation

5.2.1 Le probleme

Soit {&,,n € N} une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement, dis-
tribuées, centrées et de variance 1, définies sur un espace probabilisé (Q, F,P).
On associe a cette suite le processus constant par morceaux :

(]
= %Zg te[o,1]. (5.1)

Il est bien connu par le principe d’invariance de Donsker-Prokhorov que
S, =W, n— +oo (5.2)

ou W est le processus du mouvement brownien standard et = désigne la convergence
faible dans I, espace de Skorokhod des fonctions cadlag sur l'intervalle [0, 1].

En désignant respectivement par P,, P les lois de S, et W, il est clair que pour toute
fonctionnelle P-presque stirement continue f : D — R, on a aussi la convergence faible
des distributions fonctionnelles :

P.f'=Pf " (5.3)

On tente de renforcer ce type de convergence faible en des convergence fortes -ou en
variation- pour une classe assez large de fonctionnelles f.

Si les lois P,f !, Pf~! sont absolument contlnues la convergence en variation est
équivalente & la convergence des densités 4 WPl yers dp/! pour la métrique de L!(R).

X X
Autrement dit, il s’agit de théoremes locaux limites pour les lois des fonctionnelles sto-

chastiques f(S.(-))-
La difficulté du probleme réside dans le fait que les mesures P, et P sont mutuellement
singuliéres pour tout n (c’est a dire concentrées sur des espaces disjoints).



Un premier résultat qui renforce la convergence (5.3) en une convergence en variation
est du & Davydov (1985) [9] (voir aussi [13, th. 20.1]). Pour cela, on impose la finitude

de I'information de Fisher I, = fR %d/\ de la densité p des variables &, et on prend la
fonctionnelle f dans une classe notée Mp qu’on décrit ci-apres.

Théoréme 12 ([9, 13]) Soient {&,, n € N} indépendantes identiquement distribuées,
centrées et de variance 1. On suppose que la loi commune F des variables aléatoires &,
est de densité absolument continue p. Alors si l'information de Fisher I, est finie, on a :

P f ' X Pt (5.4)
pour toute fonctionnelle f appartenant a Mp.

Précisons d’abord quelques notations : on désigne par Hp le noyau de la loi P, c’est a
dire ’ensemble des directions [ admissibles pour P (par définition [ est admissible pour
P si pour tout c, Pchl & P ou Ty est la translation selon ¢l). Comme P est la loi du
mouvement brownien, Hp coincide avec I’espace de Cameron-Martin (c¢f. par exemple
[13, th. 7.4])

Hp={feC([0,1]) | f(0)=0, f € L*0,1]}.

Notons pour des segments A, = {z, + cl,,c € [0,a,]}, A, — A la convergence des
segments (i.e. 2, = Zoo, ln = loo, Gn — Geo) et fa(c) = f(z + ¢l) la restriction de
f & un segment A. On décrit alors la classe Mp de la fagon suivante : f € Mp si
pour P-presque chaque z, il existe [ € Hp et V voisinage de x tel que pour P-presque
chaque y € Vet A = {y+cl,c € [0,a]} C V alors la convergence A, — A implique
Mal M5 A5 (ef: 13, £19).

Le but de ce chapitre est d’affaiblir la condition sur la loi commune des variables
aléatoires &,. Pour cela, on introduit ci-dessous dans la définition 15 la classe de fonc-
tionnelles Mg), un peu plus étroite que M p. Remarquons d’abord que comme ’espace
D n’est pas séparable pour la topologie associée & la norme uniforme sur [0, 1], pour pou-
voir appliquer le théoreme 11 on considere dans la suite le sous-espace E de D, fermeture
pour cette norme de I’ensemble des fonctions de ID qui ont un nombre fini de sauts en
des points rationnels de [0, 1]. Muni de la norme uniforme, E est un espace de Banach
séparable pour lequel la convergence (5.2) reste valable (voir [13, §20]). Notons aussi S;
la boule unité de E.

Définition 15 Mgi) est l’ensemble des fonctionnelles f localement lipschitziennes telles
que pour P-presque chaque z, il existe un voisinage V() de x et | € Hp tels que
— la dérivée D,f(z) de f en x existe et est non nulle;
— en notant Sy = {h € S, telle que Dy f(y) existe} et A = Uyev(){y} X Sy, on a
(y,h) € Ar— Dy f(y) bornée et continue.

5.2.2 Résultat principal

Théoréme 13 Soit {&,, n € N} une suite de variables aléatoires indépendantes, iden-
tiquement distribuées, centrées et de variance 1.



Notons t_ = sup{t | F(t) = 0}, t,. = inf{t | F(t) = 1} les bords du support de la fonc-
tion de répartition F des &,. On suppose qu’il existe y > 0 tel que & € L**7(Q, F,P)
et que & admet une densité p presque partout non nulle sur [t_,t,]. Alors pour toute
fonctionnelle f € Mg), on a la convergence en variation (5.4).

Par rapport au théoréme 12 de [13], on a sensiblement affaibli I'hypothese sur la
distribution F' des &,. Le prix a payer n’est pas tres élevé : ’existence d’un moment
d’ordre supérieur a 2 de &; et une restriction légere de la classe des fonctionnelles.

On ne remarque cette restriction de la classe qu’au niveau formel : en effet, les fonc-
tionnelles concretes appartiennent a Mg) sous des hypotheses tres proches de celles
utilisées dans le cas de la classe Mp. Par exemple d’apres la définition 15, les fonction-
nelles différentiables conviennent ainsi que celles du type supremum ou intégrale comme
on le voit en section 5.4.

La démonstration du théoréeme 13 repose sur la méthode dite de superstructure dé-
crite au chapitre 4 : on applique un découpage de I’espace pour exprimer les distributions
fonctionnelles comme mélange de distributions conditionnelles qu’on analyse avec le théo-
reme 11. La nouveauté principale de la preuve du théoreme 13, qui a permis d’affaiblir
les hypotheses sur la loi de &, consiste a représenter les variables aléatoires initiales &,
comme des fonctions de variables 7, orthogaussiennes par une transformation quantile

&n = U(nn)'

On considére alors les processus S,(t) en fonction des processus analogues définis par
(M )n- Cela implique qu’a la place des translations admissibles de S, (), utilisées dans
la preuve du théoréeme 12, on se sert de transformations non linéaires induites par des
translations admissibles de W. L’analyse du comportement asymptotique des lois condi-
tionnelles devient plus compliquée et demande des outils supplémentaires.

On remarque enfin que la preuve qui suit s’adapte sans probléeme pour que le théoreme
13 s’applique avec P; les lois des processus S, affines par morceaux définis par

nt

— [nd]

[nt]
Sp(t) = % Zfz’ + ntT Eint+1 (5.5)
i=1

a la place des processus S,, donnés par (5.1).

5.3 Démonstration

Essentiellement la preuve consiste en 1’analyse des conditions (i) — (v) du théoreme
11. Pour pouvoir ’appliquer, il faut préciser au préalable les voisinages et familles de
transformations qu’on utilise. C’est 1'objet de la section 5.3.1. On mene ensuite 1’étude
des points (i) — (v) dans les sections 5.3.2 - 5.3.9. Les plus difficiles seront (i) et (iv).
Pour (iv), on passe par 1’étude de deux suites g, h, qu’on étudie par la proposition 26
sur la convergence en variation de mesures images de dimension 1.



5.3.1 Préliminaires

L’espace métrique complet séparable qu’on considére pour appliquer le théoreme 11
est E muni de la norme uniforme notée || - ||. On a bien la convergence faible (5.2) qui
nous sert de point de départ.

On définit le voisinage qu’on considere pour P-presque chaque z € E : d’apres la
définition de Mg), pour P-presque chaque z, on dispose d’un voisinage Vi (z) = B(x,r;)
et d'une direction [ a partir de laquelle on construit les familles de transformations
{Guche

Comme par hypothése D,f(z) # 0, quitte & changer [ en —I, on peut supposer
D, f(x) > 0. Par continuité de D.f(-) en (z,l/||l]|]) € A, il existe un voisinage B(z,rs) X
B(l/||t]|, ) N A tel que B(x,r9) C B(x,71), f est lipschitzienne sur B(z, ) et pour tout
(y, h) dans ce voisinage de (z,[/||l]|) on a

Dnf(y) 2 1/2 Dy f(x) > 0. (5.6)

On considere alors le voisinage V' = B(x,73) de x avec r3 < ro/5 et ¢ < r9/al|l||. On
supposera de plus, quitte a diminuer ce voisinage, que P{0V (z)} = 0.

On définit maintenant la famille de transformations {G,, .}, associées en se ramenant a
des translations dans R" définies a partir de [ € Hp. Pour cela, notons

kE k+1
E, = {z € E|z constante par morceaux sur [—,
n

- ), k=0,...,n—1, nulle en O}

et considérons 11, : E — E, la surjection canonique donnée par :
k

n

Notons aussi F'~! I'inverse de la fonction de répartition F' donné par
FY(y) = inf{z € supp(F) | F(z) >y}

et @ la fonction de répartition de la loi gaussienne standard A(0, 1).
Soient U,, = F(&,) des variables indépendantes identiquement distribuées uniformes
et n, = ®71(U,) des variables aléatoires orthogaussiennes, on a alors &, = F~! o ® (3,,).
Introduisons les fonctions

Ur)=Flod(x), V(z)=3"oF(z),



et définissons les trois transformations suivantes de R" :

o(Z) = (V(ml),...,V(xn)), T=(21,...,2p) ;

ol ln = Jp o I, (1) = (Ina, lngy - - -, Inn) avec

n n

@m:w%uﬁ—n“io,izynm (5.7)

et [ est donné par la définition de .A/tg).
On définit alors pour chaque n € N la famille de transformations {Gy, .}, qu’on utilise
dans le théoreme 11 par

Gn,CZinOngOl[JOGn,COQDOJnOHn; (5.8)
Gooe = 2 + cal.

avec i, : E, — E 'injection canonique et

a=/wwm@mx (5.9)

On résume ces définitions par le diagramme commutatif suivant :

E E
E, E, (5.10)
In 4 T,

R SR RS R

Remarques 1
e Pour n < 400, une expression explicite de G, . est donnée par :

Uuwv nx% —x% + cln i)
z:((JT() (::5)))

Gn,cx(t) = :
k<[nt] vn

(5.11)

e La fonction U = F! o ® est absolument continue sur tout intervalle fini [a,d] : en
effet, la fonction F' étant de dérivée p > 0 presque partout, il est facile de voir d’apres
la proposition 5 du chapitre 1 que A pF ™' < A. On montre alors facilement 'absolue
continuité de F~* sur [F(a), F(b)], celle de U sur les intervalles finis suit.

En particulier U est dérivable presque partout et pour f une fonction dU-intégrable, on
montre facilement que

/ F)U'(t) di = / £(t) dU (1),



e D’apres ’annexe 5.5.2, a est bien défini par 'expression (5.9).

e Comme [ € Hp espace de Cameron-Martin, d’apres (5.7) on a :

Zlﬁ = ni(l(%)—l(i;l)y:%Z(n[j l'(s)ds>2

(5.12)
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max|l,;| = Vn

i<n

quand n — +oo car I' € L?([0, 1]).
Dans la suite, notons A un majorant de {l,,;, ¢ < n, n € N}.

e Comme le résultat cherché concerne la convergence des lois (P,)s, il n'y a aucune
restriction a appliquer le théoréme de représentation de Skorokhod :

Théoréme 14 (th. 6.7 [2]) Supposons P, => P et P a un support séparable. Alors il
existe des variables aléatoires X, X définies sur un méme espace de probabilité, de lois
respectivement P,,, P et telles que pour tout w

Xy (w) — X(w), n — +oo.

On suppose alors qu’on travaille avec un espace (Q,]:' , IF’) et S,, W sur cet espace
tels que

vneN, S, £ S,, W £ W, S, — W P-presque siirement (5.15)

De la méme facon on aura S, \F ZK nt] f avec fz , © < n variables indépendantes,

de méme loi que &, donc de densité p et avec (£7)ic, = (U(7))i<n, Ot 77, i < n sont
indépendantes et de méme loi N (0, 1).

Pour ne pas alourdir les notations, on continuera a noter dans la suite S, et W
pour S,, W en se rappelant cependant que pour chaque n, les familles (f- Ji<ns (77)i<n
changent.

On a défini tous les outils nécessaires au théoreme 11, on en vient a I’analyse de ses
conditions.



5.3.2 Etude de (4)
Dans cette section, il s’agit de voir que pour tout ¢ € (0,¢), on a :
G RN G, M — 00,
c’est a dire pour o > 0, montrer que quand n — +00 :
Pufa | Gt — G| > 0} = B{|GroSn — GooSul = a} — 0. (5.16)
Or pour z = S, (5.11) s’écrit :

U(V(V(Sn(3) — Sa(553))) + clni)

puis comme /n (Sp(£) — S, (51)) = &8, V(€F) = nf avec (n})k<n variables indépen-
dantes de loi N'(0,1), on a

1
GneSn(s) = — U(n;" + clpy). 5.17
() \/HZSZ[; ( ) (5.17)
Par ailleurs Goo oS (+) = (Sp, + cal)(+) = ﬁ > i< U(M) + cal(-), on a alors
G eSn(-) = Goo eSnl — Z (it +¢clpi) —Un) — caln,i)
i<[n

\/—
+ea (I([n-]/n) = 1(-))-

[nt]/n
/ I'(s) ds
t

Comme I’ € L?([0,1]), on a facilement

Hu@) - “')H — sup

t€[0,1]

N
S
N
N

o

@

N—

N
=¥

)
N~

I(—) — l(-)H — 0, n— +oo. (5.18)
On se ramene alors a 'étude de

0. (5.19)

1 n n
|7 S vt et ~vion) e



En notant, pour simplifier la présentation

k
Tn,i
= Vn
on a

H —= Y U} + elng) = U() — caly,

= max f ZU n' +cly ,) — U( ) Caln,i

k<n
i<k

= max |5, (5.20)

On commence par :

Etude de maxj<n ﬁ Zle ETp ;|-
D’apres les définitions de 7,,; et a, en notant ¢ la densité de la loi N'(0,1) et en supposant
ln; > 0 pour faciliter ’écriture des intervalles [z,z + cl,,;] (ce qui n’impose aucune

véritable restriction), on a :

Et,; = / ( (x +clp;) — U(m)) q(z) dz — caly;

- // l z) dz U'(s) ds —cln,i/q(s)U’(s) ds
-/ /[ @) ) UG ds

On a donc

U'(s) ds. (5.21)

max
k<n

k n
1 1
—E Eri| < — 5 / / - d
VIR A VIRl R S (@) = a()) da
Comme

— h est un majorant de {l,;, ¢ <n, n € N},

— les intégrales
/U’(s)e‘g/2 ds, /U'( )e~ (8= <h)’/2 gg

sont convergentes par les annexes 5.5.2 et 5.5.3,
en fixant o > 0 arbitraire, on peut choisir M > ch tel que les deux intégrales

/ U'(s)e /% ds, / U'(s)e (51— g (5.22)
s|zM ls|>M



soient majorées par

V2 a
2e fo I'(s)| ds
On étudie alors le membre de droite de (5.21) en scindant l'intégrale extérieure en deux :
(07) = Jisnrs (98) = Jiyenr-
Etude de (a7).

n

1
(ar) = /| ST /[ @ =l ds

LGl o] i) e

(2
Pour z € [s — cl,;, 5], c € (0,¢), on a |z| > |s| — eh, d’ou

q(m) = e*wz/Q/\/Qﬂ- < e*(‘5|*5h)2/2/1l2ﬂ-

U'(s) ds

et :

—(|s|—eh)?/2

Z /[s—clm»,s] q(z) dzx —27m Z c|ln

ou la derniére inégalité est due a (5.13). Par choix (5.22) de M, il suit alors facilement
(a7) < a.

Etude de (ag) = fls\SM ﬁ Yo
On a

f[s—cln,i,s] (q(l‘) - q(s)) d;L“ U’(S) ds

1 , )
(g(z) —q(s)) dz = —/ (e7® 12 _ o512 du
Ld“"”s] V21 J[s—cly i )

(e=(=v12 _ =512 gy

1
V2T /0
cln,i

= 1 e=5"/2 (esy’yz/2 — 1) dy.

V2T 0

Comme s € [-M, M], |y| < cl,; < eh, avec K borne de I’exponentielle sur

[0,(M + eh/2)eh], on a |e® — 1| < K|z| pour  dans cet intervalle. Il suit

JRCEROILE

Ke %/2
<
B V2T

clni
[ sul+ 9772 dy
0

—s2/2

e
vV 8m

52127z~(\5| +¢eh/3).



Comme |s| < M, avec (5.12) on obtient :

(as) < /|<M\FZZ M+sh/3) =SR2 (s) ds
K 2

IN

°3)
q
S

(M +eh/3)||l')|2 / e’ PU(s) ds
1

(—=)-

!3
B

Finalement comme pour tout o > 0,

max < (as) + (as) < a+0<\%),

n

k
E E’Tn,i
i1

on a alors avec n — +oo puis a — 0 :

(5.23)

lim max —

n k<n\/_

Compte tenu de (5.23), I'étude de (5.20) se ramene maintenant a celle de

max ——

k
E Tni — ETnil -
Py

Comme (7,; — E7,,)i<n est une suite de variables aléatoires indépendantes centrées
et de variances finies par '’hypothese & € L**7(Q, F,P), v > 0, la suite des valeurs
absolues des sommes partielles est une sous-martingale positive par rapport a la filtration
canonique, I'inégalité maximale de Doob donne alors :

2
1
(max— ) = —Fmax

E Tni — ETn

Pady) - UMY (5.24)

VAN
S|~
10-

g



en utilisant 'indépendance de la suite (n);<,, dans la derniere inégalité. Plusieurs utili-
sation du théoreme de Fubini donnent :

EU + ) — U))? = / (U@ + cluy) — U(2))%g(z) da

gAVRCDECE

// UI UI [z,z4clp ;] ( )l[z,z—l—cln,i](t) ds dt q(il?) dzx
]RZ
/ (s)U'(t )/ [s—cly 1,5 [t—cln.1,t)(Z) q(2) dx dt ds

/ U'(s / U (1) / Litoset, (@)g(x) de dt ds
[s—clp,i,s+cln 5]

ou I(s,t,cly;) = [s— clypi, s] N [t — cly i, t] est un intervalle de longueur inférieure a cl,, ;.
On scinde a nouveau 'intégrale extérieure en deux :

(a,g) :Z/ y (0,10) Z:/ .
|s|<eh |s|>eh
Etude de (ay).

ln,i :
Comme ¢(z) < \/—— on a fl(stclm q(z) dz < c%. 11 suit

sl / / '
U'(s U'(t) dt ds.
\/27r |s|<eh (5 [5—cln,i,5+Cln,i] ©

Puis comme on integre des fonctions intégrables sur des domaines bornés, on a I’existence
d’une constante Ky < +oo telle que :

(CLg) S Kg 8|ln,i|. (525)

(ag) <

Etude de (a10).

(a10) = / U'(s)/ U'(t) / 11(s tet,.0) () q(2) d dt ds.
|s|>eh [s—cln,s5+cln 3]

Pour z € I(s,t,cl,;), on a |z| > |s| —eh et par monotonie de ¢ :

q(x) dr < c—==q(|s| — eh
/ 1@ 2 g(js| - <h)

et

( 5) cllnsl q(ls] —eh)/ U'(t) dt ds

[s—cln,iss+cln 5]

a10 > /
\/27T s|>eh

s) c|lni| q(|s| — €h) (U(s + eh) — U(s — h)) ds. (5.26)

<7 )t



Pour voir la convergence de cette derniere intégrale, montrons plus généralement la
convergence pour tout h € R, p > 0de:

/||> U'(s) q(|s| — ) Us + h) ds. (5.27)

On montre la convergence en 400, on ferait de méme en —oo.

\ 1/(2+7)
D’apres 'annexe 5.5.1, on a U(s) = o <(W53)) ) quand s — 400 et

as] - 1) (Lh))l/w

q(s+h
32—2\s\u+u2} {s2+25h+h2}
exp 4 ——
2 2(2+7)

1+ h 1 u?
_ @) g d - A TT 2 2 Lo
C(s+h) exp{ 2(2+7)5}exp{2+78+|s|u+ 2(2+7)+ 5

=0 (exp {—%f}) .

\ N . 4
On se ramene donc & voir la convergence en +oco de [U'(s) exp{—7 ;j’z s*} ds. Pour
cela, on compare l'intégrale a une série :

=C(s+h)YC M exp {—

+e 4+3y S 4+3y
————s7tds < exp{————n?} (Un+1)—-U(n
[ veeri-gg s s < S ewl-g ) U+ 1) - UG)
+0oo
4+3y 4
< _ 1).
< ;exp{ sary) Vet
Or exp{—g‘gj’z) n}Un+1) =o <exp{ 5, @ 2}) terme général d’une série conver-

4-1—37 2

gente. D’oli la convergence de l'intégrale f U'(s) exp{— } ds et donc celles des

intégrales (5.27) et (5.26), ce qui prouve 'existence d’une constante K < +oo telle que

(alo) S K10 5|ln,z’|- (528)
De (5.24), (5.25), (5.28), il suit avec (5.13) :

)

4 n
ﬁ Z(Kg -+ KIO) S‘ln,i‘

— BTy,

IN

IN

T(Kg—i-Kw / 11'(s)| ds. (5.29)



On obtient alors

k
Emax Sy < ma — E1y;| | + max — E ET,;
k<n k<n k<n n —
1=
1/2
2\ v f
< max— E Tni — ETn + max — E Er,;
k<n n | < n ’
1=

Les équations (5.23), (5.29) assurent facilement (5.19) et prouvent ainsi (5.16). Le point
(7) du théoreme 11 se trouve ainsi satisfait.

5.3.3 Etude de (i)

Dans cette section, il s’agit de voir que pour tout ¢ € (0,¢), G est P-presque
siirement continue et que pour toute boule ouverte B, on a quand ¢ — 0 :

SUP doo (2, Goo,c2) — 0 (5.30)

z2€B

ou d., est la distance associée & la norme uniforme.
Or il est clair que G : © — z+cal est continue pour tout ¢ € (0,¢). Avec B = B(z,r),
on a du (2, Goo c2) = cal|l|| donc (5.30) est satisfaite et le point (i7) est facilement vérifié.

5.3.4 Etude de (%)

Dans cette section, il s’agit de montrer
lim lim || P,G, . — P,|| = 0. (5.31)
c—0 n ’
Rappelons que

n' \/_Zé-n_ gla"',fs)

et qu'avec 7" = (nf,...,n") de loi notée P,, on a (&7,...,&") = ¥(7"). Comme S, =
Jotoyp(n), on a

P, =PS;' =P(J, o tp(7") " = Pu(J, 0 yp)

D’apres la définition de G, . donnée en (5.8), il est facile de voir, en utilisant les notations
introduites en section 5.3.1, que :

Gn,csn = Jn_l o w(én,cﬁn)
D’ou

PnG;,lc = ]P’(Gn,csn)_1 = ]P(J_l oto Gn,C(ﬁn))_l = Pné;,lc(Jn_l © w)_l-

n



11 suit

1PaGre = Pall = [[PuGre(Jy " o)™ = PulJy o)) ]

n

< IPaGr = Pall- (5.32)

Comme P, = L(7™) est la loi normale standard de dimension n, et que la quantité de
Fisher de ¢, densité de N'(0,1), est I, = [, %d)\ =1, on peut estimer ||P,G % — Pal| &
I'aide du lemme 20.1 de [13] :

1PaGre = Pull < V]l (5-33)
De (5.32), (5.33), on déduit facilement (5.31) et donc le point (4i7) du théoréme 11.

Remarque 23 C’est pour la vérification de ce point que la condition [, < +oo sur
I'information de Fisher est supposée satisfaite dans le théoreme 12. C’est cette étape qui
a motivé I'introduction de la famille de transformations définies en (5.8), en effet son
intérét réside dans ’expression (5.17) qui montre que ces transformations agissent en
fait sur la suite orthogaussienne (7!");<,. Elle permet ainsi de se ramener par (5.32) a
des estimations sur les lois normales standards de dimension n et de se dispenser de la
condition sur I'information de Fisher.

5.3.5 Etude de (v)

Avant de s’intéresser a la longue vérification du point (7v) dans les sections 5.3.6—5.3.9,
on étudie d’abord (v).
Il s’agit de montrer que pour tout § € (0,¢), avec @Yoo .(c) = f(Gooez), Papplication
Z — )\[0,5]90(;0173 de V dans Z(R), espace des mesures signées sur R, est P-presque sure-
ment continue.

Pour cela, on montre que pour P-presque chaque z € V, la convergence z, — 2
entraine

I M0.01% 0.2 — A0,51%50rzll — 0 (5.34)

Soient A, = {z, + cal, ¢ € [0,d]}, A = {z + cal, ¢ € [0,d]} des segments, comme
2z, — 2, on a la convergence des segments A, — A quand n — +oo (par convergence
des segments, on entend la convergence de leur direction, longueur et point de référence).
Comme z,, z € B(z,r3) et ¢ < <e < o> on a pour tout n € N

A,, A C B(z,2r3) C B(zx,ry).

Par choix des voisinages, f est lipschitzienne sur B(z,79) et D.f(-) est continue sur
B(z,r2) x B(l/||I]l, r5) N A.
Notons fa,, fa les restrictions de f aux segments A,, A, on a alors

A061Poon = Mar, A5 Poos = AfA'

On étudie Afy = Afx"' en vérifiant les conditions 1 — 5 de la proposition 26 sur la
convergence en variation de mesures images.



1. L’absolue continuité de fa,, fa s’obtient par le lemme 6 suivant car ¢ — 2z, +
cal, ¢ — z + cal sont absolument continues et sont & valeurs dans B(x,rs) ol f est
lipschitzienne.

Lemme 6 (annexe 5.5.4) Soient (f1,...,f,) : [a,0] — V € B(RP) une application de
composantes absolument continues, F': V — R lipschitzienne. Alors G = F(f1,..., fp)
est absolument continue.

2. fa,(0) = f(2n), fa(0) = f(2), comme z, —> z et f est continue en z € B(x,ry),
on a bien fa, (0) — fa(0).

3. fa, (0) = f(zn + dal), fa(0) = f(z + dal), comme z, + dal — z + dal € B(x,rs)
ou f est continue, on a bien fa (0) — fa(9).

4. On a fA (¢) = Daf(2zn + cal), fa(c) = Do f(z + cal). Comme
(zn + cal, 1/|I1), (z+cal,l/||ll) € B(z,r2) x B/||l|l,rs5) N A, (5.35)
de (5.6), on déduit D, f(z, + cal), D;f(z + cal) > 0, c’est a dire
fa,(c), fa(c) >0 presque partout.

5. D’apres (5.35), D.f(-) est continue sur ce voisinage produit et z, + cal — z+ cal,
on a quand n — 400 :

fa, (€) = Daf(zn + cal) — fa(c) = Duf(z + cal) presque partout.

Finalement, la proposition 26 s’applique et donne (5.34), ce qui assure le point (v)
du théoreme 11.

5.3.6 Etude de (iv)

1l s’agit de montrer qu’avec pour tout n € N, ¢, , : ¢ — f(Gp2), on a :

T [ ot~ Noawad| Paldz) =0, (5.36)
nJv
Pour cela, on étudie les deux suites auxiliaires ci-dessous :

- gn(wa C) = f(Gn,cSn)a goo(wa C) = f(Goo,cW) ;
- hn(wa C) = f(Goo,cSn)a hoo = (-

Rappelons qu’on travaille avec un espace probabilisé di au théoreme de représentation
de Skorokhod 14 et pour lequel on a la convergence (5.15) P-presque stre : S, — W.

Etude de la suite (hn)n

On vérifie pour la suite h,(w,c) = f(S, + cal) les points 1 — 5 de la proposition
suivante justifiée en annexe 5.5.6 & partir de la proposition 26.



Proposition 27 Soient pour n € N, f, : (2 x[0,6], F x B([0,6]),P® ) — R, Q* € F
tels que

1. Vw € Q) INi(w), Yn> Ni(w), folw,-) est absolument continue;
2. fn(w,0) N foo(w, 0) sur Q*;
3. fn(w,?) N fool(w, &) sur Q;

4. Yw € QF, AN, (w), Yn > Ny(w), %fn(w, ¢) >0 A-presque partout pour ¢ € (0,0) ;

5. %fn(w,c) P;@;i %foo(w,c) sur 0 ;

alors -
|| Af0,01 fn (w, )7 — 0,61 foo (w, )7H — 0 sur Q.

1. Pour w € W—1(V), il existe un entier N; (w) tel que pour tout n > Ny (w), ||S, —W|| <
r3, on a donc pour n > Ni(w), ¢ < § < r3/alll],

Sn + cal € B(z,3rs3) C B(z,3)

ou f est lipschitzienne. L’absolue continuité de h,(w,-) pour tout n > N;(w) suit alors
du lemme 6.

2, 3. hy(w, ¢) = f(Go,cSn), hoo(w, ) = f(Goo WV).
Pour ¢ fixé, quand n — +o00, on a S, + cal — W + cal € B(z,r3) ou f est continue.
D’oti la convergence presque stire et donc en probabilité de f(S,, + cal) vers f(W + cal),
soit

hn(w,c) N heo(w, ).

Avec ¢ =0, ¢ = 9, on obtient 2, 3.

4. Etude de 9 hy(w,c),n €N
Comme W+cal € B(z,75) ou f est lipschitzienne, h(w, -) est dérivable presque partout
sur [0, ¢] avec
0
%h’oo(wa C) = Dalf(Goo,cW)- (537)
Comme

(Goo, W, U/U) € B(x,m9) x B(/|Ifl,m5) N A

ot D.f(-) > 0, on a pour tout w € W=1(V), %hoo(w, ¢) > 0 presque partout
Comme pour n > N;(w), S, + cal € B(x,ry) ou f est lipschitzienne, de la méme
fagon, pour tout w € W=(V), h,(w, -) est dérivable presque partout sur [0, ] avec

%hn(w, ¢) = Duf(Goo,eSn) > 0. (5.38)

On a donc pour tout w € W=(V), presque partout :

0 0
%hn(w,c) > 0, &hoo(w, c) > 0.



5. Etude de 2 hy(w, c) N D hoo(w, €).

D’apreés 4, pour chaque w € W~(V), les dérivées de h,(w, "), he(w,-) sont données
presque partout par (5.38), (5.37).

Or S, +cal — W+cal P-presque sirement et (S,+cal, l/||l||) € B(x,r:) xB(l/||l||,5)NA
ou D.f(-) est continue, il suit la convergence

Dalf(Goo,cSn) — Dalf(Goo,cW)-

Ainsi P-presque stirement pour w € W~1(V), pour A-presque chaque ¢ € [0, 4], on a

0 0
%hn(wa C) — %hoo(W, C)'

La proposition 27 s’applique pour la suite (h,), et donne : Vo > 0,

lim P{w e W (V), [ Apgha(w, )" = Noghoo(w, ) || > a} =0. (5.39)

n—oo

Etude de la suite (gn)n

On utilise pour (g,), une autre version de la proposition 27 dérivée d’un corollaire
de la proposition 26 (cf. annexe 5.5.6) :

Proposition 28 Soient pourn € N, f, : (2% [0,6], F x B([0,6]),P®)) — R, Q* € F
tels que

1. Vw e Q*, INi(w), VYn> Ni(w), fulw,-) est absolument continue;
2. fn(w,0) N foo(w, 0) sur Q*;

3. Yw € QF, %foo(w, c) >0 A-presque partout pour c € (0,0);

4. H%fn(w,c) - %foo(w, C)HL1 L2500 sur 0 R

alors )
1 A0,61fn (W, )™ = Aog foo (w, ) H| — 0 sur Q.

La vérification des hypotheses de cette proposition pour la suite (g,), nécessite une
étude préalable d’un vecteur tangent a la trajectoire. On la donne en section 5.3.7, on
vérifie ensuite les hypotheses de la proposition en section 5.3.8

5.3.7 Etude du vecteur tangent
On étudie ici le vecteur tangent noté L, s, . & la trajectoire {Gy, .Sy }. en c.

On rappelle (5.17) :

1 n
GoSp = NG Z] U+ clni),  GoocW =W 4+ cal.

i<[n-



Par dérivabilité presque partout de U, pour chaque ¢t € [0,1], on a pour w € Q, n € N
fixés presque partout en c :

[nt]
0 1
5 (GneSn(t)) = szm U' (0 + cln;). (5.40)
On montre que (5.40) est valable aussi dans E pour presque chaque ¢ € [0,6] : par
dérivabilité presque partout de U, pour chaque w, n fixés, pour tout € > 0, pour presque
chaque ¢, il existe a(w,n, ¢) tel que pour |¢'| < aw,n,c) et i=1,...,n,0on a:

(5.41)

‘ Unt+clyp; +0") = UM + clpi) — 8'U' (n? + clnyi)
5/

Comme |l,, ;| < h pour tout i < n, pour 6| < a(w,n,c)/h, (5.41) avec ¢’ = 6l,,; donne :

[n]
0
Gnc Sn_GncSn_— lan, > lnz
H ) +6 ) \/ﬁ ; ) (771 + C ) )

w . ) — n ) — I (mm .
< sup Umni +clpi+ 0l ;) — UM + ey i) — 0l ;U (0 + cln i)
tef0,1] s Vn
S = 55|ln,z
1
<ed [ |I'(s)]ds

Finalement pour tout w € €2, il existe A(w) € B([0,d]), AM{A(w)} = 0 tel que pour tout
n €N, c¢ A(w), on a la dérivabilité en c :

[n]
0 1

L =—(G E ni U’ i 42

e 66( n,eSn)(€) \/~ bni U' (05" + Clni).- (5.42)

Comme il est facile de voir que {(w, ¢), Gy Sy est dérivable en ¢} € F @ B, par le théo-
réme de Fubini, pour presque chaque ¢ € [0, 4], on a
P{w | G,,cSy est dérivable en ¢} = 1.

Pour n = +o00, il est clair que le vecteur tangent a la trajectoire limite {G W }. est
al.

Etude d’une convergence de L, g, . vers al

On montre la convergence de Ly, g, . vers al dans le sens suivant :

1 4
= / | Ln.s, . — al|| dec — 0 (5.43)
0



ou || -|| désigne la norme uniforme dans l'espace E dans lequel vivent les fonctions Ly, g, .
et al.
On a

[n]
1
| Ln,sc —all| = ||—Zln,i U'(n}' + clnsi) — all
U=
1
< ||%Zln,i U7 + elns) — a) | + alll = I([n] /n)]|-
=1

Comme par (5.18), ||l—l([%])|| — 0 quand n — 400, pour voir (5.43), il suffit d’étudier
la convergence de

= Imnax
k<n

Hlem U'(n;' + cln;) — a)

|k
N Zln,i (U'(n} +clng) —a)|.  (5.44)
i=1

Pour cela on utilise les notations suivantes :

- nz: nz/f

— h(z) =U'(z) —a

- Cm(C) h(n;’ +czm); (5.45)
i(€) = Cui(€) 1, (o)<, 8> 0.

Remarquons que par annexe 5.5.3, les variables ¢, i(c), ¢ < n sont intégrables et pour
¢ =0, (,:(0), i < n sont des variables aléatoires, de méme loi, intégrables, centrées. Par
convergence dominée, on a facilement les convergences :

E(|C1,1(0)|1|C1,1(0)\>8) — 0, ECf,l(O) — 0, s — +00. (546)

On décompose alors ¢, ;(c) de la fagon suivante

Gni(e) = (Gri(e) = EGi(0) + Gl @ss + B i(c)-
On étudie les sommes correspondant a chacun des trois termes précédents
(a11) := G i(c) = EG i(c),

(a12) == EC;,(c),
( ) _an( )]'Knv, (c)|>s-

Etude de (CLH)

. /7 N 6
On s’intéresse & %fo maxX<p

S 1 (Ca(0) — BCE(c ))‘dc. Par le théoréme de Fubini



et I'inégalité maximale de Doob, on a :

/ max Zlnz — EC;(0)| de
2
<1/ Erl?gzc Zlm - EG;, ()) de

< E ||l'||§

ou la derniere inégalité s’obtient par la majoration (5.12). Il suit quand n — +o0 :

2
( / ma Zz _ECL(0) c) 0. (5.47)
Etude de (a,lg)
On montre ici que :
i 5 [ Yo 0 e =0 (.48)

Pour cela, on a max<,

S aBG (@) < S0 final 1BG(0)1

Montrons que

sup |EC, ;(c) — E¢, ;(0)] — 0 quand n — +o0. (5.49)
i<n, c€[0,0]
On a
sup |EG; ;(c) — EG; ;(0)]
i<n, c€[0,d]
= sup /h(l“ + Clni) Vn(atetn ) <s () do — /h’(x)lh(xﬂgs q(z) dz
i<n, c€[0,d]
= sup /h(x)lh(w)|§s (q(x - czn,i) - q(.’IZ’)) dz
i<n, c€[0,d]

< sup /|qm—clm)—q( )| dz.

i<n, c€[0,4]



Or comme ¢ est intégrable, par continuité de 'opérateur de translation dans L', on
obtient facilement la limite (5.49).

Finalement, comme les variables (¢, ;(0))i<n sont identiquement distribuées, avec (5.13) :
P
i=1

n
S
i=1

1
S/O [1'(s)| ds (\ECf,1(0)|+ sup IECZ,i(C)—ECZ,i(U)\)-

i<n,c€[0,d]

n,2

2O+ Ninal |EG (c) — EC;,(0)]
=1

11 suit

szEczz

< 5/0 [U'(s)| ds (|ECf,1(0)| + sup |E( () - ECS,i(0)|> :

i<n,c€[0,d]

max
0 k<n |4

En utilisant (5.49) quand n — +oo puis E(},(0) — 0 quand s — +oc obtenue par la
convergence dominée (5.46), on déduit de la majoration précédente la limite (5.48) pour
la somme correspondant & (ai2).

Etude de (ay3). On a facilement

k
D lniGni(O L1055
=1

Par un changement de variable, on a

max
k<n

< Z |ln,i"Cn,i(c)‘1|Cn,i(C)|>s'
=1

ElCri(0)[Li¢,i0)>s = / |h(2) 1)) > 4(@ — clny;) da,
puis :

sup [ E1Gni(0)| L, s> = ElGn,i(0)[Lig, s(0)1>s |

<n

c€[0,d]
= sup | [ 110 1oy o = o) dz = [ 11(a) Lagoos a(o) d
0605

< [ 1) ey 500 la(o = cls) = g(a)] o
c€[0,0]



Or, on a :

— |M(2)1 p(g))>s| < a+U'(z) fonction intégrable sur les compacts;

— [ 1 o] 0] 3)
< /GQ(|$| + A)dz + /U’(:L') q(|z] + A) dz < +o00

ou la finitude de la derniére intégrale est due au résultat suivant (cf. annexe 5.5.5)

Lemme 7 Pour tout A\ > 0, en notant q la densité de N'(0,1), on a :

/U'(:E)q(|x| + ) dz < +o0.
Le lemme 8 qui suit s’applique et comme sup;<,, cc[0,4) |¢ln,i| — 0, il donne

sup |E16ni(0) ¢ s> = ElGni(0)[ 1, 0)5s] — 0, n — +o00. (5.50)
c€[0,4]

Lemme 8 (annexe 5.5.5) Soit f intégrable sur les compacts telle que pour 6 assez
petit on a :

/ O allt] + 8) di < +oo.

Alors

/SUP lg(t) —q(t+0)| |f(t)|dt — 0 quandl — 0.
|o|<!

On a alors

/Il?gri( ZlnzCnZ 1|<nl )|>s
SZNn,z'\ /0 EGn,i(0)[Li¢, () >s de
=1
n R )
< len,i\/o |ElGri (@)L a@1>s = ElGni(0) L, i0)155] de
=1

n )
+ Z |ln,i|/ ElC11(0)[ )i (055 de
0

<5/ I'(s)] ds ( sup |EGni(0)1,ue)5s = BlGai(0)[Lig, 0)>s

0606]

+ E[1,1(0) 11, 1 0)>5)

D nibni(@ L, 15| de

§ k
:/ E max
k<n

- =1




par la majoration (5.13). Avec n — +o0, puis s — +00, il suit alors des estimations
(5.50) et (5.46) :

6
lim EE/ max dc = 0. (5.51)
0

s—+o0o n k<n

k
Z ln,iCn,i(c) ]-Kn,i(c)|>s
i=1
D’apres (5.47), (5.48), (5.51), comme
1 ) [TL] R 1 ) [n] .
5[ @ de< 5 [ EhitGiate) - Bt ae
i=1 i=1

[n] 6, [l
1 [ . 1 .
+ g/ H E ln,iCn,i(c)1|Cn,i(c)|>s dc + g/ H E ln,zEC:;,z(c)H dC,
0 =1 0 izt

on obtient facilement :

[n]
1 [ .
5/ H ZlmgnZ(C)H de 50 quand n — 400,
0 Tzt

c’est & dire la convergence (5.43) pour L, g, ..

Il est facile de voir qu'on a aussi pour chaque ¢ € [0,d] fixé, la convergence en
probabilité de L, s, . vers al :

Ln.s,c — al. (5.52)

Il suffit en effet de voir la convergence en probabilité vers de 0 de I’expression (5.44).
Pour cela, on reprend ’étude des sommes correspondants & (a11), (a12) et (a13) comme
précédemment mais sans intégrer par rapport a ¢ € [0, d].

5.3.8 Vérification des hypotheses de la proposition 28 pour la
suite (gn)n
1. Absolue continuité de g,(w,-), n € N.

On se sert ici du caractere local lipschitzien de f. L’absolue continuité de goo(w,-) =
hoo(w, ) a déja été vue lors de I'étude de h, en section 5.3.6. Etudions g¢,(w,:) =

Notons u®™ : ¢ — (ul"(c), u$”(c), ..., ui’(c)) avec

n 1
ui™(c) = n
(n)

Comme pour chaque w € € fixé, n* + cl,,; reste dans un compact, u; = est absolument
continue. On utilise alors le lemme 6. Pour cela, soit 6,, : R* — [E, donnée par

[nt]
0,(z)(t) = Zx te0,1].



L’application 6, est clairement lipschitzienne. De plus
O (u™(€)) = Gin,cSn.

Pour w, n, ¢ fixés, il existe un voisinage ouvert convexe V (G, .Sy) de Gy, .Sy, sur lequel f
est lipschitzienne. Il est clair que G, sS, — Gy S, quand s — ¢, il existe alors I.(w, n)
voisinage de ¢ dans [0, 6] tel que pour s € I.(w,n),

Gn,sSn = on(u(n)(s)) € V(Gn,csn)
Comme 6, est linéaire et V (G, .S,) est un ouvert convexe, on a
u™(s) € 61V (Gn,eSh)).

On a alors

— f o0, lipschitzienne sur 6,1 (V (G, S»));

— u™(s) € 0,1 (V(GpeSy)) pour s € I(w,n) et u™ est & composantes absolument,

continues.

Le lemme 6 donne alors f o 0, o u™ = f(G,.S,) = gn(w,-) est absolument continue sur
I.(w,n).
Pour tout w € 2, n € N, ¢ € [0,4], la fonction g,(w,-) est absolument continue au
voisinage I.(w, n). En extrayant une couverture finie de [0, §] par des I, (w,n), on obtient
’absolue continuité de g,(w, -) Yw, Vn.

2. On a g,(w,0) N Joo(w, 0) en effet cette convergence se réduit a celle de f(S,) vers
f(W) qui a été vue en section 5.3.6 lors de I’étude de h,,.

3. Il s’agit ici de vérifier que g, (w, J) LN Joo(w, d) C’est a dire
F(GrsSn) — f(GoosW).

Il est facile de voir par le point (), déja vérifié, du théoreme 11 et par la convergence
(5.15) due au théoreme de représentation de Skorokhod que

GrsSn — GoosW, n — +00.

Soit, alors (n') une sous-suite quelconque et (n") C (n') telle que pour presque chaque
we W HV), on a Gur Sy — Goo sW. On a W + dal € B(x,2r3) ol f est continue,
on a donc f(Gpr 5Sn) — f(GoosW) P-presque slirement.

D’olt pour w € W=H(V) :

f(GnsSn) LN f(GoosW) soit  g,(w,9) LN Joo(w, 0).
4. Etude de %gn(w,c), n € N.

On a vu en 1 Pabsolue continuité pour chaque w, n fixés de g,(w,-), goo(w,-). Les
dérivées 2 g,(w,c), 2 geo(w,c) sont donc définies sur le complémentaire d’un ensemble
dc dc



A(w) € B([0,6]), M{A(w)} = 0.
Comme g, = hyo, (5.37) donne déja que pour tout w € W(V), pour presque chaque
c:

0
%goo(wa C) = Dalf(Goo,cW)-

Soient w, n fixés, on montre que f est dérivable selon L, g, . en G, .S,. On rappelle
que L, g, . est le vecteur tangent a la trajectoire {Gy, .Sy }. et qu’il est donné par (5.42).
On a pour presque chaque ¢, quand A — 0 :

f(Gn,C-I—hSn) - f(Gn,cSn) ﬁ
A — aan(w, c).

On montre alors

0
%‘gn(wa C) = DLn,Sn,Cf(Gn,cSn) (553)

en montrant que

f(Gn,cSn + th,Sn,c) - f(Gn,cSn) f(Gn,c+hSn) - f(Gn,cSn)

A A =0.

lim
h—0

Comme pour h assez petit, Gy .Sy, + hly s, . et G, 1S, sont dans un voisinage de
Gp Sy ol f est lipschitzienne :

H f(Gn,cSn + th,Sn,c) B f(Gn,c-I-hSn)
h

C(w,n,c)
h

Or pour presque chaque c, I'existence du vecteur tangent L, g, . s’écrit :

Gn,cSn + th,Sn,c - Gn,c+hSn
h
On a donc (5.53) pour presque chaque ¢ € [0, d].

On trouve ainsi pour chaque w € W~(V), un ensemble A’(w) € B([0, §]) négligeable tel
que sur son complémentaire, A-presque siirement

0 0
&gn(wa C) = DLn,Sn,cf(Gn;CSn)’ %goo(w’ C) = Dalf(GOO,cW)' (554)

S ”Gn,csn + th,Sn,c - Gn,c+hSn||-

— 0, h—0

5. Comme gy, = hy, ON a %goo(w,c) > 0 presque partout pour w € W~(V) d’apres
I’étude de hy en section 5.3.6.

6. Vérification du point (iv) de la proposition 28 pour la suite g,.

Il s’agit de conclure la vérification de (iv) pour la suite (g,), et de montrer que quand

n — 400,
‘6 0

P
%gn(w, ) = %goo(w, ) — 0. (5.55)

L1([0,0])



Pour cela, on utilise la convergence (5.43) de L, s, . vers al.
D’abord, comme G, .Sy (t) est absolument continue, on a

GroS(t) = Sn(t) + / Lns.s(t)ds,  GuoW(t) = W(t) + cal.
0
I suit

|GncSn — Goo, W < ||Sn — W]+ sup

t€[0,1]

/ Los, +(t) — al(t) ds
0

5
< Su= W+ [ Lo =l ds.
0
Des convergences (5.43), (5.15), on déduit alors :

SUP [|GneSn — Goo W] — 0, 1 — +00. (5.56)
c€[0,0]

On a vuen (5.52), Ly g, . 2y al pour tout ¢ € [0, 4] avec L, g, . donné par I’expression
(5.42). En constatant que (w,c) — Lyg, . est F ® B-mesurable, par le théoréme de
Fubini, on peut renforcer la convergence précédente en

Lus,c -2 al. (5.57)

De la méme fagon, on pourrait renforcer Gy, .S, LN G ,c.W pour tout ¢, en raison de la
convergence (5.15) et au point (i) déja satisfait du théoreme 11 en

GneSn -2 G W.

Considérons (n') une sous-suite quelconque, on commence par extraire (n”) C (n')
pour obtenir des convergences presque sires des convergences (5.43), (5.56). Soit w dans
cet ensemble presque sir, rappelons que pour A-presque chaque ¢ € [0, 6], on a

0 0
%gn” (wa C) = DLnu,sn”,cf(Gn”,cSn”)a %goo(wa C) = Dalf(Goo,cW)-

D’apres ce qui précede, il existe N(w) tel que pour tout n” > N(w), pour tout ¢ € [0, 4],



on a Gpr Sp» € B(x,73). On a alors :

0 0
| o) = gt

L([0,4])

_ / Dy S GuneSr) = Datf (Goo, W) de
04 "

“h
<.
[0,3]

de

D s e f(GureSwn)llLurs, ol = Dy f (Goo W )alll]

T
[ n”,S’n”,c”

D L.n S, f (Gn” ,cSn” )

L
[ .S 1 el

125,001l = alltl] de

+alll] de.

[0,4]

D Lntts e f(Gnn,cSnu) — Dl/Hle(Goo,cW)

L
Tt 5 ]

L. g
Comme <GnII7CS 'S5 11,

[ T —
ne ||Ln”,Sn,,,c||

la classe Mg), le premier terme se majore par

) € A, ou 'ensemble A est défini dans la définition 15 de

K ||Ln”,5nu,c - CLZ“ dc
[0,9]

qui tend vers 0 quand n” — +o0.

L.n g e
Comme | Gy Sy, —2 ), (G W, U/||U]|) € A, et pour presque tout ¢

n
e HL"” »Spn ,CH

Ln”,SnII ,C

G St — Goo W, — /||l

||L’n",5nu ,C”

on a
D s e J(GureSw) — Dy f(Goo W), n" — oo,

L
Tt 5 e

Comme de plus la suite est bornée, par convergence dominée, il suit la convergence vers 0
du deuxiéme terme. D’oul finalement pour toute sous-suite (n’'), 'existence de (n") C (n’)
telle que presque stirement on a la convergence cherchée. On obtient donc la convergence
(5.55) et le point (iv) de la proposition 28 pour la suite (g, ).

Conclusion pour la suite g,

On a vérifié les conditions de la proposition 28, elle s’applique et donne

Va >0, lim P{w e W' (V)| [ Ap59n(w, )" = Ap5)gec(w, ) 7!l > a} =0.  (5.58)

n—00



5.3.9 Vérification finale du point (iv) du théoréme 11

Comme Ay = goo, ON &

1 A\w0,89n (W, )" = Ao.g1hn (w, )|
< Mo,19n(w, )" = Ao,g1900(w, ) 7 + [ Ap,e1hn (w, ) ™" = A g1 hoo(w, ) 71

On déduit alors des études de h,, et g, des sections précédentes menant respectivement
a (5.39) et (5.58) que pour tout & > 0, on a

tim P{wew () ‘ [N 04190(, ) = Aoha(e,) 1| > a} = 0.

n—-+o0o

Comme Ao 9n(w, ) ™" = Apg1@n s, €6 Apahin(w, )™ = Ap g, on a

P {w €5, (V) ‘ 1M0.51m,5, = A0.d1Pocs | > 04}
<P {w eW (V) ‘ IMo.a%m.5, = A0a1Poos, || > 04} +P{S, (V)\W(V)}.

Puisque S, — W et P(0V) =0, on a P{S, e V\W € V} — 0 et il suit
P {w €S, (V) ‘ ||A[0,5]¢;,§n — /\[O,J]QO;I,SRH > a} — 0,

soit
1 -1 _ —1 =
lim P, {z eV ‘ A oa @t = Ao @acll > a} 0. (5.59)

On a alors en notant pour simplifier 4, , = {2 ‘ ||)\[o,6]90n >~ Al0,0]¥, Ll > al
/ I\0.81Pms — A0,61% 50z | Pu(d2)
v

= /V IX0,61%n 5 — Mo, Pooz | Pal(dz) + [ 1 X0,010ms — Mo,61Pm.z || Prld2)

NAn o VNAS o

<2p, {z eV ‘ [ o B a} + a/ Po(d2).
VDA%‘Q

D’apres (5.59), quand n — oo, on a

T [ Aot = Aol Paldz) <
noJv

Avec a — 0, on obtient

T [ INoaent ~ Noawsdel Paldz) =0,
noJv



5.3.10 Conclusion

On a finalement vérifié toutes les hypotheses du théoreme 11, il s’applique et prouve
la conclusion (5.4) pour le théoréme 13.

5.4 Exemples de fonctionnelles de Mg)

On donne dans cette section deux types de fonctionnelles de C([0, 1]) de type sup ou
intégrale, pour lesquelles on a la convergence (5.4) du théoréme 13 :

— T+ SuP;ep,1) P(2(t)) ol ¢ est convexe, de dérivée non nulle presque partout (i.e.
le graphe de ¢ n’a pas de palier minimum) ;

- T fol q(z(t)) dt ou g est lipschitzienne sur les compacts et telle qu’il existe S,
A(S¢) = 0 ou ¢ existe, est continue et non nulle.

On explique en section 5.4.3 qu’en renforcant 1légerement les conditions sur les fonctions
@ et q précédentes, les fonctionnelles proposées sont dans Mg) (voir la proposition 30).

On commence par une propriété de la classe Mg) dont on disposait déja pour la
classe Mgf) du théoréme 12 de [13] :

Proposition 29 Pour f € Mg), ona Pf~1 <\

Démonstration : On commence par remarquer que les conditions définissant M%)
permettent d’appliquer le lemme qui suit, garantissant ’appartenance a Mgf) classe de
fonctions définie dans [13, g19] dont on rappelle la propriété essentielle suivante : si
f e Mﬁf’ pour P-presque chaque z, il existe un voisinage V' tel que pour P-presque
chaquey e Vet ACV,A={y+cl, c €|0,a|} segment selon [, avec fa(c) = f(y+cal)
la restriction de f a A, on a :

AR < (5.60)

Lemme 9 (th. 19.1, [13]) Supposons les conditions suivantes satisfaites pour P-presque
chaque x :

— la dérivée D f(x) est faiblement continue en z ;

- Df(z)(Hp) # {0}.
Alors f € Mﬁf).

Soient alors z dans I’ensemble P-presque sur donné par la propriété rappeléeet V., [l € Hp
les voisinage de x et direction admissible associés. On considere la partition I' en lignes
paralleles a [. En notant Pr la mesure quotient, 7y les strates associées a la partition,
pour A € B(R), on a :

Pos )= | P A) Bl (5.61)

Comme d’apres le théoréme 7 du chapitre 3, pour Pr-presque chaque strate v, P, est
absolument continue par rapport & A, mesure de Lebesgue sur la strate v et A, f~! =
Afx! pour un segment A C V, (5.60), (5.61) donnent Py f~! < A. On conclut alors
facilement par séparabilité. [ ]



Remarque 24 Cette proposition est importante pour les applications intéressantes des
convergences fortes (5.4). Rappelons que dans le cas ol B,f~! < Aet Pf~! < A, (5.4)
est équivalente & la convergence dans L'(R) des densités de ces lois.

5.4.1 Etude de la fonctionnelle du type sup

On considére la fonctionnelle g : C([0,1]) — R donnée par

9(z) = til[f)pl] o(z(t)) (5.62)

ou ¢ est convexe, de dérivée presque partout non nulle.
En particulier, ¢ est lipschitzienne sur tout compact et il existe S € B(R), A(S¢) = 0 tel
que ¢’ existe, est continue et est non nulle sur S.

Notons M, = {t € [0,1] | g(z) = ¢(x(t))} et rappelons que P est la loi du processus
du mouvement brownien. On a alors :

Lemme 10 Pour P-presque chaque z € C([0,1]), #M, = 1.

Démonstration : Comme ¢ est convexe, sup;cg 1) ©(W(t)) est atteint en au plus deux
points
t— = argmin, o W(t), ¢4 = argmaxyp W ()

presque siirement uniques (cf. [20, 8.16]).
Comme (sup,epo,; W (), infyepo,) W(t)) a une densité (cf. [2, section 11]), il est facile de
voir par convexité de ¢ :

P(gp( sup W (t)) = ¢( inf W(t))) = 0.

te[0,1] t€[0,1]
D’ou P-presque stirement, # My, = 1. [ ]
On note dans la suite ¢, = argmax,¢ |y ;;¢(2(t)), le lemme 10 justifie cette notation pour
P-presque chaque z.
Lemme 11 Pour P-presque chaque x, on a x(t;) € S.
Démonstration : Avec les notations ¢_, ¢, de la preuve du lemme 10, posons
B = {pW(t) < oW ()}, E* = {p(W(t)) < g(W(t))}.

Comme d’apres le lemme 10, ET U E~ est un ensemble presque sir, avec B C B(R),
A(B) =0, on a

=P ({ sup W(t) € B}mE*) +P ({ iI(l)f (t) € B}ﬂE)

t€[0,1] t€[0,1]

<P| sup W(t) e B —HP’( inf W(t)EB) =0
t€[0,1] t€[0,1]



car sup;eo ) W (t) et infiep,;) W (t) sont de lois absolument continues.
On a ainsi montré 1’absolue continuité de la loi de W (Ty) ; comme A(S¢) = 0, le résultat
suit facilement. |

On note By = {z € C([0,1]) | z(t;) € S}, d’apres le lemme 11, on a : P{W € By} = 1.
On a alors le résultat suivant de dérivabilité :

Lemme 12 Pour tout x € By et | € C([0,1]), g est dérivable en x selon l, avec :
Dig(z) = ' (x(ts)) 1(ts)- (5.63)

Démonstration : Notons ¢, ¢y les dérivées respectivement a gauche et a droite de . Le
graphe de ¢ convexe étant au dessus de toute droite d’appui, pour tout m € [y} (x), ¢y ()]
on a :

o@)+my < oz +y).
Soit « € By, t, est alors bien défini et z(¢,) € S (en particulier ¢ est dérivable en z(%;)).
Il suit

p(a(t)) + ¢ (@(t2)) cl(ts) < @lalts) + cl(ta)) < gla +cl).
Comme ¢(x(t,)) = g(z), on a ¢'((t,)) ¢1(t.) < g(z + 1) — g().

Par ailleurs pour c réel, notons t, un point de M, .; et

m(t,) € [y (x(te) + cllte)), ealx(te) + cl(te))],

on a alors :
9@ +cl) = p(a(te) +cl(t))) < @(a(t) +mlt) cl(t)
< g(z) +mlte) cl(te).
D’ou
¢'((ta)) cl(ts) < gl +cl) — g(x) < mlte) cl(t;). (5.64)

Soit (¢n)n une suite positive avec ¢, — 0, notons ¢, =1, € Myyc,-

On montre facilement que ¢, — t, en extrayant de toute sous-suite une plus fine qui
converge vers t, : en effet V(n') C (n), par compacité de [0, 1], il existe (n") telle que
tor — too ; cOmMme & + vl — x, on a g(x + cynl) — g(x), c’est a dire

(@ (tnr) + corl(tnr)) = o(2(ts)),
or comme Z(tpr) + cprl(tnr) = 2(tso), par continuité de ¢, on a
gO(.’L'(tnu) -+ Cnul(tnn)) — gO(LE(too))

On obtient donc (p( (teo)) = h(z) = p(z(ty)), soit to € My = {t,}.
Comme z € By, ¢' est continue en z(t,), on a alors

l(tn) — Uta),
Py(x(tn) + cnl(tn)) — ¢ (2(ta)),
pa(@(tn) + cnl(tn)) —> ¢ (2(ts)).



En passant a la limite dans la double inégalité (5.64), on a :

On obtient donc
Djfg(x) = ¢'(x(ts)) Utz)-

On peut faire un calcul identique qui mene a la dérivabilité a gauche avec la méme
dérivée, d’oli finalement I'existence de la dérivée et son expression (5.63). n

Vérification des hypotheses

Soit x fixé dans By ensemble de mesure P pleine d’apres le lemme 11, en particulier
t, = argmax, ;;¢(x) est bien défini. Considérons le voisinage B(z,1) de z.

1. On note M = ||z|| + 1, comme ¢ convexe est lipschitzienne sur tout compact, en
notant K, sa constante de Lipschitz sur [—M, M], on a :

9(y) = g(2)] < e o(2(t)) = (y(®)| < Kullz =yl

2. D’apres le lemme 12, on a Dyg(z) = ¢'(z(ts)) U(ts)-
Comme ¢, réalise sup,¢(o 1) 9(z(t)), par convexité de ¢, on a ¢'(z(t;)) # 0. On peut alors
facilement choisir I € Hp tel que Dyg(x) # 0.

3. Rappelons que A = {(y,!) | ||/|| = 1, Dyg(y) définie }.

Remarque 25 Dans la preuve du théoreme 13, on travaille avec y = G, .S, fonction
affine par morceaux définie par

k
RS

Gn,eSn E Ul lni), k=1,...,n.

(n) nz_l (nt+c n

Il est clair que sup;epg 1) ©(Gn,eSn ) est réalisé en un point £. Comme U est dérivable
presque partout de derlvee U = po presque partout non nulle,

k
1
(X1, -y Tp) — (— E Ul(zi + Cln,z‘))
\/ﬁ =1 1<k<n

est de jacobien n~"/2 [, U'(z; + ¢ l,;) qui est presque partout non nul. On dispose
alors du résultat suivant (cf. proposition 5 du chapitre 1) :

Lemme 13 Soit A CR”, f: A — R"® mesurable différentiable sur un ensemble B C A.
Soit 4 < A", si \"{z € B| det Df(x) =0} = 0 alors ppf~! < \".



On déduit de ce lemme que le vecteur

(%ng Fel)

est de loi absolument continue. On en déduit que P-presque stirement,
SUPyefo,1] P(Gn,eSn) est réalisé en un unique point ko/n avec

1<k<n

Gn,cSn(ko/n) € S

On a donc G, .S, € By avec la dérivée de g en G, .S, selon | € C([0,1]) donnée par
I'expression (5.63).

Comme la propriété de continuité et de bornitude de D.f(-) est utilisée dans la preuve
du théoreme 13 pour y = G, S, on peut considérer par la remarque 25 que Dyg(y) =
¢'(y(t)) I(t) avec t € M,,.

On a alors [Dig(y)| < supi_us ) [¢'] |1l = K, Vapplication (y,1) — Dig(y) est donc
bornée.

Soit (Yn,ln) — (y,1) avec y € By, ensemble P-presque sir.
Comme ¥, — y, on montre comme dans la preuve du lemme 12 en passant par des
sous-suites qu’avec t,, € M,,, on a t, — t,.

On a yu(t,) — y(t,) puis comme y € By, par continuité de ¢’ en y(t,) € S, on a

P (yn(tn)) = ¢ (y(ty))-
Comme t,, — t,, I, = [, on a aussi l,(t,) — [(t,), on obtient finalement :

O (Yn(tn)) ln(tn) = @(y(ty)) U(ty), c’est & dire :

Dy,9(yn) — Dig(y).
On vérifie pour les fonctionnelles (5.62) de type sup les conditions utilisées dans la
preuve du théoreme 13, on ne vérifie cependant qu’une version affaiblie du point 3 pour

I’appartenance a Mg). Avec des conditions légerement renforcées, on explique en section
5.4.3 qu’on peut satisfaire pleinement la définition 15 de cette classe de fonctionnelles.

5.4.2 FEtude de la fonctionnelle du type ntégrale

On considere la fonctionnelle ~ : C(]0,1]) — R donnée par

h(z) = /0 o(z(t)) dt (5.65)

ol ¢ est lipschitzienne sur tout compact et telle qu’il existe S € B(R), A(S¢) = 0 ou ¢
est définie, non nulle et continue.

Lemme 14 Soit By = {z € C([0,1]) | Mt |z(t) € S} =1}, on a P(By) = 1.



Lemme 15 Pour z € By et | € C([0,1]), on a :

/ 7 dt. (5.66)
0
Démonstration : Soit x € By, on a

h(z +cl) — /q dt
=/O (a(=(t) +cl(t)) — q(x(t)) — cl(t) ¢'(=(t))) dt.

Comme z € By pour presque chaque t € [0,1], ¢ est dérivable en z(t) € S, on a pour
le| <4

a(z(t) + clt)) — a(e(t)) — cllt) ¢'(=(?)) — 0 pour A-presque chaque t € [0, 1],

‘Q(I(t) +cl(?) —(Z(I(t))‘ j(t) + ¢ U(t) — =(?)]
c |e|
¢/ (=(8) LE)] < Ky 1],

ou on a noté K la constante de Lipschitz de ¢ sur [—M, M].
On a alors par convergence dominée

< Kjaj+a)j) < K jg4oqu 1211

Wz +cl) — h(z) — c/o ¢ (1) 1(2) dt = o(c).

On obtient donc la dérivabilité de h avec I'expression (5.66). u

Vérification des hypotheses
Soit x € By ensemble de mesure P pleine d’apres le lemme 14. Considérons le voisinage
B(z,1) de x.

1. Notons M = ||z|| + 1, on a alors :

I |</ e <>)|dt<KM/ l2(t) — y(0)] dt < Kutlle — |-

2. Comme z € By, D;h(z) est donnée par (5.66). De plus ¢'(x(t)) # 0 pour presque
tout t € [0,1], il existe donc I € C([0,1]) tel que D;h(x) # 0. Par densité de Hp dans
C([0,1]), on trouve alors I, direction admissible pour W, tel que D;h(z) # 0.

3. La méme remarque 25 qu’au point 3 de la section 5.4.1 justifie qu’on peut supposer
D,h(y) donnée par I'expression (5.66) (car c’est le cas pour G, .S,, pour lequel on applique
cette hypotheése dans la preuve du théoréme 13).



On a alors pour tout (y,1) € A, ||D;h(y)|| < Kj donc bornée sur A.
Si (Yn,ln) — (y,1), on a:

| D1, h(yn) — Dib(y)| < /0IQ’(yn(t))ln(t)—Q’(y(t))ln(t)ldt
+/0 |q'(y(1)) In(t) — ¢'(y(2)) 1(2)| dt

< (Hl\|+1)/|Q'(yn(t))—q'(y(t))ldt+KM||ln—l||-

Comme le premier terme tend vers 0 par convergence dominée (¢’ bornée par Kj,), on
a quand n — oo :

On vérifie pour les fonctionnelles (5.65) de type intégrale les conditions utilisées dans la
preuve du théoreme 13, on ne vérifie cependant qu’'une version affaiblie du point 3 pour
I’appartenance a Mg). Avec des conditions légerement renforcées, on explique dans la
section 5.4.3 suivante qu’on peut satisfaire pleinement la définition 15 de cette classe de
fonctionnelles.

5.4.3 Remarque sur appartenance a Mg).

On montre qu’en renforgant légérement les hypotheses des fonctionnelles définies en
(5.62), (5.65), on vérifie pleinement les conditions d’appartenance a la classe MS) de la
définition 15.

Proposition 30 Les fonctionnelles définies en (5.62) et (5.65) avec respectivement @
fonction conveze de classe C*, q de classe C* et toutes les deuz de dérivées o', q' presque
partout non nulles, sont dans la classe Mg).

Retour aux fonctionnelles de type sup :

Considérons la fonctionnelle de type sup définie en (5.62) avec ¢ une fonction convexe
Ct de dérivée presque partout non nulle.

Notons T'(z) := {t € [0,1] | p(x(t)) = sup,¢p,1) ¥(x(s))} ensemble compact.

Pour ¢t € T'(z), par convexité de ¢, il est clair que ¢'(z(t)) # 0. A la place du lemme 12,
on a maintenant :

Lemme 16 Soient z, | € C([0,1]), on a :

Dy g(z) = ig}@(?ﬂ(t)), Djfg(z) = Sugw(ﬂ«“(t))- (5.67)

Démonstration : C’est une variation de la preuve du lemme 12. A nouveau comme
pour ¢ convexe, on a ¢(z) +y ¢'(z) < o(x +y), pour t € T'(z) et t, € T(z + cl) avec
c>0,0n a:

¢ (z(t) cl(t) < glz +cl) — g(z) < @' (x(te) + cl(te)) cl(t).



Soit (c,)n une suite positive convergeant vers 0. On note ¢, = t., € T(m + cul).
Pour toute sous-suite (n') C (n), par compacité de [0, 1], il existe (n”) C (n') telle que
Tt — oo Comme
g(ﬂ? + Cn"l) = @(‘T(tn”) + cn”l(tn”))
et
9@+ cpl) — g(@),  p(a(tn) + carl(tnr)) — p(2(tso))
on en déduit p(z(txo)) = g(z), C’est A dire to, € T(2).
Comme I, z, ¢' sont continues, on a quand n” — oo :
l(tnu) — l(too),
( n”) + Cn”l(tn”) — $(too),
@ (T (tnr) + curl(tar)) — @' (2(t0)),
il suit
¢ () U(t) < lim,,, Heard—al)

< Timy 225 D=0@) < (10 )) 1(Eoo).-

Cn/I
Finalement en prenant le sup pour ¢ € T(ac), on déduit facilement

im JEH D) =9@) ) i), (5.68)

n''—o00 Cpl? ~(

De toute sous-suite, on en a extrait une avec la limite (5.68) précédente, on a donc la
premiere partie de (5.67) :

D g(z) = sup ¢'(z(2t)) I(t).

teT ()

Un calcul analogue mene a la dérivée faible a gauche D; g(z) annoncée. |

On prouve ensuite g € Mg) de la méme facon qu’on I’a fait en section 5.4.1 avec la
fonctionnelle de type sup plus générale. Le point dont on n’avait montré qu'une version
affaiblie suffisante pour étre utilisée dans la preuve du théoréme 13 est le 3. On peut
maintenant le vérifier effectivement avec les hypotheses renforcées sur g : pour (y,1) € A,
'existence de D;g(y) donne la coincidence des dérivées faibles a droite et a gauche. Avec
le lemme 16, on a alors :

Dig(y) = ¢'(y(2)) (¢) pour tout ¢ € T(y).
La suite de la vérification reste inchangée.

Retour aux fonctionnelles de type intégrale :
Soit h la fonctionnelle de type intégrale donnée par (5.65) avec ¢ une fonction C' de
dérivée presque partout non nulle. On utilise le résultat suivant a la place du lemme 15 :



Lemme 17

mmw=/¢mm«ow

Démonstration : La preuve du lemme 15 vue pour la fonctionnelle plus générale s’ap-
plique, ¢ étant maintenant dérivable en tout x(¢). [ |

La vérification de 'appartenance a la classe Mg) est alors la méme, sauf que dans
ce cas pour (y,l) € A, on a effectivement par le lemme 17 D;h(y) = [ ¢'(y(t)) I(¢) dt.

5.5 Annexes

5.5.1 Estimation asymptotique de U

On donne une estimation utile de U en +oo :

Proposition 31 Si &, variable aléatoire de fonction de répartition F', est dans l’espace
LP(Q, F,P) alors on dispose de l’estimation suivante de U = F~1o ® :

Vi) =+ ((ﬂ)/) en + 0. (5.69)

q(z)

ou @, q sont respectivement la fonction de répartition et la densité de la loi N'(0,1).

Démonstration : On utilise pour cela le résultat élémentaire suivant :

Lemme 18 Soit g : [0,1] — Rt décroissante telle que fol g(t) dt < oo, alors quand
t—0, g(t) =o(1/t).

Comme £ de fonction de répartition F' est dans LP(Q2, F,P), on a
1
Bep = / F ()P dt < oo.
0

Par décroissance de t — F~1(1 — )P et positivité pour ¢ assez proche de 0, le lemme
18 donne

F7Yt) = o(1/(1 = t)¥/P), t — 1.

Comme U(z) = F~'o®(z), ®(x) — 1 quand z — +oo et 1 — ®(z) ~ ¢(z)/z en +oo,
on a facilement (5.69) en +o0 et de la méme fagon, on le montre en —oo.



5.5.2 Convergence de a

Pour montrer la convergence de I'intégrale a = [ U'(z) ¢(x) dz en +00, on la compare
a une série (on ferait de méme en —00). On a

/0 TU@ @) de <Y aln) U+ 1) - Un)

IN

g(n) U(n+1)=U(n))+ Y q¢(n)U(n+1) (5.70)

n=0

ou p est tel que U(x) > 0 pour x > p. Le premier terme du membre de gauche de
(5.70) est fini car la somme est finie; pour le second terme, comme &, € L*(Q, F,P),
I’équivalent (5.69) de la proposition 31 donne

a(n) Uln+1) = g(n) o (,/ q(’jljll)> = ofv/e ™ P),

terme général d’une série convergente. L'intégrale a est donc bien définie (en n’utilisant
que les moments d’ordre 2 de &;).

5.5.3 Moment d’ordre 2 de U(n+ h)

Soient 1 une variable aléatoire de loi N'(0,1) et A € R, on montre la convergence de
EU(n+h)? = / Uz + hYq(z) dz

avec ’hypotheése E|& |7 < +o00 pour v > 0.
Soit o = Q“LTV > 1 et 5 son conjugué (é + % = 1), par I'inégalité de Holder :

/ U(x + h)*q(z) dz
= /U(y)QeXp{ —y*/2+yh— h?/2} dy

Y’ y?
:/U(y)Qexp{—%} exp{—%—i-yh—hQ/Z}dy

= (/ Uy)2e dy) " (/ exp { — y; +yhB — h*B/2} dy) "

< 0.

On a donc EU(n + h)? < .



5.5.4 Résultat d’absolue continuité

Lemme 6 Soient (fi1,..., fp) : [a,b] — V € B(RP) une application de composantes ab-
solument continues, F' : V. — R lipschitzienne. Alors G = F(f1,..., f,) est absolument
continue.

Démonstration : Rappelons que f : R — R est absolument continue si pour tout
e > 0, il existe § > 0 tel que pour Uy (ax, Bk)

> (B —ow) <6 =D |f(B) — flow) <&

k
Soient £ > 0 et § > 0 qui vérifie la définition précédente de I'absolue continuité pour
fi, .-, [p- Soient Uy (ay, B) avec Y, (Bx—ay) < 6. En notant K la constante de Lipschitz
de F':
G(Br) — Glaw)| = |F(f1(Br)s-- - fo(Be)) — F(filow), -, fo(ow))|
< K”(fl(ﬁk)a s Jp(Be) — (frlaw), - - -, fplaw))]

< sz Br) — filow)!.
D’ou
D 1G(B) — Glaw)| < KZZ | fi(Bk) — fi(aw)| < pKe.
On obtient l’absf)lue continuité de la fonctlon G =F(fi,..., fp) |

5.5.5 Lemmes techniques

On rappelle qu’on désigne par ¢ la densité de la loi normale standard N (0, 1).

Proposition (lemme 8) Soit f intégrable sur les compacts telle que pour h assez petit
on a :

[ 15lat+m at < o (571)
Alors
/sup lg(t) —q(t+h)| |f(t)|dt — 0  quand | — 0.

Ih|<i

Démonstration :
On étudie [ supy, < |f(t)q(t) = f(t)q(t+h)|dt en scindant I'intégrale en deux f|

f|t|>1 :
Pour [, o, supj < [f(t)a(t) — f(t)a(t + )| dt :

- ;Tg\f(t)Q(t)—f() q(t+h)| < \/—|f

— suplq(t) —q(t+h)| — 0, 1 —0 par continuité de q.
|h|<I

t\<1

(t)] intégrable sur {|t| < 1};



Par convergence dominée, il suit

/ sup | F()g(t) — f(at + ) dt — 0, 1 —0. (5.72)
<1 |h|<t
Pour f|t‘>1 Sup < | f()a(t) — f(t)q(t + h)| dt, soit Iy > 0 fixé :

— comme |t| > 1, 1 <lp, on a [t +h| > [t| — o, et

q(t), q(t +h) < q(|t| — lp),

d’ou
sup £()a(8)~ a1+ 1) < 20) a1t ~ )
<
intégrable par ’hypothese (5.71);
~ supyy < [q(t) — ¢(t + h)[ — 0, I — 0 par continuité de g.
Par convergence dominée, il suit

/ sup | F()g(t) — f()alt + ) dt — 0, 1 —0. (5.73)
[t[>1 |h[<i
On conclut facilement de (5.72), (5.73) la proposition. n

On justifie maintenant le lemme 7 utile a ’étude de (a13) en section 5.3.7.
Proposition (lemme 7) Pour tout A > 0, on a [U'(z) q(|z| — A) dz < oo.

Démonstration : On a

/U’(x)q(\x| ~ ) dx:/wﬂ/\ +/w>u. (5.74)

/| Ulz) q(|lz] = N dz < /||<)‘| U'z) de < UN) = U(=)) < o0,

I<IAl

/ U'(z) q(lz] - ) de < /| G CENE

|z|>[Al

x| — A dU(x).
< /Mq(u ) dU (z)

On montre la convergence de cette derniére intégrale par exemple en 400 en la comparant,
a une série :

/| e =A@ < 3 gl )+ 1)~ Uw)
T[>\ n>|\|

< 3 qln— [A)U(n+1). (5.75)

nz[Al



Or d’apres 'annexe 5.5.1

n+1
Un+1)=o ( e_(n+1)2/2> ’

il suit la convergence de la série en (5.75) et finalement celle de I'intégrale (5.74). n

5.5.6 Proposition clef
Proposition (proposition 27) Soient pour n € N, f, : (Q x [0,6], F x B([0,]),P ®

A) — R, QF € F tels que

Vw e Q*, AN (w), VYn > Ni(w), folw,-) est absolument continue;

fn(w,0) N foo(w, 0) sur Q*;

fa(w, ) N foolw, ) sur Q*;

VYw € QF, AN, (w), Yn > Ny(w), %fn(w, ¢) >0 A-presque partout pour c € (0,6);

e v o~

5. %fn(w,c) e} %foo(w,c) sur 2*.
Alors sur Q* .
A0, fn(w, ) ™F = Mo foo(w, ) 7H — 0.

Démonstration : Il s’agit d’utiliser la proposition 26 de la page 110 concernant la
convergence forte de mesures images.
Soit, (n') une sous-suite. On montre qu’il existe (n") C (n') avec

O (w) = [ Xo,51 S (@, ) ™" = Appg) foo(w, -) 71| — 0 quand n” — oo (5.76)

pour presque chaque w € %, le critere classique de la convergence en probabilité don-
nera :

Ya >0, lim P{w € Q" [ | Apsfu(w, ) = Ao,g foolw, )| > a} = 0. (5.77)
Les hypotheses 2, 3, 5 donnent une sous-suite (n”) C (n’) telle que
— far(w,0) — foo(w,0) Yw e s, P(25) =P(Q%);
— far(w,0) — folw,d) Yw e Q3 P(Q3) =P(Q");
o] o]
. 1 _ E* Q*
6cfn (w,c) — 8cf°°(w’c) V(w,c_) € E: CcQ*®]|0,4],
P® \(E) = P(Q).

Soit Q0 C Q*, P(Q}) = P(Q*) tel que pour tout w € Q2 et n > Ny(w),

0 0 -
5% far (w,c) >0, 5% foo(w,¢) >0 A-presque partout



Par le théoreme de Fubini, il existe Qf C Q*, P(QF) = P(2*) tel que

0 0 -
Yw € QF, %fnu (w,c) — %foo(w, ¢) A-presque partout pour ¢ € [0, d].

Soit alors
Q=N QN0 NA: C O, P(Q25) = P(Q").

Pour tout w € Qf et n > max(N;(w), Ny(w)) la fonctionnelle ¢ — f,n(w, ¢) vérifient
les hypotheses de la proposition 26. Celle-ci donne la convergence (5.76) et le résultat
(5.77) annoncé par le critére de la convergence en probabilité. u

Une autre version de la proposition 27 due au corollaire 1 de [12] de la méme fagon que
la proposition 27 Iest du corollaire 2 de [12], est :

Proposition (proposition 28) Soient pour n € N, f,: (2 x[0,d],F x B([0,4]),P®
A) — R, QF € F tels que

1. Yw € Q*, 3INi(w), VYn > Ni(w), fa(w,-) est absolument continue;
2. fa(w,0) LN foo(w, 0) sur Q*;

3. Yw € QF, %foo(w, c) >0 A-presque partout pour c € (0,0) ;

4. H%fn(w, c) — %foo(w,c)HL1 L0 sur Q.

Alors || A5 fn(w, )" = Nog foo(w, ) 7| L5 0 sur Q.






Chapitre 6

Principe local d’invariance pour une
suite stationnaire dépendante

On reprend dans ce chapitre le probleme du chapitre précédent en partant d’une suite
stationnaire mélangeante de variables aléatoires (&,),>0 obtenue par une transformation
croissante absolument continue U d’une suite stationnaire mélangeante de variables gaus-
siennes standard (7,),>0. On commence en section 6.1 par rappeler les théorémes limites
assurant la convergence faible de la suite P, des lois des processus S,, constants par mor-
ceaux, normalisés associés a la suite (&,)n>0; cette convergence constitue notre point de
départ. On rappelle également les outils de dépendance qu’on utilise dans ce chapitre.
On énonce en section 6.2 le théoréme 16, analogue pour le cas mélangeant du théoreme
13 obtenu pour une suite de v.a.i.i.d. : on obtient la convergence forte P,f ' X% Pf!
avec une condition sur la vitesse de convergence du coefficient de mélange fort de la suite
(Mn)n>o0 et f vérifiant des conditions proches du cas i.i.d. Dans le cas particulier ot on
prend la fonctionnelle donnée par f(z) = x(1), on obtient par exemple directement du
théoreme 16 la convergence

L(Sn) = N(0,1),

c’est a dire un théoreme local limite pour des variables dépendantes, ce qui semble
nouveau. La preuve est donnée en section 6.4 en reprenant dans celle du théoreme 13 les
passages ou l'indépendance ne peut plus étre utilisée.

6.1 Théoremes limites pour des variables aléatoires
dépendantes

Pour une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, le
théoreme de Donsker-Prokhorov donne la convergence faible des processus constants par
morceaux normalisés associés a cette suite vers le processus du mouvement brownien W.
On a renforcé la conver%ence de fonctionnelles de ces processus pour une large classe de
fonctionnelles notée M Pl) (cf. théoréme 13).
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On se propose d’étudier un principe local d’invariance pour certaines variables dé-
pendantes. On utilise la notion de dépendance associée au coefficient de mélange fort
introduit par Rosenblatt. On commence par le rappeler.

6.1.1 Variables aléatoires mélangeantes

Définition 16 On définit le coefficient de mélange fort entre deux tribus A et B par :
a(A,B) =sup {P(ANB) —P(A) P(B), A€ A, Be B}.

Si (Xi)i>o est une suite aléatoire en notant Mgy = U(Xi, a <1< b), on définit pour

p < ¢ ax(p,q) = (M s p, Mg 1c0)-
Si de plus la suite (X;);>o est stationnaire, on notera ax(n) = ax(i,i+n). On écrira
méme a, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Pour pouvoir controler les variances de sommes de variables aléatoires mélangeantes, on
utilise dans la suite

Proposition 32 ([6]) Soient X,Y des variables réelles centrées de variances finies.
Pour p,q,r > 1 tels que % +%+ % =1,o0na:

| Cov(X,Y)| < 8a(X,Y)Y? (E|X|)YUE|Y|")Yr. (6.1)

Dans le cas de variables indépendantes, on peut estimer la probabilité du maximum des
sommes partielles par le maximum des probabilités des sommes partielles par I'inégalité
d’Ottaviani. Dans le cas avec mélange, on dispose de ’analogue suivant :

Proposition 33 Soit (X[')i<, un tableau triangulaire de variables aléatoires centrées
telles qu’il existe v > 0 pour lequel les moments d’ordre 2 + v de X' sont bornés. On
suppose

a(X7, X7) < afli - j])

avec pour T > 2(2+7)/v :
a, =0(n™). (6.2)

Soient S = X'+ -+ X7 et 02 la variance de S*, d’équivalent o2 ~ nh(n) avec h une
fonction a variation lente.
Alors pour tout € > 0, il existe t > 0, C(g) < 400 tels qu’avec

ay, = II£1<aXIP’{|SZ — Sp| > e0,/2},

on a .

(1/2 — ay) ]P’{TgagdS,ﬂ > ans} < P{|S?| > €0, /2} + C(e) n7". (6.3)



Ce résultat est donné dans [14, section 1.4.3] sous une forme moins générale. Une lecture
attentive de la preuve de [14] montre qu’on I’adapte sans difficulté & notre situation de
la fagon suivante :

Démonstration :
Soient f > 1, 0 << 22247

2(2+~+0r)
Soient
f=——>0 m=[n"], s=——.
2(2+7) ] B

Il est facile de constater que 2 +4/y < s <.
Considérons

n1+t+'y/2—0t

C(g) = 4max{ (8/g)*™ sup E| Xt — amn’ b . (6.4)
ZSTL Un
n>0

Comme
— sup B|X7'[*7 < oo,

i<n

n>0

n1+t+7/279t n1+t+7/270t

=n=D /h(n) /2 50, n— +oo,

~/
0%4—7 n1+’7/2h(n)l+7/2

— 0y =00 P 9) 50, n— +oo,

on a bien C(g) < 400.

Prouvons maintenant 1'inégalité maximale (6.3) :

Soient
Apn ={IST] < one, ..., |Sii] < one < |SE[}
et
Kn={ke{l,...,n}|P(A,) > C(e)n M}
On a .
P{max |Sf| > con} = Y P(Akn) < Cle)n™" + D P(Ayn): (6.5)
- k=1 ke,

Par ailleurs,

P{|Sh| > eon/2} > > P({|Sp| > €04/2} N Ak p).

kEK,

11 est facile de voir que

{|Sp — Sp| < e0n/2} N Apy C {|S)] > €04 /2} N A,



on a donc
P{|Sp| > eon/2}
> Z P{Ak,n N {|S:LL - Sl?‘ < 5Jn/2}}

ke,
> 3 B(Axn) — B{ISE — S}l > €0n/2} N Ayn)
kEK,
(6.6)
> ) P(Apa) (1-P{|Sk — Sp| > c0n/2 | Akn})
kEKn
>(1-— n_ gn .
> (1= P18 = 21> cou/2 | Ana} ) 3 PlAsa). (6.7)
kEKn
Avec (6.7), on déduit alors facilement (6.3) de (6.5) si on montre que
IICH%X]P’HSQ — Sp| > €0n/2 | Agp} < 1/2 + an. (6.8)
€kn
Pour £ < n — m, il est clair que
P{|S; — Skl > eon/2 | Apny SP{S; — Skl > eon/4 | Apn}
+P{[Sk1m — S| > €0 /4 | Apnt
On a d’abord, avec k € IC,, :
P{|S¢. ., — Sp| > €0, /4}
P{|Sp m — S W4 | Agat < tm__ -k
(5t = 21> onft | A < FUSEen 0
C’(s)_lnHt o o
< e 2+y E|Sy; - Sk+m‘2+7
(50m)
1,1+t
< GO e gup BIXIP (6.9)
€ v .
(o)™ "
car
k—+m 24 k+m
E|Sp = Sp,ml™™ = E| Y XP| <m'™ Y EIX[PT
i=k+1 i=k+1
< m** sup E|X!**7.
i<n,n

Comme m = [nf], B = 27(;%%, on a m?t7 < n?/27%_ Par choix de C(¢), il suit alors de
(6.9) :

P{|S}.,. — Sp| > 0,/4 \ Apn} < 1/4.



On a ensuite toujours pour k € K, :

P{{|Sr — Sp | > €0n/4} N Apy}
P(Agn)
(770}

< P n __ Qn " 4 o —m
>~ {|Sn Sk+m| > €0 / }+ ]P(Ak,n)

P{|Sy — Sipml > €0u/A | Apn} =

< a,+1/4

car P(A;,,) > C(e) n~(* et par choix de C(e).
On obtient alors la majoration (6.8) qui permet de conclure a (6.3).

Pour n — m < k < n, on montre P{|S} — S?| > 0,/4 | Ay} < 1/4 de la méme fagon
qu’on I'a fait précédemment pour S}, —Sp|, kK <n—mcarn—k < m.
On a donc & nouveau (6.8), ce qui achéve la preuve de I'inégalité maximale (6.3). u

6.1.2 Théoreme limite fonctionnel pour des variables mélan-
geantes

On dispose dans le cadre dépendant d’analogues au théoréeme de Donsker-Prokhorov :
on considére sur un espace probabilisé (2, F,P), (£:)n>0 une suite stationnaire de va-
riables aléatoires centrées, de variances 1, de suite de coefficients de mélange fort (o, )y.
En notant o2 = Var(& +--- + &,), on associe & (£,)n>0 le processus constant par mor-
ceaux :

[nt]
Si() = Ji Y&, tel] (6.10)
i=1

n o ,_

On dispose alors du résultat suivant qu’on trouve dans [33] :

Théoréme 15 Soit (£,)n>0 une suite stationnaire fortement mélangeante de variables
centrées. On suppose qu’il existe v > 0 tel que E|& 7 < 400 et

na)/C* 0, n— +oo (6.11)
Alors 0% :=limy,_, 1o 02 /n erxiste, 0 < 0% < +00. Si de plus
o? >0 (6.12)

alors en notant P, et P respectivement les lois des processus S, et du mouvement brow-
nien W, on a
P,=— P. (6.13)

Remarque 26

1. Ce résultat repose sur I’étude de la fonction quantile inverse

Qe (u) == inf{t > 0| P(|&:| > 1) < u}



dont 'intérét dans ce genre de probléeme a été mis en évidence dans [15]. Compte
tenu des hypothéses supplémentaires nécessaires (cf. (6.18)), on pourrait se conten-
ter de résultats plus stricts en remplagant (6.11) par > ay/ M < 4o (cf.

[36]).

2. Pour f P-presque partout continue, on a une version fonctionnelle de (6.13)

f(Sn) = f(W), (6.14)

c’est ce type de convergence qu’on renforce dans le théoreme 16 a venir.

6.2 Principe local d’invariance

On s’intéresse dans la suite a des variables obtenues par transformation croissante de
variables aléatoires gaussiennes sous-jacentes. Soient (7,)n>o une suite stationnaire de
variables gaussiennes centrées réduites de densité ¢, de coefficient de mélange fort a,,
n € N et U une fonction croissante absolument continue de dérivée U’ presque partout
non nulle. On suppose que [ U(z)?¢(z)dz < +o0. On considere alors la suite de variables
aléatoires données par

&n = U(nn). (6.15)

La suite (&,)n>0 est stationnaire et de coefficients de mélange fort majorés par «,. Quitte
a prendre une transformation affine de U, on supposera de plus que &, est centrée et de
variance 1. On considére alors le processus (6.10) associé a (&,),>0 ainsi que le processus
affine par morceaux suivant associé a la suite gaussienne sous-jacente (7,)n>0 :

[nt]
> i+ (nt = [nt]) N1, t € [0,1] (6.16)

=1

1

On

Y, (t) =

avec 62 = Var(n + -+ - + nn)-

Le but de ce chapitre est de renforcer la convergence (6.14) en une convergence en
variation comme on I’a fait au chapitre précédent pour des fonctionnelles dans Mg). On
propose ce résultat pour une classe de fonctionnelles 1égérement restreinte : on définit
Mg) C M%) en remplacant dans la définition 15 de Mg) le noyau Hp de P (qui coincide
avec l'espace de Cameron-Martin) par HY C Hp donné par :

H} = {f absolument continue, de dérivée , f(0) =0, f' & variation bornée}. (6.17)
On montre en section 6.3.2 que le sous-espace HY est dense dans Hp.

Définition 17 Mg) est l’ensemble des fonctionnelles f localement lipschitziennes telles
que pour P-presque chaque z, il existe un voisinage V(x) de x, | € HY tels que
— D,f(x) existe et est non nul;
~ en notant Sy, = {h € S, telle que Dy f(y) existe} et A = Uyey @ {y} x Sy, on a
(y,h) € A— Dyf(y) bornée et continue.



La classe Mg) est formellement plus petite que Mg). Cependant dans les cas concrets,
les fonctionnelles de Mg) sont déja dans Mg). Par exemple, les exemples du chapitre 5
appartiennent également a Mg).

On dispose alors du résultat suivant de convergence en variation, analogue du théo-
reme 13 pour des variables indépendantes et identiquement distribuées :

Théoréme 16 Soit (1,)n>0 une suite stationnaire de variables gaussiennes centrées, de
variances 1 et de suite de coefficients de mélange fort (cu,)n>o-
Soit U une fonction croissante absolument continue de dérivée U' presque partout non
nulle et telle que [ U(z)?q(z) dz < +oo.
On considére &, = U(n,) qu’on suppose centrée, de variance 1. On suppose de plus qu’il
ezriste

- v >0 tel que & a un moment d’ordre 2 + 7y ;

-7 >22+7)/y tel que :

a, =0(n"). (6.18)
Si
o2 G2
o:= lim *>0, ¢&:= lim *>0 (6.19)
n—+o00 N n—+oo N

alors pour toute fonctionnelle f € Mg), on a la convergence en variation :

P ft 2L P (6.20)

Remarque 27

1. Dans le cadre du théoreme 16, la condition suffisante (6.11) pour avoir P, = P

s’écrit
n o)/t =o(1/n) — 0, n — +oo.

Elle est donc clairement vérifiée et on peut estimer ce qu’on demande en plus dans
ce théoréme par rapport a ce qu’on exige pour assurer la convergence (6.13). On
suppose que cette derniere tient dans [E ’espace fermeture pour la norme uniforme
de I’ensemble des fonctions de D qui ont un nombre fini de sauts en des points
rationnels.

2. Compte tenu de (6.18), d’apres le théoreme 15 les limites dans (6.19) existent et
on demande seulement qu’elles soient non nulles pour avoir la conclusion (6.13)
du théoreme 15. La condition ¢ > 0 est une condition de non dégénérescence du
processus S,, la condition & > 0 est liée & un autre processus Y, qui intervient
dans la preuve (on renvoie a la remarque 28 au sujet de cette condition).

3. La condition (6.18) avec r > 2(24y)/~y est nécessaire pour appliquer la proposition
33, dans le reste, on constate en (6.35), (6.46), (6.55) qu’il suffit de supposer qu’il

existe 6 < (2 +)/v tel que :
ZafL < +00.

n>0
On a bien alors la condition (6.11) qui permet d’appliquer le théoréme 15.



Dans le cas trés particulier ot on prend la fonctionnelle f donnée par f(z) = z(1), on
obtient directement du théoreme 16 le résultat suivant :

Corollaire 5 Avec les notations précédentes et les hypothéses (6.18), (6.19), on a
L£(S,) =5 N(0,1).

Il est facile de constater que les exemples de fonctionnelles pour lesquelles on a la
convergence (5.4) du théoréme 13 conviennent & nouveau pour obtenir la convergence
(6.20) du théoréme 16.

La démonstration du théoreme 16 est analogue a celle du théoreme 13 : elle consiste
en la vérification des conditions du théoréeme 11 obtenu par la méthode de superstruc-
ture. On commence en section 6.3 par mettre en place les outils dont on a besoin et
a donner des propriétés utiles dans la suite. On prouve ensuite en section 6.4 le théo-
reme en reprenant les points de la preuve du théoreme 13 de la section 5.3 pour lesquels
I'indépendance ne peut plus étre utilisée.

6.3 Préliminaires

6.3.1 Mise en place des outils

Comme au chapitre 5, on applique le théoreme 11 avec ’espace métrique complet
séparable E muni de la norme uniforme notée || - || et la suite de mesures de probabilités
(P,)n qui converge faiblement vers P d’apres (6.13).

On associe & P-presque chaque z le voisinage V, la direction | € HY et &€ > 0 & partir
de la définition 17 de Mg) de la méme facon qu’en section 5.3.1. On considere (I,,), une
approximation de [ qu’on définit par (6.26) en section 6.3.2.

On introduit les mémes applications II,,, J,, ¢, ¥ en remplacant si besoin est la
normalisation \/n par o,. Par contre, on définit maintenant G, . transformations de R”
par

Gne(@) =2z +cl,, TER

a partir de I,, = J,, o I, (I,) = (In.:)1<i<n donné par

i = an(ln(%) L), (6.21)

ou I, est 'approximation de [ donnée en (6.26). Dans le cas d’une suite de variables
indépendantes et identiquement distribuées du chapitre 5, on avait I, = J, o I1,,(1), on
est obligé de passer ici par une approximation /,, de facon a pouvoir vérifier le point (7i7)
du théoreme 11. (voir a ce sujet la remarque 28 & la fin de la vérification de (4ii)).

A nouveau, on applique le théoreme 11 avec la famille de transformations {G, }.
donnée par

Gn,c:inOJ;1od]oén,co(POJnOHn;
Goo,e = T + cal.



ou

a= /U'(:L') q(z) dz.

Comme le résultat cherché concerne la convergence des lois (P,), de Sy, on applique
comme précédemment le théoreme de représentation de Skorokhod 14. Il n’y a alors
aucune restriction a supposer que S,, — W P-presque strement avec S,, = % > <[nt] &r
et -

G=Um), amn) <aij.

On souligne qu’alors pour chaque 7, la famille (£");<, change.

6.3.2 Définition de la suite (I,,),

Considérons le processus affine par morceaux (Y;,), défini en (6.16). D’apres les hy-
potheses (6.18), (6.19), le théoréme 15 s’applique et donne la convergence faible :

Y, = W. (6.22)

Notons
Qn = L(Yy), Q=P =L(W).

Ce sont des lois gaussiennes sur ’espace C([0,1]) de dual :
M([0,1]) = {u mesure signée sur [0, 1] de variation finie}.

Leur opérateur de covariance K, K sont des opérateurs de M([0,1]) dans C(]0,1])
donnés respectivement par

Kn(:u)(t):/[OI]COV(Yn(t)ayn(s)) plds), pe M([0,1]), t€]0,1],

Kamw=éJAuwﬂ

Avant de définir la suite (I,,),>¢, Temarquons que I’ensemble HY utilisé dans la définition
17 peut se définir en terme d’opérateur de covariance K.

Proposition 34 Le sous-ensemble HY de Hp défini en (6.17) coincide avec

{l = Koo(p) | € M([0,1])}. (6.23)

Démonstration : Il s’agit de montrer la coincidence des expressions (6.17) et (6.23) de
HY. Soit J : L2([0,1]) — C([0, 1]) opérateur donné par :

ﬁwzfﬂ@m



Son adjoint J* : M([0,1]) — L?([0,1]) a pour expression J*u(t) = wu([t,1]). I est
facile de constater que JJ* = K, opérateur de covariance de P. C’est ainsi qu’on
obtient Hp = J(L*([0,1])), l'espace de Cameron-Martin (en utilisant un théoréme de
factorisation de I'opérateur de covariance, cf. [13, th. 7.3]). On a aussi :

{Koopt, € M([0,1])} = Koo M([0,1]) = J (J*(M([0,1]))) - (6-24)
On a facilement l'identification suivante (par exemple avec [42, th. 8.14])

ST M((0,1])) = {t = u(lt,1]), p e M([0,1])}

= {f a variation bornée, continue a gauche} (6.25)

Comme on ne change pas la valeur de J f(¢) en modifiant f sur un ensemble dénombrable,
on peut se dispenser de la continuité a gauche et déduire de (6.24), (6.25) la coincidence
des expressions (6.17) et (6.23) de HY. u

Remarquons que d’apres la définition (6.23), 'ensemble HY est dense dans Hp pour
la norme uniforme || - || de C([0,1]) et pour celle de Hp (cf. [13, p. 155]).
Etant donné | = K () € H2, on considere la suite donnée par :

ln = Ko(1) € HY, . (6.26)

A partir de [, direction admissible pour P, on peut partitionner I’espace en lignes pa-
ralleles a . La mesure P est alors mélange de mesures conditionnelles P, concentrées
sur les classes d’équivalences 7y de la partition. Ces mesures sont gaussiennes de variance
commune notée op(l), appelée mesure d’admissibilité de la translation ! (¢f. [13, p. 39]).
L’intérét de cette approximation (I,),so réside dans les convergences suivantes qui sont
dues au théoreme 19.6 de [13] :

I, =1 — 0, n — +oo, (6.27)
o0Q, (ln) — Up(l), n — +0o0. (628)

Au chapitre 5, on avait sans difficulté les propriétés (5.12), (5.13) et (5.14) des coordon-
nées I, ; de [, utiles dans I’analyse des points (i) — (v) du théoreme 11. La proposition
suivante montre qu’elles sont toujours vraies, leur justification deviennent cependant
beaucoup plus compliquées.
Proposition 35

1. maxi<p |lni| — 0 quand n — +o00;

2.3, % est bornée;

8.3 12, est bornée.

n,2

Dans la suite, nous noterons a nouveau h un majorant de {ln,i, 1<n, neE N} et K un
. . n |yl n 2
majorant des suites (Zi:l - )n>0 et (>0, ln,i)n>0'



Démonstration :
Rappelons que

1 1—1
On commence par donner une expression de l,,;, ¢ = 1,...,n qui permettra de mener les
calculs pour vérifier 1, 2, 3. D’apres (6.26),

In(t) = Kn(p)(t) = /[0 ; Cov(Ya(t), Yu(s)) p(ds).

Notons {z} := z —[z] la partie fractionnaire de z, p(n) = Engnnk. On exprime K, (u)(t)
en développant Cov(Y,,(t),Y,(s)) de la fagon suivante :

p(i —j) + {ns} Z p(i —1—[ns]) p(ds)

}22[?;;] 1<i<[nt]
+ /[ {nt} Z (1 — 1 — [nt]) + {nt}{ns} p([nt] — [ns]) w(ds). (6.29)
1<j<[ns]

Comme on ne considere dans la suite que ¢t = p/n, on a d’abord pour p =0, ,(0) =
K,,(1)(0) = 0 puis pour p > 1:

K. (2) = [ ’1]( S pli—d)+nsh 3 pli— 1 [ns]) Julds). (630

1<i<p 1<i<p
1<5<[ns]

On étudie les deux termes de l'intégrale précédente.

Etude de fo 1] Zl<z<p p(i — j) p(ds).

1<5<ns]

Comme pour k € [1 — [ns],p — 1]
Lyns(k) = #{(5,5) [1<i<p, 1<j<[ns],i—j=k}
= (p—k)Ans)—1V(QA—k) +1
= (p—k)Ans]) =k,
avec k- =0V (—k), on a

Z p(i - .7) = Z P(k) Ip,ns(k)

1<i<p 1-[ns]<k<p-1
1<5<[ns]
= Y W=k AR -k ).
1-[ns]<k<p-—1
Notons que

p—k
n

p—Fk)Ans|]=p—k <= p—k<[ns]<ns<=s>

1—-k%
1-k<[ns] <= SZT.



On a alors

/01 Z p(i — j) p(ds) = /[01] Z p(k) ((p— k) Ans]) — k=) p(ds)

1—[ns]<k<p—1

1<j<[ns]
= Y /[ trossna((p = F) A fns) = k-
= 2w L, (@A) k)

- (k) /[ i gy 91 ) ) +
p(k)(p—Fk—Fk-) p (]p%k Al 1])

Btude de [, ({ns} Xicicy pli — 1 [ns])) p(ds).

/[01({715} S pli—1— ns]) (ds)

1<i<p

-/ 71]({ns}[ S ) )utas

~[ns]<k<p—1—[ns]

- Z p(k)/ {”5}1—k§[ns]§p_1_k) /,L(dS)

—n<k<p—1 [0,1]

_1'0 /[0,1] ({ns}l[_%y%[(s)) 1(ds)

(k)
(k) {ns} p(ds).
P /[ovn’“,Pnk/\l[ a

-1

—n<k<p
—n<k<p
A partir de (6.29), (6.30), on obtient que I,(2) = K,(u)(2) est égal a :

1
— k ns| —k_ ds
=PI / (Ins] — k=) p(ds)

\/ﬂ7ﬂ/\11
n n

_E: p(k) (p—k — k) u(]p%k/\l,lD

1
2
o
" 1-n<k<p-1
1
52
n

> o {ns} plds).

—n<k<p—1 [ov 2k, 22k An]

+

_|_

Expression de [,,(%) — (=) pour i =1,...,n.
On peut maintenant en donner une expression a partir du calcul précédent. On considere



d’abord le cas ¢ > 2 :

}i—}z—k iiii

i—1—-k i—k
n

o 2 A0 f () e



car (6.31) se réécrit :

EUC(CES S SRCY O ETSNICE
. o) i—1—k—k ) p ]"_;_’“,’;’“D

o
nn<k<i—2

rn X awa(5H).

i—n<k<i—1

On obtient ainsi pour ln(%) — ln(%), 1> 2

2 X awe([SE) e [ e ww) e

™ n<k<i-1

Pour 7 = 1, comme [,(0) =0 et —k_ =k pour £k < 0,0n a:

() -
<)

1

=3 Z: /[ ns] + k p(ds) + p(k) (1 — k + k) u(]7,1
1
— k ns ds

+ o _gﬁop( ) /%,17_1_“1]{ } u(ds)

gig > k) /[H - ](1 — k+ k) p(ds) + p(k) p G¥1D (6.33)

on retrouve l’expression (6.32) pour i = 1.

On a donc avec p € M([0,1]) :




On vérifie maintenant les assertions 1, 2, 3 de la proposition 35.

Pour 1, comme

(5

< lpell;

)| <, L/ . s}t

on a

2
M¢S—Mﬂ- S otk

o
" n<k<i—1

Or0<i1—1<n-1, 1—-n<i—n<0donc
S olek) <2 Y (k).
i—n<k<i—1 0<k<n—1

Or 3 ck<n |P(K)| converge : en effet on trouve p > 1, > 1,
'inégalité (6.1), on a :

1 2 _ ’
>t .= 1 tels qu’avec

o(k)| < 8 ap/? (Elm |94, (6.35)
Comme d’apres (6.18), o, = O(n™"), avec r > 2+ 4/7, on a bien la convergence de
> k>0 |p(E)]. On a alors

2||lpll o)

n

max |l ;| < — 0, n— +oo.
i<n

Pour 2, comme

Sl < 2RSS

i<n " i<n i—n<k<i—1

2£/;H Z lp(k)| #{i,i —n <k <i—1}

" 1-n<k<n-—1

< Wl 3> loth1

o2
0<k<n—1

IN

IN

On a donc )., ”;‘:‘ bornée car 02 ~n et Y, |p(k)| converge.

Pour 3, comme

S S (s )

i<n i<n " ien<k<i-1

> (e }:_|Mkn)

IA

on a

D’ou ZKn ni est bornée, et finalement le point 3 est vérifié, ce qui achéve de prouver
les propriétés de [, ; énoncées dans la proposition 35. [ ]



6.4 Adaptation de la preuve du chapitre 5

On étudie maintenant les cinq points du théoreme 11 de la section 5.1. On obtiendra
alors en I’appliquant la convergence (6.20) cherchée.
Par hypothese, il existe 4" > 0 tel que

E|§)* < +oc. (6.36)

Fixons v < +' (par souci d’allegement des notations, on réserve la notation -y pour le
parametre qui sera utilisé le plus fréquemment dans la suite).

6.4.1 Etude de (7)

Rappelons qu’avec les transformations données, on a

‘]
U( Ini)
Z 771 e ’ Goo,cSn = Sn + cal.

=1

£

On a a nouveau ||/, (—]) — || — 0 quand n — o0, en effet :

NER HSE ICORY (637

le premier terme tend vers 0 d’apres (6.27), le second par (5.18) car I' € L.

Pour montrer le point (i) : Ve € (0,¢), G Lo, G, quand n — 400, on se ramene
donc a I’étude de la convergence en probabilité vers 0 de

' 1
Tn 1<

Z Ui + clpi) —U(n) — caly ;|-

Comme le sup d’une fonction en escalier est un max, on cherche a montrer :

n P
Il?gic o ;k Ui + clng) — U(n;') — calyi| — 0.
Pour simplifier les notations, posons a nouveau :
ko
Toi = U + clng) = UM) = calng, Sop =Y =2
i=1 "

9’ z 3 1 n \ .
On commence par s’intéresser & max<p ‘E > ET,i| pour se ramener a des variables
centrées et appliquer I'inégalité maximale (6.3).

L’étude de maxy<y, é >« ETnil est identique & celle du cas d’une suite de v.a.i.i.d.



du chapitre 5 car ne concerne pas les lois jointes donc la dépendance n’intervient pas.
De la méme fagon que pour (5.23), on a donc :

1 n

— E ETn,Z‘
g,

"=k

Vérifions que les hypotheses de la proposition 33 sont satisfaites. On a

max — 0, n — +4o0. (6.38)

k<n

o2 ~no?,
uis
P n 2+
sup E|U(77i + cln,i)| < 400, (6.39)
i<n,n
en effet :
sup E|U(® + cly)|*™" = sup / \U(x + clni)|*q(z) do
i<n,n i<n,n

= swp [ (U@ g(o) el o

i<n,n
< / U (@) q(z) e da.

La finitude de cette derniére intégrale est due & l’existence d’'un moment d’ordre 2 + +/,
v > v pour & = U(n}) : en effet soit @ = 2L > 1, 3 son conjugué, on a alors :

24y
/ U(@)[*g(z) " da

1 27 exp{ —22/(20)) — 22 exp{c|z x
:\/ﬁ/“](%)' p{—2"/(2a) — 2°/(28)} exp{c|z|h}d

\/LQ_W ( / \U(x)|(2+7)”‘e_m2/2dm) " ( / exp{—/2 + fch |} dac)
< A ([wwraww) " ([ oot spen a)

< +00.

1/8

IA

On a donc (6.39). I suit alors en utilisant la proposition 35 :

<377 sup (EIUM;' + caln) "7 + EIUM) T + (ca)™ |1 [*17)

i<n,n

< +00.

Comme le coefficient de mélange fort vérifie par hypotheése (6.18), la proposition 33
s’applique et on s’intéresse des lors pour tout d > 0 a

n

j : Tnyi — ETn,i
0.

i=k n

lim maxP {

n—+oo k<n

> 5} =0. (6.40)



i=k
1 n 2
< 55F (ZTn ETW>
n i=k
1
<o (ZE ot = B + 3" Blrs — Bry ) (s — E))
n t,j=k
z
On a donc
- Tng — ETn,i
IES‘;‘P{ Z; > 5}
= 520_2 (ZE Tng — ETnz + Z |COV Tn Z,7’71’])|> (641)
1,j=1
i#]

La méme étude que pour le cas avec une suite de v.a.i.i.d. donne pour la premiere partie
du membre de droite de (6.41) :

E(Tni — ETng)? < E(UMP + clny) —UM)* < Cellny.

Il suit d’apres la proposition 35 :

n

S B B g LSl (KCE Ly

2 92 2 2
P 6202 On = 620,

D’autre part avec g =2+, p = (1%2 =1+ 2/7 donné par % + % = 1, d’apres 'inégalité
(6.1)

| Cov(Tnyi; Tnyj)| < 8 T, Tn,j)l/pHTn,i i — ETnjlle- (6.43)
Orona:
- a(Tn,i,Tn,j) S a(nn,ia nna]) S a|i—j\7
— sup |7 — ETnillq = 0 quand n — +o0,
i<n
en effet
[T — Ui + clng) = Uni') — (BU (" + clni) — EU(n}))llg
< 2[|UMm; + clug) = Um)|lg
1/q
< </|U z+clp;) — |q dx) ) (6.44)



Comme par la proposition 35, pour ¢ € (0,¢), |cl,;| < emax;<, |l,;] — 0 quand

n — 400, par continuité de U, on a

sup |U(x +¢lpi) —U(z)] — 0, n — +oo.
i<n,
cE_[O,(ﬂ

Puis comme 2 4+ v > 1, par convexité :

sup |U(z + eln) = U(z) "7 < 2”7( sup |U(z + cln)|**7 + |U(x)|2+7)-
1<n,neN i<n,n€N
c€[0,4] c€[0,0]

Ona [ |U(z)[**"q(z)dz < o0 car & admet des moments d’ordre 2 + y d’apres ’hypo-
these (6.36).
Comme U est croissante, il existe zy tel que

U(z) <0 Vz <z, U(x)> 0 V> zo,

puis supi<nnen ¢|lyi| < eh.
c€[0,0]
On a alors pour x > x( + €h,

sup |U(z + clny) |t < U(x +eh)**7.

i<n,neN
c€[0,0]
On a donc
/ sup |U(x + clnj)|*q(z) dz < / U(x + €h)**q(z) dz < 400,
x>x0+eh i<n,neEN z>T0+eh

c€[0,0]

ou la finitude de cette derniere intégrale est due a I’existence d’un moment d’ordre 2++/,
v > v pour & = U(n?) en appliquant I'inégalité de Holder de la méme fagon que pour
le calcul menant a (6.39). De méme, on a

/ sup |U(x + clni)|*q(z) do < / U(z)*Tq(z + €h) dz < +oo.
z<zg—ech 1<n,nEN r<z0—2ch
c€[0,0]
Comme
/ sup |U(z + cln)|* g(x) dz < +oo,
zo—eh<z<zo+eh i<n,neN
c€[0,0]

on a finalement l'intégrabilité de

sup |U(x + clpi) — U(x)‘Qﬂq(x),
1<n,neN
c€[0,4]



Kn = sup (E|tn; — Erng?*)" —0, n = +oo. (6.45)
On déduit de (6.43) avec p = L5 =1+ 2/, I'estimation suivante :

n

1
Z |COV(Tnyi’Tn,j)| < 8K2 Z a‘i/_pﬂ

6j=1, i#] ij=1, i7]
n—1
< 16K? Z(n — k)oy”
k=1
n
< 16K2n Yo" (6.46)
k=1

Or avec ;" = O(k™"/?), on a S-"_, oy/” = O(1) car d’apres (6.18), on ar > 2+4/y >
p=1+2/. 1 suit

n

1 n
po) Y [Cov(ra gl = — K O(1).
" =1t n

Comme o2 ~ o?n et K, — 0 par (6.45) quand n — +00, on obtient

n

% Z |COV(Tn,i’Tn,J’)| — 0. (6.47)

" i,j=1,i#]
Finalement d’apres (6.41), (6.42), (6.47), la conclusion (6.40) est satisfaite, ce qui donne

d’apres 'inégalité maximale (6.3) la justification du point (i) du théoreme 11.

6.4.2 Etude de (i)

Le point (iz) ne concerne que la loi limite P de W, il est donc vérifié de la méme fagon
qu’en section 5.3.3 au chapitre 5 pour une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées.

6.4.3 Etude de (iii)

Dans cette section, il s’agit de montrer
limlim || P,G, . — P,|| = 0. (6.48)
c—=0 n
A nouveau de la méme fagon qu’en section 5.3.4, on se ramene d’abord facilement a :

|PaGrt — Pul| < ||PuGrt — Pal| (6.49)



ou P, est la loi du vecteur gaussien 7" = (n¢,...,n7) et

T —G,.T=

[ = <an (zn(%)—zn(k;1)>,...>.

Notons IEn I'ensemble des fonctions constantes par morceaux sur les intervalles |
k=0,. — 1, nulles en 0. On dispose de I'isomorphisme suivant de E, sur R" :

- _{R" — R

Ekl[
7

n

Jo(@) = &0 (:5(5)—3:(’“‘1)), k=1,...n

n n

Avec Y, le processus a trajectoires affines par morceaux de loi (), introduit en (6.16),
onaJ,Y, = n,...,n,), dou

On a alors
1Pn = PaGrtll = 11Qndy" = Qudy ' GrtTnd, |

= 1Qudy " = Qu(J Gued) M

< 1@ —@Q ( T Gedn) ']
Notons

CJ:~‘IGJ-E”_>RR~ —>R"7—>]E,l~7
n,c n n,cYn - P — .f — Jn(x) — .f—f‘cln — $+CJ7;1(ln)

Comme avec nos notations, I, s’écrit [, = K,u, affine par morceaux sur les intervalles
(&, 5, on a

T ) = Jit o Jy o T(ly) = 22 1,.

an
On estime maintenant facilement la distance en variation entre une loi gaussienne et sa
translatée dans une direction admissible : 'inégalité (19.6) de [13] donne, en désignant
par o¢(l) 'admissibilité de la translation [ donnée en page 162 :

2 On 1
1Qn — QG ncn_\/; AL

Or d’apres (6.28), on a og, (I,) = op(l) # 0.
De plus, on a les équivalents 2 ~ on, G2 ~ &n, il suit alors compte tenu de (6.49) :

. 2 1
lim || PG,k — Pl < \ﬁcf .
n m & op(l)

On obtient facilement la limite (6.48) et donc le point (¢4¢) du théoreme 11.




Remarque 28

La plupart des légeres restrictions par rapport au cas d’une suite de v.a.i.i.d. sont dues a
cette partie. Dans le cas d’une suite de v.a.i.i.d., le membre de droite de (6.49) se majore
a l’aide du lemme 20.1 de [13] car P, est alors une loi normale standard de dimension n
(cf. (5.33)). Un tel raisonnement n’est plus possible ici.

A la place, on se ramene a la distance en variation entre les mesures gaussiennes
Q, et leur translatée Qné;}c. On majore cette distance a I'aide de og, (I,) qu’on peut
controler par le théoréme 19.6 de [13] si on définit [, en prenant dans (6.21) I, = K, une
approximation de | = K u. C’est la raison pour laquelle, on doit prendre [ € H% (c’est
a dire de la forme | = K u) et introduire cette approximation. De plus comme ’étude
de (6.49) passe par la loi @, de Y,,, on doit imposer la condition de non-dégénérescence
62 :=limo?2/n > 0 pour que la majoration aboutisse.

6.4.4 Etude de (v)

Cette partie ne dépend que des propriétés de la fonctionnelle f et de la loi limite P.
Comme celles-ci restent inchangées par rapport au cas d’une suite de v.a.i.i.d. étudié au
chapitre 5, (v) est vérifié comme en section 5.3.5.

6.4.5 Etude de (iv)

La longue vérification de ce point ne se trouve modifiée que dans les passages ou la
dépendance ne permet pas de majorer aussi facilement qu’au chapitre 5. On reprend les
grandes lignes de la justification des sections 5.3.6—5.3.9 en ne revoyant que les points
a réviser.

Rappelons qu’on note ¢, ,(c) = f(Gy2) et que pour voir

T [ INoaent = Noawall Paldz) =0, (6.50
mJv

comme ||)\[0,5]g0;,1z — )\[0,5]@0501’2|| < 2, on montre la convergence en probabilité P, vers 0
de I'intégrant. Pour cela, on rappelle qu’on dispose de

Proposition 36 Soient pourn € N, f, : (2x[0,6], F x B([0,6]),PR®)) — R, Q* € F
tels que

1. Vw € Q*, I Ni(w), Vn > Ni(w), fulw,-) est absolument continue;
2. fa(w,0) N foo(w, 0) sur Q*;
3. Yw € QF, %foo(w, c) >0 A-presque partout pour ¢ € (0,0);
' ) )
P
J— —_ Q* .
2 1,6 = o for Ol 0 (w0 € 2

alors pour tout o > 0, quand n — 400 :

]P{w € Q" | Ap,0)fn(w, I 0,6 foo (W, 37 > a} — 0.



On applique ce résultat aux deux suites données par

— gn(w,c) = f(Gn,cSn)a Joo(Ww, €) = f(GOO,cW) ;
- hn(wa C) = f(Goo,cSn)a hoo = Jo-

L’étude de la suite (h,,), reste inchangée. On renvoie pour cela a la section 5.3.6.

La vérification des points 1 — 4 pour la suite (g,), ne se trouve modifiée que pour le
point 4. L’existence de L, g, . vecteur tangent a (G, .Sy ). se justifie comme en section
5.3.7. L’essentiel du point 4 de la proposition 28 repose sur la convergence de L,, s, . vers
al dans le sens suivant :

/ |Lns,.e —all| de =5 0 (6.51)
[0,9]
ou la norme || - || est la norme de 'espace E dans lequel vivent les fonctions L, g, . et al.
Comme on a
(7]
1
”Ln,Sn,c - al” = ‘ 0'_ Zln,z U'(ﬂ? + Cln,i) —al )
"=l

et ||l — ln([Z—])H — 0 quand n — +oo par (6.37), on s’intéresse en fait a

k

i Zln,z (Ul(n;n + Cln,i) - CL) .

o
" oi=1

1 [n-]
- Zl"’z (Ul(ﬂ;n + Cln,i) - CL)

o
" oi=1

= max
k<n

Rappelons les notations 5.45 utilisées au chapitre 5
Zn,i = ln,i/an ;
h(z) =U'(z) —a;
G'(c) = h(n;’ + clu) ;
ni(€) = i) ¢ i@)l<sys 8> 0.

On décompose alors ¢, ;(c) en :

Cni(e) = (Gi(0) = EGi(c)) + Gui(O1y,aossy + EGa(c)

et on étudie les sommes correspondants a chacun des trois termes

(a14) :== ¢, ;(c) = EG;, ;(c),
(a15) = Gni(Q) L{|¢ui(0)>5}s
(a16) :== EC, ;(c)-

Etude de (a4

On s’intéresse & } f05 mMaXy<n Zle Ini (G2 5(c) — EG; i(c))| de, en utilisant le théoréme de

%




Fubini :

i1
E/ — Inax dC
0 0 k<n
=1
| L
:/0 5 Dmax ;lm( 3.(e) — ECi(e))| de
1 k
< — sup Fmax lni(CE,(c) — BCE (e
0 cefo,5]  k<n 1_21 (Gn.i(e) ,())‘

Notons Y, (c) := max<,
35 :

Zle Lni( aile) = EG i(c ))‘ On a en utilisant la proposition

7€) =BG i(0) <25 Y lin| <25 K.

=1

) <Y ling
=1
Soit € > 0 fixé,

ElY.(c)] = EYu(c) v <y + EYa(0)1{vae) >e}
< e+ 25K P{Y,(c)| > ).

D’ou

max
o k<n ;

sz — EG;4(c))

de/d <e+2s K sup P{|Y,(c)| >¢}. (6.52)
c€[0,0]

On étudie donc sup,¢jy 5 P{|Ys(c)| > £}. Pour cela, on utilise la proposition 33 et on se
ramene a montrer que pour tout € > 0

sup maXIF’{ ni — E(, (c))

c€[0,0] k<n

> 6} — 0, n — +oo. (6.53)

Or en notant (S ;(c) = (2 ;(c) — B¢ ;(c), on a :

{ ni ( ECS i(c) >‘5}

2
< —E(Z g z,i(c))

_Zz = 512 S bl E(Gi()Ca(0))- (6.54)

=k,
i#]

| N



En utilisant la proposition 35, la premiére somme se majore par
252 K
&2 02

Pour la deuxiéme somme, en utilisant 'inégalité (6.1) avec p > 1, ¢ > 1, zla+§ =1 qu’on
précise ci-dessous, on a

| Cov(Gri(0), GG e) < 8alGhi(0) G ()P (BIG () )T 4(BIG (e)]9)
< 85" a(nf,nf)'?
< 8s2ali— )P,

On en déduit la majoration du deuxieme terme par :

852 - 1 16s%n 2 1
= (maX |Ln.i])? Z alz./fj‘ < 2 (I?<anx [nsil) Oék/p- (6.55)
4,j=1,i#] " - k=1

Comme p est donné par ;+2 = 1 avec g arbitrairement grand (car ¢} ;(c) est bornée), on
peut supposer p aussi proche de 1 par valeurs supérieures qu’on le veut. Or oy = O(k™")
donc Y ,_, a,lc/p = 0(1) dés que 7 > 1 a fortiori avec I’hypothese (6.18).

Comme 02 ~ 0?n et max;<y |ln;| — 0 quand n — +oco d’apres la proposition 35, on
obtient la convergence vers 0 du deuxieéme terme de (6.54).

Avec (6.54), on déduit alors (6.53) puis on obtient avec (6.52)

max
0 k<n |4

sz — EG; ()

dc/5> — 0, n— +o0. (6.56)

Etude de (ay5). On s’intéresse &

k
> hEG(c)
=1

[’étude est identique a celle du cas du chapitre 5, on montre d’abord que

max
k<n

<3 il 1BG ()1
=1

sup |E(; ;(c) — EG,;(0)] — 0, n — +oo.
i<n,c€[0,6]

11 suit

max
k<n |%

Z IniBC(c)

dc<5K<|EC11( i+ sup |Ec;,z-<c>—E<z,,-<o>|).

i<n,c€[0,6]

Comme sup; <, cepo,5 1E¢ 5(¢) — EC;, ;(0)] — 0 et que par convergence dominée E(F,(0) =
J W) 1{p@) <5y 9(z) dz — 0 quand s — +o0, on obtient :

szEcz,

lim lim max
s—+0o0 n

~0. (6.57)




Etude de (ays). On s'intéresse enfin i :

max
k<n

|G (O)] L ito)>s}-

k
D niGni(O) 16 i0)>5)
=1

n ~
=1

L’étude est identique au cas d’une suite de v.a.i.i.d., on commence par voir :

Sup |E|Cn,i(c)|1{|<n,¢(c)|>s} — E|Gu,i(0)[1{1¢, .0 53| — 0 quand n — +o0.

i<n,c€[0,d]

Puis on obtient facilement pour (ai) que :

s—+00 n k<n

)
lim EE/ max
0

k
D niGni(©) 1 uae)>s) [de = 0.
i=1
D’apres (6.56), (6.57), (6.59), on déduit maintenant que :

[n]
1[0 R
5/ H Zln,ign,i(C)H dc i> 0 quand n — 400,
0 =1

c’est a dire la convergence (6.51) du vecteur tangent L, g, . vers al.

(6.58)

(6.59)

Remarquons qu’a nouveau, on pourrait montrer comme pour (6.51), la convergence en

probabilité pour chaque c fixé de L, g, . vers al en probabilité :

| Lns,.c— all 50 quand n — +o0.

Cette convergence est utile dans la vérification de I’étape 3 de la proposition 28. On
conclut maintenant facilement la vérification du point (iv) de cette proposition pour la
suite (g,)n, comme au chapitre 5. La proposition s’applique et donne pour tout o > 0 :

lim P{we W (V)| Xosgn(w, )" = Apg19o0(w, )| > a} = 0.

n—-+0o0o

La vérification finale du point (iv) du théoréme 11 reste inchangée. Finalement ce résultat

s’applique et prouve la convergence en variation (6.20) cherchée.
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Abstract

In the first part, we study the laws of some stochastic integrals. After the introdu-
cing case of Poisson integrals for which we study the absolute continuity, we construct
multiple stable integrals for functions in an Orlicz type space. To this way, we use a
generalization of LePage representation. This representation is suitable to apply the
stratification method and to study the laws of these integrals. We find in particular a
condition ensuring absolute continuity of joint laws of multiple stable integrals with res-
pect to the Lebesgue measure. We prove also from this representation the continuity for
total variation norm of the laws of these integrals with respect to integrated functions.

In the second part, we are interested in strong convergence of laws of stochastic func-
tionals. We first consider a sequence (&), of i.i.d. random variables and we associate
processes of normalized partial sums. We get then interested in the convergence in va-
riation of the laws of functionals of these processes to those of functionals of Wiener
process. This type of convergence strengthens the ones of functional central limit theo-
rem and allows to obtain local invariance principle. We prove such a convergence for a
large class of functionals under hypothesis on the common law of the &,’s weaker than
those of the former results. We give real examples of such functionals for which these
convergence holds. We show, to conclude, a similar result starting from some sequence
of strongly dependent random variables. We obtain in this way, for example, a result of
convergence in variation of the laws of normalized sums of dependent variables.

Key words : Absolute continuity, LePage representation, local invariance principle, mul-
tiple stochastic integrals, stable laws, stratification method, strongly dependent process,
total variation.



Résumé

Nous étudions dans la premiere partie les lois de certaines intégrales stochastiques.
Apres le cas introductif des intégrales de Poisson dont nous étudions ’absolue continuité,
on construit les intégrales stables multiples pour les fonctions dans un espace de type
Orlicz. Pour cela, nous passons par une généralisation de la représentation de LePage.
Cette représentation est bien adaptée pour utiliser ensuite la méthode de stratification et
étudier la loi de ces intégrales. Nous trouvons en particulier une condition garantissant
I’absolue continuité par rapport a la mesure de Lebesgue des lois jointes d’intégrales
stables multiples. Nous prouvons également a partir de cette représentation la continuité
pour la norme de la variation totale des lois de ces intégrales par rapport aux fonctions
intégrées.

Dans la deuxieme partie, nous nous intéressons a la convergence forte des lois des
fonctionnelles stochastiques. Nous considérons tout d’abord une suite de variables aléa-
toires (&), %.7.d. et on lui associe des processus de sommes partielles normalisées. On
s’intéresse alors a la convergence en variation des lois des fonctionnelles de ces processus
vers celles des fonctionnelles respectives du processus de Wiener. Ce type de convergence
renforce celles du théoreme central limite fonctionnel et permet d’obtenir un principe
local d’invariance. Nous prouvons une telle convergence pour une large classe de fonction-
nelles sous des hypotheses sensiblement affaiblies sur la loi commune des &, par rapport
aux résultats précédents. Nous donnons des exemples concrets de fonctionnelles pour
lesquelles ces convergences tiennent. Nous montrons pour terminer un résultat du méme
type en partant de certaines suites de variables aléatoires fortement mélangeantes. On
obtient notamment dans un cas particulier un résultat de convergence en variation des
lois des sommes partielles normalisées de variables mélangeantes.

Mots clefs : Absolue continuité, intégrales stochastiques multiples, lois stables, méthode
de stratification, principe local d’invariance, processus fortement mélangeant, représen-
tation de LePage, variation totale.



