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Résumé. On s'intéresse aux intégrales-stablesd-multiples, on les définit en en donnant une
représentation en série de type LePage. On ['utilise pour établir I'absolue continuité de
leur loi. 0 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Multiple stable integrals: representation, absolute continuity of their law

Abstract. We are interested ind-multiple a-stable integrals, we define them giving a series
representation of LePage type of these integrals. We use it to obtain the absolute continuity
of their laws.0 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier
SAS

1. Introduction

Soit pour0 < a < 2, M une mesure aléatoire strictemenstable sur([0, 1], 8(]0,1]), A) définie sur
I'espace de probabilit&?, 7, P), de mesure de controlela mesure de Lebesgue, de fonction de biais
[0,1] — [-1,1] selon la terminologie utilisée par Samorodnitsky—Taqqu dans [10]. Oryretprocessus
a-stable & accroissements indépendants assadiéarn(t) = M ([0,t]), ¢t € [0,1].

Les intégralesy-stables simples notéds(f) = f[o’l] fdM définies pourf € L*(]0,1]) sont de lois
stables bien connues. On dispose de plus de la représentation de LePage<pout 2 qui montre la
nature discréte de cette intégrale stochastique dans ceaiafl(Q], § 3).

On s'intéresse ici pow < a < 2, d € N*, aux intégralesy-stablesd-multiples I (f) = f[

On les définit en donnant une représentation discréte d8 pour :

o1y S M.

feL¥(og, )1 ([0,1]*) = {f:[0,1]* — R mesurable p(f) < oo},

p(f)=/ 1£1%(1 +log,, [£))* " drd,
[0,1)¢

)

On consultera a ce sujet Samorodnitsky—Szulga [8] et Samorodnitsky—Taqqu [9]. D’autres approches
ces intégrales sont proposées : par Krakowiak—Szulga dans [6] par des inégalités de découplement
Surgailis dans [11] par un théoréme d’interpolation entre espaces de Lorentz.
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Cette représentation permet aussi de s'intéresser a leurs lois qui sont mal connues. Elle nous perme
de prouver I'absolue continuité des lois dig /) en mettant en ceuvre une méthode de stratification de
I'espace des trajectoires du procesgassocié a la mesure stable selon une stratégie utilisée par Davydo
dans [4] pour des intégrales multiples de Wiener—Ité.

2. Représentation discréte des intégrales stochastiques stables

2.1 Cas unidimensionnel. ‘©n introduit ici les notations utiles dans la suite en rappelant le résultat
dont on dispose dans le cas des intégrales stables simples.

Soient{T'; },;~¢ la suite des temps d’arrivée d’un processus de Poisson staf@Ergdy;)}:~o une suite
indépendante d¢l’; }; de vecteurs aléatoires indépendants et identiguement distribué¥ avadorme
sur[0, 1] et~y; de loi donnée par

]P(%:ﬂLl):%(Vi) et ]P’(%:_D:%(Vi).
Soit

L*([0,1]) poura;«él

LY([0,1) 0 {f = fy 1£(5)B(s) log|f(s)| ds < o0} poura =1.

THEOREME 1 (Samorodnitsky—Taqqu, [10], Theorem 3.10.1Qr-définit poura € (0,2) :

Si(f)y=cly" (w Y pV) - b

>0

f@mwm)+@, 1)

[0,1]

avecC, = ([ 582 4g) ™" 9, = 0sia #1, 5" =05si 0 < a < 1 et constantes qu'on trouvera sinon
dans[10], p.145, 1500n a alors pour toup € N etfi,....,fpeF:

(L(f1) o T (f) £ (S1(f1)s - S1(f).-

2.2 Cas multidimensionnel. ‘©n propose ici une représentation du méme type que (1) pour les
intégralesi-multiplesZy(f) = [, fdM¥pour0<a<loul<a<2et3=0.

On commence par définif; sur L (log, )4~*([0,1]¢) pour les fonctions simples par linéarité avec
Ii(inda, x...xa,) := M(inda, ) --- M(inda,) ; pour f quelconque, on définif;(f) comme la limite en
probabilité si elle existe d&( f,,) avecf,, simple, f,, — f dansL®(log, )¢~*([0,1]%).

Dans la suite, on dira qu'une série multiple convergéisi, ... » ai, .., €xiste et on
définiray_,  , ai,..;, par cette limite. On établit :

A Ag<n

.....

THEOREME 2. — On supposé = 0 quandl < a < 2. Soit f € L*(log, )4~1([0,1]¢), alors la série

S Cd/a Z Vi1 Via “1/0‘ “Pi_dl/af(‘/;l’""‘/id) (2)

01500080 >0

estP-presque sGrement convergentd gtf) £ Sa(f).

2.3 Idée de la démonstration. Bans le ca$) < « < 1, on commence par considérer la convergence
absolue de la séri6,;(f) en utilisantl’; ~ i quandi — oo par la loi des grands nombres. On montre alors
que:

S P(|f Vi, Vi) (i) TV > 1) < Cp(f) < o0

01500080 >0
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E Z (il"'id)_l/a‘f(‘/ilv"'7%(1)‘ind\f(V,;l,...,Vid)\(ilmid)*l/"‘él éC’p(f) < Q0.

ouC, C’ sont des constantes finies.

Les mémes outils permettent d’obtenir la continuité en probabilité ,den montrant que toute sous
suite def,, — f dansL*(log_ )91([0,1]?) en admet une plus fine avé(f,) — Sa(f) p.s. On conclut
ensuite facilement dans le cas des fonctions simples par linéarité avec le résultat unidimensionnel et |
généralement par continuité en probabilité/get S,;.

Dans le cad < a <2, =0, on n'a plus la convergence absolue$ig /). On montre la convergence
simple en utilisant une version du théoreme des trois séries de Kolmogorov pour des tableaux triangula
d’'un type spécial :

PROPOSITION 1. —Soient(X;),;~o une suite de variables aléatoires indépendantesR? — R une
fonction mesurable, considéroms, .. ;, = h(Xi,...,Xi,)s Gir,..sig = iy
o(X;,i#1x). On suppose

(I) Zil,,,,7id>0 P(|h‘i1,~~~7id| > 1) <00,
(if) Zil,...7id>0 Var (giy,...,i4) < 00}
(iii) E(gi,,...is |F;) =0 pour toutk =1,....d.
Alors la sérieZl.1 3050 Minyig = 1Moo Z“A___Md@ hi, .....i, CONverge presque strement.

*
..... <t Fi =

geenytg T TNy ey SXag )y Hrr,entg T T2,

geeey

On applique cette proposition aveg . i, =i, - -%»dr;l/ “ F;dl/ “f(Vi,,...,Vi,). Le schéma de

la preuve reste ensuite globalement le méme.

Remarquel. — Les résultats de représentation des intégrales stables multiples proposés dans [8,9]
valables pour des mesures stables symétriques. Le résultat du théoreme 2 traite (ickpour 1 le cas
d’'une mesure strictementstable quelconque. Polr< « < 2, § arbitraire la preuve s’adapte au cas non
symétrique avec une représentation généralisée ot chaque terme de (2) est rem@adérpaes. Les
conditions d’existence des intégrales sont analogues a celles de [8,9,11].

3. Absolue continuité des lois

3.1 Résultat. —Lareprésentation (2) permet de s'intéresser a I'absolue continuité des lois des intégral
stables multiples. On est en mesure d'utiliser la méthode de stratification décrite par Davydov—Lifshit
Smorodina dans [5], § 4, et utilisée par Davydov dans [4] dans le cas d'intégrales multiples de Wiener—I
La mise en ceuvre de la méthode est cependant, ici, sensiblement modifiée.

THEOREME 3. —Sous les mémes conditions que dans le théo2epwur f non nulle dand.* (log_ )4~*
([0,1]%), I4(f) est de loi absolument continue.

3.2 Idée de la démonstration. ©n considére le processus donné par M ([0,t]). Sa loi P étant
concentrée sub I'espace de Skorokhod des foncticzedlagsur [0, 1], on se raméne B en considérant
la fonctionnellefy : x>, ) <o 0u(th,) + 0u(thy) f(thys - th,), OU pourz € D, 6,(t) désigne le
saut dex ent et {t; }rcn €st la suite des instants de ses sauts. La représentation de LePagelpour
donne les sauts dget on constate alors que pour toue 2 :

Fa(n.(w)) = La(f)(w).

On observe alors qui; est une autre représentationigéf) en tant que fonctionnelle siir. En particulier,
Ii(f) estde loiPI,(f)~! = PF; . On se raméne & I'étude dg surD.

On commence par chercher une suite d’approximations X =D, P(X \ X.) < € pour laquelle on
prouverauDXEFd‘1 <\ pour toute > 0. Pour cela, considéron8 un point de Lebesgue de I'ensemble
Ay = {t € RY, f(t) # 0}, on peut choisirt’ avec ses coordonnées toutes distinctes. Raur0 fixé,
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considéronsV. = U x --- x U5 un pavé voisinage de’ avec UF N Us = @ pour touti # j et
MNOVzNAp)/A4(VZ) > 1 —e. On considére alor. I'ensemble des: € X qui ont un saut de module
maximal unique sur chaqués ent; avec(ty,...,tq) € Ay. On montre alors en étudiant la loi des dates
des sauts maximaux sUif queP (X \ X.) <e.

Par séparabilité, il suffit d’étudier le probléme localement en montrant quexteuX. admet un
voisinageV/ (z) pour lequelPy ) F; ' < \.

On considére pour cela une famille de transformation&de D qui induit une partitiol” de X pour
laquelle P admet une famille de mesures conditionnelds,, v € X/T'} concentrées sur les orbites
(unidimensionnelles) d&' avec P, < A, mesure de Lebesgue sur l'orbiteo{r Davydov, Lifshits [3],
Theorem 9.2, [7]). En notarf- la mesure quotient?, v, la restriction deP, aV'(x), on aPV(I)Fd‘1 =
fX/F P%V(I)Fd‘le(dy). Il suffit alors de voirP%V(gc)Fd‘1 < A pour Pr-presque chaquec I,

CommeP, < Ay, on le voit en étudiant les restrictions d& aux traces d'orbites sur (z). Il s'agit
de polynémes dont les coefficients dominants sont non nuls, en effet de I'expresdipnaiedéduit que
les coefficients dominants s’expriment en fonction des sauts sur cliégoetede leur instant. On choisit le
voisinageV (z) pour que seuls les sauts maximaux comptent, ils sont proches et en des instants proches
constate finalement que les coefficients sont non nuls car le vecteur des instants des sauts maximaux
Ui,...,U] estdansy.

Les polyndmeg, - restrictions d&"; aux traces d’orbites étant non dégénérés, on obﬂgm@)Fd*l <
), ce qui méne a I'absolue continuité &&_F; * pour tout= > 0 donc a celle d&PF; ' =PI(f)~*.

Remarque2. — Dans le cas non symétrigue< a < 2, § # 0, la méme technique s’applique a la
représentation généralisée signalée dans la remarque 1. En défidisslntagon appropriée par rapport
a la nouvelle représentation, on se rameéne a un polyndéme de méme coefficient dominant.
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