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Introduction

Les suites de variables aléatoires indépendantes sont étudiées dans les cours de pro-
babilités de niveau L3, comme par exemple [Bre-probal, avec comme résultats phares la
loi des grands nombres (LGN) et le théoreme central limite (TCL). Dans ces notes, on
étudie des suites de variables qui ont une forme de dépendance : les martingales et les
chaines de Markov.

Pour cela, la notion de conditionnement est d’abord étudiée dans la partie I avec une
approche élémentaire (Chapitre 1) et une approche plus générale fondée sur la notion
d’espérance conditionnelle (Chapitre 2).

Dans la partie II, on introduit les martingales dans le Chapitre 3 et on en étudie le
comportement asymptotique dans le Chapitre 4.

Les chaines de Markov sont 1’objet de la partie III. Dans le chapitre 5, on définit
les chaines de Markov, et on présente la propriété de Markov. La classification des états
d’une chaine de Markov est détaillée en Chapitre 6 et le régime invariant est étudié en
Chapitre 7.

Ces notes ont de nombreuses sources d’inspiration, parmi lesquelles des notes de
cours de Jiirgen Angst et d’autres de Mihai Gradinaru. Des références a la fois pour
les martingales et les chaines de Markov sont : [BL, Bei, BEL, BC, FF, Kal, Ouv].
Des références pour les martingales sont : [JP, Wil]. Des références pour les chaines de
Markov sont : [Gra, HPS, Nor, Pri].
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Rappels

Dans ce chapitre, on rappelle quelques résultats de théorie de la mesure (Section 0.1)
et de probabilités (Section 0.2).

Les résultats sont cités ici sans preuve. On renvoie a tout cours de niveau Licence
de Mathématiques pour une présentation plus détaillée, par exemple [BP] ou [Bre-Leb]
pour la théorie de la mesure et [Ouv] ou [Bre-proba] pour les probabilités.

Dans toute la suite, (X, .4, u) désigne un espace mesuré et (€2, F,P) un espace de
probabilité.

0.1 Rappels de théorie de la mesure

Classe monotone

Dans cette section, on rappelle I’'argument standard de classe monotone.

Définition 0.1 (Classe monotone ou \-systéme) Une famille M de parties de X est ap-
pelée classe monotone si

i) XeM;
ii) M est stable par différence propre : lorsque A, B € M et B C A, alors A\B € M ;

iii) M est stable par réunion dénombrable croissante (A; € M, j > 1, Aj C Aj41 =
U].21 A e M).

La classe monotone engendrée par une partie € est la plus petite classe monotone M(E)
contenant £.

Théoréme 0.2 (des classes monotones) Soit £ une famille de parties de X stable par
intersection finie (ie. £ est un w-systéme). Alors M(E) = o(E).
En pratique, on utilise le résultat sous la forme suivante :

Corollaire 0.3 (Classes monotones) Soit M une classe monotone contenant la famille
de parties €, stable par intersection finie (ie. € est un w-systeme). Alors o(€) C M.

Démonstration : Par le Th. 0.2, on a (&) = M(E). Mais comme M est une classe
monotone contenant £ on a aussi M(E) C M par définition de M(E). Finalement,

v
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Une application fréquente du théoreme des classes monotones est pour constuire des
mesures par extension comme suit :

Théoréme 0.4 (Dynkin) Soit deur mesures finies py et po sur (X, A) de méme poids
(u1(X) = pe(X) < +00), qui coincident sur C C A, sous-famille stable par intersections
finies (w-systéme) et qui engendre A. Alors py et s sont égales sur A.

Une version analogue du Théoreme 0.4 existe pour les mesures o-finies. Cette version
assure par exemple I'unicité de la mesure de Lebesgue en utilisant le w-systeme C donné
par l'ensemble des intervalles de R et en observant que o(C) = B(R).

Théoremes de Fubini

On considere deux espaces mesurables (X, A) et (Y, B) et des mesures o-finies p sur
(X, A) et v sur (Y, B). On rappelle que p ® v (mesure produit) désigne I'unique mesure
sur X x Y (espace produit) muni de A® B=0(Ax B: A€ A, B € B) (tribu produit)
qui étend la définition suivante :

(u®v)(Ax B)=pu(A)v(B), AecABEeB.

Comme M = {A x B: A€ A, B € B} est stable par intersection finie (7-systeme), le
théoreme de Dynkin (Th. 0.4), version o-finie, assure ['unicité de la mesure p ® v sur la
tribu produit A ® B (pour l'existence, il y a plus de travail).

Théoréme 0.5 (Fubini-Tonelli et Fubini) Si f est (A®B)-mesurable et positive (Fubini-
Tonelli) ou (u ® v)-intégrable (Fubini) alors

[ ft) (), ) = //fmy (@) () //fy @0 i)
(¥)

Théoreme de Radon-Nikodym

On considére maintenant deux mesures p, v sur le méme espace mesurable (X, A)
On rappelle que v est absolument continue par rapport pu (v < p) lorsque p(A) =
entraine v(A) = 0.

Théoréme 0.6 (Radon-Nikodym) Si v < p alors il existe une fonction mesurable f =

dv

a appelée dérivée de Radon-Nikodym telle que

:/fdu, Ac A (RN1)
A

De plus, si g est une fonction mesurable positive ou dans L' (X, A, v)

/gdu:/gfdu. (RN2)
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0.2 Rappels probabilistes

On rappelle que pour une variable aléatoire X : (Q, F) — (R, B(R)), la tribu engen-
drée par X est o(X) = o(X '(B) : B € B(R)). On rappelle aussi le résultat suivant
fort utile :

Théoréme 0.7 (Doob-Dynkin) Une variable aléatoire Y est o(X)-mesurable si et seule-
ment s’il existe h : (R, B(R)) — (R, B(R)) mesurable telle que Y = h(X).

Démonstration : Le sens indirect est immédiat par composition d’applications me-
surables : si Y = h(X) alors

Y HB)=X"*'h"1B)) €o(X)
puisque h~(B) € B(R) par mesurabilité de h.

Pour le sens direct, si Y = 14 est o(X)-mesurable alors A € o(X) est de la forme
A= X"1(B) avec B € B(R) et Y = 1x-15) = 1p(X) est de la forme requise avec
h = 1p est mesurable. S1Y =Y "" | o;14, est simple positive alors A; € o(X) et d’apres
le cas précédent A; = X H(B;)) et onay = > " a;1p,(X) de la forme requise avec
h=>" alp,. SiY est o(X)-mesurable positive alors Y = sup,,~, Y;, avec (Y},),>1 suite
croissante de variables aléatoires simples positives. D’apres le cas précédent, Y, = hn(X)
avec h,, mesurable et alors Y = h(X) avec h = sup,,~, h,, mesurable, en tant que sup des
fonctions h,, mesurables. Enfin, si Y est o(X)-mesurable de signe quelconque alors on
applique le cas précédent a Y+ = max(Y,0) et & Y~ = max(—Y,0) variables aléatoires
qui s’écrivent alors YT = hy(X) et Y~ = hy(X). On pose alors h(z) = hy(x) — ho(z) si
x € S(X) (support de X) et h(x) = 0 sinon. La fonction h est mesurable car hy, hy le
sont et S(X) € B(R). Noter que comme on n’a pas simultanément Y* > 0 et Y~ > 0
alors on a hy(z) = he(z) = +00 pour aucun x € S(X) et h(x) est bien définie pour tout
z € R. On a alors
Y =YY = (X)) — ha(X) = h(X),

avec h fonction mesurable. O

Indépendances

Définition 0.8 (Indépendances)

— Deux événements A et B sont indépendants si P(AN B) = P(A)P(B). On note
Al B.

— Deux tribus A et B sont indépendantes si pour tout A € A et B € B on a
P(AN B)=P(A)P(B). On note alors A 1 B.

— Deuz variables aléatoires X,Y sont indépendantes si les tribus qu’elles engendrent
le sont : o(X) L o(Y).

— On dit que des variables aléatoires X;, © € I, sont mutuellement indépendantes si
pour tout k > 1 et iy,...,i distincts dans I, By, ..., B;, € B(R) :
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— On dit que des variables aléatoires X;, i € I, sont deur a deux indépendantes
lorsque pour tout couple dindice i, j distincts dans I, on a X; 1L X;.

L’indépendance mutuelle implique I'indépendance deux a deux mais la réciproque est
fausse comme le montre I'exemple suivant : on considere une urne avec 4 boules, une
bleue, une blanche, une rouge et une tricolore et on fait des tirages successifs avec remise.
On note alors

— A : on tire une boule avec du bleue;

— B : on tire une boule avec du blanche;

— (' : on tire une boule avec du rouge.
On observe aisément que P(A) = P(B) = P(C) = 1/2, PANB) = P(ANC) =
P(BNC)=1/4et P(AN BNC) = 1/4 si bien que les évenements A, B, C' sont deux
a deux indépendants mais pas mutuellement indépendants. De méme pour les variables
aléatoires 14, 13, 1¢.

Variables et vecteurs gaussiens

Définition 0.9 (Variable aléatoire gaussienne (normale)) Une wvariable aléatoire réelle
X suit la loi normale standard N'(0,1) si elle admet pour densité

exp(—2°/2).

1
€T —
V2T
De facon générale, sim € R et 02 > 0, une variable aléatoire réelle X suit la loi normale
N(m,0?) si elle admet pour densité

n 1 (x —m)?
x exp | ——— | .
V2mo? P 202

Si 02 =0, la loi est dégénérée et la variable aléatoire X est constante égale a m. Sa loi
est un Dirac enm : Px = 6,,.

On rappelle que fj;o e~ 2dy = /27 justifie la normalisation de la loi N(0,1). Par
ailleurs, rappelons qu’une variable aléatoire X ~ N'(m, 0?) peut se voir comme la trans-
latée et dilatée d'une variable aléatoire X, de loi normale standard A (0, 1) par

X =m+ 0Xj.

Autrement dit si X ~ N(m,0?), 0> > 0, on définit la variable centrée réduite X =
(X — m)/o, de loi N(0,1). Rappelons également qu'une variable aléatoire X de loi
N (m,c?) a pour

— espérance : E[X] =m;

— variance : Var(X) = o?;

— fonction caractéristique : @y (t) = E[e"™] = exp (imt — 0t%/2).



©JCB — Mlmath — Université de Rennes 1 viii

Proposition 0.10 Soit X; ~ N (my,03) et Xo ~ N(my,03) indépendantes. Alors X, +
XQ NN(ml + mg,a% + O'g)

Dans la suite, pour simplifier la présentation, on note sous la forme de transposée de
vecteurs lignes les vecteurs colonnes : X = (X7, ..., Xy)". On considere le produit scalaire
euclidien : pour x = (21, ...,24)5y = (y1,...,yq4)' € R% on a (z,y) = 2ly = Z?Zl T

On décrit maintenant la version multidimensionnelle des variables normales.

Définition 0.11 (Vecteur gaussien) Un vecteur aléatoire X = (Xi,...,X4)" est gaussien
si et seulement si toutes les combinaisons linéaires de ses coordonnées {(a, X) = a1 X1 +
o+ agXy suit une loi gaussienne dans R (pour tout a = (ay, ..., aq)! € RY).

Pour un vecteur gaussien X = (X1,..., Xy)", tous les moments sont définis et on appelle
— espérance de X le vecteur E[X] = (E[X],... ,E[Xd])t;
— matrice de covariance de X la matrice carrée symétrique, positive
K = (COV(XZ‘, Xj))lgi,jgd'
On observe facilement que la loi de X est caractérisée par m et K et on note X ~
N(m, K) saloi. Si E[X] = 0, le vecteur X est dit centré.

Proposition 0.12 Soit X ~ Ny(m,K) un vecteur gaussien de dimension d et A €
M, a(R) alors AX ~ N,(Am, AK A).

Proposition 0.13 (Vecteurs gaussiens et indépendance)

(1) Soit (X,Y) un couple gaussien. Alors X etY sont indépendantes si et seulement si
Cov(X,Y) =0.

(2) Soit (X1,...,Xa,,Y1,...,Yae)" un vecteur gaussien de dimension dy + dy. Les deuz
vecteurs aléatoires gaussiens X = (X1,...,Xq,)" et Y = (Y1,...,Yy,)" sont indépen-
dants si et seulement si les covariances Cov(X;,Y;), 1 < i < dy,1 < j < dy, sont
toutes nulles.
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Conditionnement



Chapitre 1

Conditionnement discret

La notion de conditionnement est essentielle dans la suite du cours pour définir les
martingales (Chapitre 3) et les chaines de Markov (Chapitre 5). On introduit cette notion
dans ce chapitre dans un cadre élémentaire discret. L’approche plus générale sera 'objet
du Chapitre 2. On consideére un espace de probabilité (2, F,P).

1.1 Probabilité conditionnelle discrete

Probabilité sachant un événement

On commence par le cas trés simple du conditionnement par un événement ' non
négligeable :
Définition 1.1 (Probabilité conditionnelle) Soit B un événement de probabilité non nulle
P(B) # 0. Pour tout événement A, on définit la probabilité conditionnelle de A sachant
B par
P(AN B)

P(B)

L’intérét de cette notion vient du fait que souvent, compte tenu des informations dis-

ponibles dans un modéle probabiliste, il peut étre plus facile d’attribuer une valeur a
la probabilité conditionnelle P(A|B) que de calculer P(A N B) ou P(A). Si A L B,
évidemment, on a P(A|B) = P(A), ie. le conditionnement par B est sans effet.

P(A|B) = (1.1)

En fait, la probabilité conditionnelle est une probabilité :

Proposition 1.2 Soit B € F avec P(B) > 0. La fonction d’ensemble P(x|B) : A € F —
P(A|B) est une nouvelle probabilité sur (0, F).

Démonstration : Il est clair que P(A|B) > 0, P(0|B) = 0. La o-additivité découle de
celle de IP : soit (A;);>1 une suite d’événements deux a deux disjoints, on a

P(DOAi ]P’(( ;OfAz')ﬂB) IP’( j:of(AiﬂBD

B > - P(B) - P(B)

1. sic
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i=1

Il en résulte que P(x| B) est bien une mesure. Il s’agit d'une probabilité puisque P(2|B) =
P(QN B)/P(B) =P(B)/P(B) =1. O

Propriétés des probabilités sachant des évenements

La Prop.1.2 assure que l'on dispose pour les probabilités conditionnelles de toutes
les propriétés habituelles d’une probabilité. En plus, on a les propriétés spécifiques sui-
vantes :

Proposition 1.3 (Reégle des conditionnements successifs) Soit n événements Ay, ..., A,
tels que P(Ay N AsN---NA,_1) #0. Alors

P(A;NA;nN---NA,)

Démonstration : 11 suffit d’utiliser la définition (1.1) pour chaque probabilité condition-
nelle et de simplifier. O
Enchainer des conditionnements est équivalent a conditionner par 'intersection :

Proposition 1.4 (Conditionnement en cascade) Etant donné des événements A, B, C' avec
P(BNC) >0, en notant Pe = P(-|C), on a Pc(A|B) =P(A|BNC).

Démonstration :

Po(ANB) P(ANBIC) P(ANBNC) P(C)

Po(4]B) Po(B) ~ PB|C) ~ P(C) PBNO)
_ P(AN(BNCO))
- ~PEAC — P(A|BNO).

4

Dans la suite, on utilise I C N pour désigner un ensemble dénombrable. Celui-ci peut
étre fini I = {1,...,n} ou infini / = N.

Définition 1.5 (Systéme complet) On appelle systéme complet d’événements toute suite
dénombrable (B;);cr d’événements deux a deuz disjoints et dont la somme des probabilités

vaut 1 :
>R
iel

Le systeme est dit fini si I est fini, infini si I est infini.
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Proposition 1.6 (Formule des probabilités totales) Etant donné (B;);c; un systéme com-
plet dénombrable de Q2 avec P(B;) > 0 pour tout i € I, pour tout A € F on a

P(A) = 3 B(A|B,) B(B,). (1.3)
iel
Démonstration : Notons )y = Uiel B;. Comme les B;, ¢ € I, forment un systeme

complet, on a P(€)y) = >, ., P(B;) = 1. Deés lors comme les (AN B;), i € I, sont disjoints

P(A) = P(AN Q) = IP’( Jan B,)) =Y P(ANB) =Y P(A[B)EB(B,).

el el el

g

Lorsque 'on sait calculer les probabilités conditionnelles P(A|B;) pour tout un systeme
de partition (B;);cs, on peut chercher les probabilités conditionnelles avec les condition-
nements inverses P(B;|A). Elles sont données par :

Proposition 1.7 (Formule de Bayes ?) Etant donné (B:)ier un systéeme complet de Q
avec P(B;) > 0 pour tout i € I, pour tout événement A de probabilité non nulle, on a :
P(A|B;) P(B;)

Viel, P(BjA) = S PG EE] (1.4)

Démonstration : Pour tout j € I, on a :

_PB;NA)  P(AB)P(By)
P(Bj|A) - ]P)(A) o Zie] P(A|Bi) P(Bi)

en utilisant la formule des probabilités totales (1.3) au dénominateur. O

Cette formule toute simple est a l'origine de tout un pan des statistiques qui consiste a
inverser des conditionnements en manipulant des probabilités dites a priori ou a poste-
riori, il s’agit des statistiques bayésiennes.

Probabilité sachant une variable aléatoire discrete

En prenant B = {Y = y} ou Y est une variable aléatoire discrete et y un de ses
atomes, (1.1) donne un sens a

P(AY =)

P(AlY =y) = Py —y)

(souvent A prend méme la forme A = {X = z} lorsque X est une variable aléatoire
discrete). On peut aussi définir la probabilité conditionnelle « sachant Y » plutot que
« sachant Y = y » on ne conditionne alors plus par un évenement du type {Y = y} mais
par une variable aléatoire, ainsi P(A|Y") définit une nouvelle variable aléatoire!
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Définition 1.8 (Probabilité conditionnelle discréte) Etant donné une variable aléatoire
discréte Y de support S(Y) = {y; : j € J}, on appelle probabilité conditionnelle sachant
Y la fonction d’ensemble

F = [0,1°
P(x|Y) :
(+[Y) {A = Y PALY = y)1iy—y)-

Ainsi P(AlY) = P(A]Y =vy) sur événement {Y = y}.

Dans le cas général, par exemple lorsque Y est une variable aléatoire a densité, la défini-
tion de P(x|Y") est plus compliquée car les conditionnements par {Y = y} sont singuliers
(évenements négligeables) et la définition (1.1) ne s’applique pas.

1.2 Espérance conditionnelle discrete

Etant donné un événement B non négligeable, on définit I'espérance conditionnelle
sachant B comme 'espérance par rapport a la probabilité P(x|B) :

Définition 1.9 (Espérance conditionnelle élémentaire) L ’espérance conditionnelle sachant
B d’une variable aléatoire X positive ou X € L' est définie par

E[X|B] = /QX(M) P(dw| B).

On a
Proposition 1.10 Soit X wune variable aléatoire intégrable et B € F non-négligeable.
Alors on a E[X1,]
E[X|B] = Bl 1.5
X1B] = 575 (15)

Démonstration : Pour X = 14, il s’agit de la définition de P(A|B) en (1.1). Le résultat
s'étend alors par linéarité & X = ) " | o;14, étagée positive (oy; > 0) puis par conver-
gence monotone a X > 0. On traite le cas de X variable aléatoire de signe quelconque
(intégrable) en écrivant X = X+ — X~ et en appliquant le cas positif précédent & X et a
X, ennotant X = max(X,0) et X~ = max(—X,0). La différence E[X 15| -E[X 1]
a bien un sens car X est intégrable. U

Si X est une variable aléatoire réelle discrete de support S(X) = {z; : i € I}, alors
X =3 e Tilix—sy et avec (1.5) on a

E[X|B] =) x;P(X = z;|B).

i€l
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Dans le cas ot Y est une autre variable aléatoire discrete de support S(Y) ={y; : j € J}
(avec donc J C N), on définit de cette fagon

EX[Y =y] =) aiP(X =Y =), (1.6)

el

et comme on I’a fait en Déf. 1.8 pour une probabilité conditionnelle, on peut généraliser
I'espérance conditionnelle « sachant ¥ = y; » a « sachant Y » par :

Définition 1.11 (Espérance conditionnelle discréte) Soit X une variable aléatoire inté-
grable et Y une variable aléatoire discrete. L’espérance conditionnelle de X sachant'Y
est définie par
E[X]Y] =Y EX|Y =y Lyy=y,), (1.7)
jeJ
ie. E(X|Y] =E[X|Y = y,| sur [’événement {Y = y,}.

Il faut bien comprendre que I'espérance conditionnelle E[X|Y = y;] en (1.6) est un réel
alors que l'espérance conditionnelle E[X|Y] en (1.7) est une variable aléatoire.

En combinant (1.6) et (1.7), on a aussi

EX[Y]= Y @P(X =x]Y =y)ly—y (1.8)
(i,§)€lxJ
Due a la Définition 1.9 qui assure E[14]|B] = P(A|B) pour un évenement B non-

négligeable, il est facile de vérifier, lorsque Y est discrete, que I'espérance conditionnelle
E[*|Y] en Définition 1.11 et la probabilité conditionnelle P(x|Y") en Définition 1.8 sont
naturellement liées par

E[14]Y] = P(A]Y).

Exemple 1.12 — Lorsque Y est une variable constante (presque sturement) alors
E[X|Y] = E[X] ps. En effet en notant y 'unique atome de Y, comme {Y = y}
est un évenement presque str, P(X = z;|Y = y) = P(X = ;) et 1y—,; = 1 ps si
bien que (1.8) se réduit a

E[X|Y] = sz P(X = oY = y)liy=y
— ZmZ]P)(X = :(:Z) = E[X] ps.

i€l

Le méme résultat reste vrai lorsque X 1L Y.
— Si X est o(Y)-mesurable, alors E[X|Y] = X. En effet, d’apres le Théoreme de
Doob-Dynkin (Th. 0.7), on a X = h(Y) pour une fonction h mesurable et donc
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X est discrete avec pour valeurs h(y;), j € J (mais possiblement avec des répé-
titions). On a la partition I = | |,.,J; ou J; = {j € J : h(y;) = x;}, i € I, et
{(X =} =;e; {Y = y;} Par (1.8), on a:

EX[Y] = Y oP(X =]V =y)ly—y,

(i.5)eIxJ

= > inP’< Uy =widly = yj)l{Y:yj}
(3,9)EIxJ j'ed;

— Y w YR =Y = ) 1
(i.)elxJ  j'€J; -5,

- Z Tiliy=y;} = Zx, Z Liv=y;)
(3,7)IxJ; el j€J;

—_——
=l{x=z;}

= ) Xlx—py =X

iel

Avec les définitions données, on vérifie sans difficulté que E[E[X|Y]] = E[X]. En effet,
par linéarité de I'espérance et par (1.5), on a

E[EIX]Y]] = S EX|Y = 3, B(Y = y;) = S E[X15_,)]) = EIX]

JjeJ jeJ

puisque Zjej 1iy—y,;; = 1 ps, {y; : j € J} étant le support de Y. Plus généralement, on
a la propriété de conditionnements en cascade :

Proposition 1.13 (Conditionnements en cascade) Soit X,Y,Z des variables aléatoires
discrétes. On a
E[X|Y] = E[E[X]|Y, Z]|Y]. (1.9)

Démonstration : On note S(X) ={z;:i € I}, S(Y) ={y;:j€ J}, S(Z) ={z : k €
K} les supports discrets de X, Y, Z. Comme (Y, Z) est un vecteur discret, I’expression
(1.8) s’écrit

EX[Y.Z)= Y  wiPX=xlY =y 2 =2)ly—y z-0).
(i,j,k) ETX TX K
La variable aléatoire U = E[X|Y, Z] prend les valeurs uj, = >, ., 2;P(X = z;]Y =

Y, Z = z), (j,k) € J x K. Comme il y a possiblement des répétitions, on réindexe en
notant U = {u, : ¢ € L} = {u;; : (j,k) € J x K} avec L C N. Pour ¢ € L, on note
Ay ={(,k) € I x K :ujp = w}. Ona J x K = |, A car ug # uy pour £ # 0
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entraine A, N Ay = () et comme on a u;, € U pour tout (j, k), I'union fait bien J x K.
L’expression (1.8) donne encore

E[E[X]Y,Z]|Y] = E[U]Y]
- Z uP(U = urlY = y;)1iy—y,)- (1.10)

lel,jed

Sachant Y = y;, nécessairement U ne peut prendre comme valeurs que u € U; = {u; :
k € K} et celaexige { € Ly = {{ € L :u € U;}. Comme | |;_; L; = L, (1.10) s’écrit.

Dans ce cas pour ¢ € L;, avoir U = wu, sachant Y = y; est équivalent a avoir Z = z;
pour k € K({,j) :={k € K :ujr=up}:

W=uwpn{y=yt=( || {Z=2})n{y =y}

keK(L,5)

On note que K = | |,c; .c; K(¢, j). Il s’ensuit pour (1.10)

EEX|Y,Z][Y] = > w ( L {Zzzk}\Yzyj)l{Y:yj}

teL,jeg keK(L,5)

=Y (X wmPX =wly =y Z =) Y P2 = alY = i)l

jeJ Lely i€l keK ()

~—
=u; =u, lorsque k€K (¢,j) LeL;,jE]

=3 ¥ (in PX =x]Y =y;,Z = Zk)>P(Z =z |Y = y;)Liy=y;)

je€J beL; keK(¢,j) i€l

= Z <Z$l = 1‘1|Y =Yy, Z = Zk)> ]P(Z = Zk|Y = yj)]-{Y:yj}

(j,k)eJxK i€l

(car K = UeeL,jeJ K(¢,7))

= > <Z PX =Y =y;, 2 = 2)P(Z = %]V = yj)) Liy=y,}

(4,5)eIxJ keK

(par la formule des probabilités totales (1.3) avec les conditionnements successifs, cf. Prop. 1.4)

= Z i P(X = 2]Y = yj)Liy=yy

(i,§)€IxT
=E[X|Y] (avec (1.8) pour obtenir (1.9)).

g

Avec cette approche discrete des espérances conditionnelles, on observe les propriétés
qui serviront a définir I'espérance conditionnelle dans le cas général (Chap. 2).

Proposition 1.14 On a
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(1) E[X|Y] est o(Y)-mesurable ;

(2) E[1,X] = E[lAE[X|YH VAea(Y).

(8) Lorsque les espérances sont bien définies, pour toute variable aléatoire Z qui est
o(Y)-mesurable, on a E[ZX] =E[ZE[X|Y]].

Démonstration : Le premier point 1) découle directement de 'expression (1.7) puisque
1iy—y;y = 143 (Y) est o(Y)-mesurable. Pour le deuxieme point 2), comme A € o(Y)
s’écrit A = {Y € B} pour B mesurable, et comme Y est discrete, il suffit de considérer
le cas A ={Y =y} pour un atome y de Y. Dans cas

LiEIX|Y] = Ly (D BIXY = 910 ) = EIXY =315y
et
E[1LLEX|Y]] = E[EX|Y = y|liy—y] =EX|Y =y|P(Y =y) = E[X1—y] = E[14X].

Le point 3) se prouve de la méme fagon : d’aprés le Théoréeme de Doob-Dynkin (Th. 0.7,
Z = h(Y) ou h est une fonction mesurable. On a alors

ZE[X|Y] = h(V)EIXY] = 3 h(y)EIXY = yi]1voy,)

jeJ
et
E[ZE[X|Y]] = > h(g)EIX[Y = g;]P(Y =y;) = > h(y)E[X1(y—y,)]
jeJ JjeJ
- E[X(Zh(ym{y:yj})] — E[XZ].
zEJ ,
—h(Y)=2

1.3 Lois conditionnelles discretes

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires discretes sur (€2, F,P). On note (E,€)
I’espace des valeurs de X.

Définition 1.15 (Loi conditionnelle) Pour y tel que P(Y = y) # 0 (y atome de Y ), on

appelle loi conditionnelle de X sachant'Y =y, Uapplication définie par

IP’(XGA,Y:y) _ZP(XZZL‘,YZQ)
P(Y =vy) P(Y =vy)

P(X € AlY =y) = , A€t (1.11)

€A
Plus généralement, on appelle loi conditionnelle de X sachantY application définie par

Px(AY)=P(X € AY) = Y P(X €AY =y)ly—y, A€ (1.12)
yeS(Y)
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Siy ¢ S(Y), P(X = z|Y = y) nest pas définie en (1.11); on pourra éventuellement
décider de lui donner une valeur arbitraire (par exemple zéro).

D’apres les définitions des espérances conditionnelles en (1.7) et des lois conditionnelles
en (1.12) sachant Y, I'espérance conditionnelle sachant Y coincide avec ’espérance par
rapport a la loi conditionnelle sachant Y :

E[h(X)|Y] = / h(z) Py (dz|Y). (1.13)

Proposition 1.16 57 X 1L Y alors la loi conditionnelle de X sachant'Y est la méme que
celle de X :

Vy S S(Y) . Px(*|Y = y) = ]P)X et Px(*|Y) = Px.

Autrement dit : le conditionnement par une variable aléatoire indépendante est sans effet
sur la lov d’une variable aléatoire.

Démonstration : C’est une conséquence directe de P(A|B) = P(A) lorsque A 1L B, en
effet pour tout A € £, on a {X € A} L {Y =y} et donc

Px(A]Y =y) = P(X € A]Y = y) = P(X € A) = Px(4),

et il suit de (1.12) que Px(A]Y) = Px(A). O

Lois conditionnelles a densité

Soit (X,Y) un couple de densité f sur R?. On rappelle que X et Y ont alors pour
densités respectives

fx(z) = / fey)dy, et fyly) = / Fo. ) de.

Dans cette situation, on a un analogue de (1.11) pour les densités avec la notion de
densité conditionnelle :

Définition 1.17 (Densité conditionnelle) Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
réelles de densité f : R*> = R et y € S(Y). On définit la densité conditionnelle de X
sachant'Y =y par

f(z,y)

N fr(v)

La densité conditionnelle fyy—, définit la loi conditionnelle L(X|Y = y) de X sachant
Y = y (on le verra en Prop. 2.35). Il s’agit d’une fonction de la seule variable = ; la
variable y y apparait seulement comme un parametre. Comme pour la Prop. 1.16, on a :

fxpy=y(2) : (1.14)
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Proposition 1.18 Si les variables aléatoires X et'Y sont indépendantes de densité fx et
fy alors les densités conditionnelles sont les densités marginales :

Ixiy=y(z) = fx(x) VyeSY).

A nouveau, le conditionnement est sans effet car les variables aléatoires sont indépen-
dantes.

Démonstration : Lorsque X L Y, f(x,y) = fx(z)fy(y) et Paffirmation suit immédia-
tement de la forme de la densité conditionnelle (1.14). d



Chapitre 2

Espérance conditionnelle

Dans ce chapitre, on définit la notion d’espérance conditionnelle sachant une sous-
tribu. Les conditionnements par une variable aléatoire ou par un évenement du Cha-
pitre 1 seront alors vus comme des cas particuliers du conditionnement par une sous-
tribu.

A la notion de conditionnement sont associées celles de probabilités conditionnelles, de
lois conditionnelles et d’espérances conditionnelles. On introduit dans ce chapitre ces
objets et on explique leurs liens.

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité.

2.1 Introduction et définition

Etant donné une sous-tribu G de F, on définit la notion d’espérance conditionnelle
sachant G d’une variable aléatoire X.

Définition 2.1 (Espérance conditionnelle) On appelle espérance conditionnelle de X sa-
chant G, notée E[X|G], la variable aléatoire Y presque surement unique vérifiant

(1) Y est G-mesurable,

(i1) pour tout A € G,
E[X14] =E[Y14]. (2.1)

Remarque 2.2 1. Attention, I'espérance conditionnelle E[X |G] est définie presque st-
rement seulement.

2. L’espérance conditionnelle de X est définie des que les espérances dans (2.1) sont
bien définies, typiquement pour X positive ou X intégrable.

3. Intuitivement, on interprete une tribu comme une quantité d’information. Ainsi
quand on dispose de I'information de G (ie. pour tout A € G, on sait si A est réalisé
ou pas), lespérance conditionnelle E[X |G| représente la « meilleure » estimation
de X compte tenu de I'information disponible sachant G.

12
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Cette Définition 2.1 nécessite une justification :

Proposition 2.3 (Existence et unicité) Soit X une variable aléatoire positive ou inté-
grable.

1. 1l existe une variable aléatoire Y vérifiant (i)-(ii) dans la Définition 2.1.

2. SiY,Y' sont deux variables aléatoires vérifiant (i)-(ii) dans la Définition 2.1 alors
Y =Y ps.

Démonstration : (1) L’existence de I’espérance conditionnelle est assurée par le théoreme
de Radon-Nikodym (Th. 0.6).

On suppose d’abord X > 0 et on définit une mesure sur G par Q(A) = E[X14], A € G.
Il est immédiat que pour A € G : P(A) =0 = Q(A) = 0. On a donc Q < Pg (restriction
de P a G) et le théoreme de Radon-Nikodym (Th. 0.6) sur (2, G, Pg) assure l'existence
d’une variable aléatoire G-mesurable (dérivée de Radon-Nikodym)

Y(w) = @

= 1P, (w)

telle que Q(A) = [, YdPg, c’est a dire (2.1).

Si X est intégrable, on écrit X = X — X~ et on applique le cas précédent aux variables
aléatoires X et X~ positives. On note alors Y; = E[XT |G], Y2 = E[X~ |G] et on pose
Y =Y, — Y,. La variable aléatoire Y est G-mesurable car différence de telles fonctions
et pour tout A € G :

E[1.X] = E[XT14] —E[X 14] (2.2)
= EV114] - E[Y214]
= E[(Y1 = Y2)1a] = E[Y14],
ce qui justifie que Y vérifie (i)—(ii) dans la Définition 2.1 et Y = E[X|G] ps. Noter que

I'intégrabilité de X assure celle de X et de X~ et donc la finitude de E[XT14] et
E[X14] justifiant que la différence dans (2.2) a bien un sens.

(2) Soit Y, Y’ deux variables aléatoires vérifiant la Définition 2.1. Pour tout A € G, on a
E[Y14] = E[Y'14]. En particulier pour ¢ > 0, A. ={Y —Y' > e} €G et

0=E[(Y — Y')14] > E[c14] = cP(A,).

Cela exige P(A.) =0 et

P(Y >Y') = IP’( Uiy -v)= g}) =Y P(A) =0

e€cQy e€Qy

Ainsi Y <Y’ ps et en échangeant les roles de Y, Y’, on a aussi Y =Y’ ps. O
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Proposition 2.4 La condition (2.1) ((ii) dans la Définition 2.1) est équivalente a avoir
pour toute variable aléatoire G-mesurable Z telle que les espérances aient un sens :

E[XZ] = E[YZ. (2.3)

Démonstration : On a immédiatement (2.3) implique (2.1) en prenant Z = 14, A € G.
Réciproquement, si (2.1) est vraie alors (2.3) I'est aussi successivement pour Z = 1y,
A € G, puis pour Z variable aléatoire simple et finalement pour Z positive par conver-
gence monotone si tout est positif ou par convergence dominée dans le cas intégrable. [

Notations
— Lorsque G = o(Y), on note E[X|Y] = E[X|o(Y)]. Lorsque Y est une variable
discrete, la Prop. 1.14 assure que la définition E[X|Y] du Chapitre 1 coincide
avec ce qui est définie en Déf. 2.1.

— On note P(A|G) = E[14]G].

2.2 Exemples d’espérance conditionnelle

Exemples simples mais fondamentaux

1. (G-mesurabilité) Si X est G-mesurable alors X vérifie directement (i)-(ii) dans la
Définition 2.1! On a alors E[X|G] = X ps.
Autrement dit si G est connue, on connait tous les X 1(A), A € G. Ainsi toutes les
occurrences de X sont connues, ce qui signifie que X est connue, et sa meilleure
approximation est elle méme!

2. En particulier, si X = ¢ (constante), E[X|G] = X.
3. (Indépendance) Si X 1 G alors E[X|G] = E[X] ps. En effet avec A € F, on a

E[14X] = E[1/JE[X] = E[1L4E[X]],

comme en plus une constante est bien G-mesurable, on a bien E[X|G] = E[X] ps.
Dans le cas indépendant la connaissance de G ne donne aucune information sur X
et la meilleure estimation de X (sachant G) est alors sa moyenne E[X].

4. Dans le cas G = {0,Q} (tribu grossiére), on vérifie facilement que E[X|G] = E[X]
puisque les variables aléatoires {(, 2 }-mesurables sont des constantes et (2.1) n’est
a vérifier que pour A = () et A = € pour lesquels c’est immédiat.

Conditionnement et systéeme complet

On consideére un systéme complet dénombrable (€;);er (Déf. 1.5 : avec ;N Q; = 0
pour i # jet » . P(Q) =1, I CN) avec P(Q;) > 0 pour chaque 7 € I et on note
Qo = |;e; 4 de sorte que €, = Qf est négligeable. On considere alors la sous-tribu
G=0o(Q:i€el).
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Lemme 2.5 La tribu G = o(Q; =i € I) engendrée par un systéme complet dénombrable
(Qi)iel est {UjEJ Qj Jclu {*}}

Démonstration : Comme il est clair que H := {{J;c,; €2 : J C TU{x}} C G, il suffit de
montrer que H est une tribu, ce qui est le cas puisque

— 0 eH car pour J =0 onalJ,,Q=0;

— H est stable par complémentarité puisque pour J e §; € M alors

(]EUJQJ> = <i€IUU{*} Q) \ <HQJ> = (kdgw@k) € H;

— H est stable par union dénombrable puisque si | J ); € H pour des J;, C TU{*}

alors

JEJK

U(UQJ)Z U @ avec J=UanJu C TU{x}.

keN N jedy 5€Unen I

g

Un cas particulier de systeme complet est la partition 2 = B LI B¢ avec B € F tel que
P(B) €]0, 1[; dans ce cas o(B) = {0, B, B,Q}.

Proposition 2.6 Soit X une variable aléatoire positive ou intégrable. Pour la tribu G =
o(§; i € I) associée a un systéme complet dénombrable (€2;);cr avec P(Q;) > 0, i € I,
on a

E[X |G] = Zwm

P, L@ ps. (2.4)

iel
E[X1q,]

c’est a dire E[X|G] = )

sur €.

Démonstration : On montre (2.4) dans le cas d’une partition simple 2 = B LI B® avec
P(B) €]0, 1] pour laquelle (2.4) se réduit a deux termes :

E[X 1] E[X1p]

E[X |o(B)] = WlB + WLBC. (2.5)

Comme Z := Eﬁ;f g+ E][p)(( El;f)c} 1pc est G-mesurable, pour voir (2.5), il reste & montrer

que pour tout C' € G = o(B) = {0, B, B,Q2} on a :

E[X1c] =E[Z1¢]. (2.6)
— Pour C=B:Z1c = E[X1p] 1p et (2.6) s’écrit
P(B)
E[X15]
E[X1,] = E[ } ,
AL =By

ce qui est vraie.
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— Pour C = B¢: Z1¢ = IE[)(HB)C]ch et (2.6) s’écrit

E[X1p] . }

E[X1p] = E[ P (5

ce qui est encore vraie.
— Pour C'=0 : (2.6) se réduit a 0 = 0, vraie!
— Pour C' = Q : le membre de gauche de (2.6) s’écrit E[X 1] = E[X] et celui de

droite
E[Z1c] = E[Z]
_E E[X15] E[X1p]
B PB) 7 PB) ”
_ E[X1p)] E[X1g]
= @) POt g BB

— E[X1p]+E[X1p] = E[X],

ce qui prouve (2.5).

Pour un systeme complet général, Z prend la forme

ZZX1Q

qui est bien G-mesurable et il reste a vérifier (2.6) pour C' € G = o(€); : i € I) donc
d’apres le Lemme 2.5 de la forme C' = |J,_; Q; pour J C I U {x} (cf. notation * dans le
Lemme 2.5). Pour cela :

s - E@% - S5 )
_ ZZ X].Q E[lq,10,] ZZ XlQ ()3,

jeJ el i€l jeJ

= ) E[X1g]=E[X1(].

JjeJ

jeJ

Cela assure que Z satisfait bien la Définition 2.1 de E[X|G] et prouve la Prop. 2.6. O

Remarque 2.7 On retrouve 'approche élémentaire du Chapitre 1.
— On fait le lien avec (1.1) en notant que P(A|B) est donnée par la valeur de
E[14|o(B)] sur B.
— S1Y est une variable aléatoire discrete de support S(Y') = {y; : j € J}, en prenant
le systeme complet des Q; = {Y = y;}, j € J, on retrouve la Définition 1.11 en
la combinant avec (1.5).
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2.3 Propriétés de I’espérance conditionnelle
Proposition 2.8 (Linéarité) Pour X,Y € L'(F), et a,b € R, on a

ElaX +bY |G] = aE[X |G] + DE[Y |G]  ps.
L’égalité est valable des que le terme aE[X |G| + bE[Y |G] a bien un sens.

Attention, le presque sur ci-dessus dépend de a et b si bien qu’il est incorrect d’affirmer
que presque surement E[- |G] est linéaire.

Démonstration : Il est clair que aE[X |G] 4+ DE[Y" |G] est G-mesurable. Puis pour A € G,
par linéarité de ’espérance, on a
E[(aE[X|6] + BE[YI0])14] = aE[E[X|G]L] + bE[EVIG]LA
CLE[XlA] + bE[YlA]
= E[(aX +bY)1,4]

d’ou (ii) dans la Définition 2.1, ce qui assure E[a X +bY |G] = aE[X |G] + bE[Y |G] ps. O

Proposition 2.9 (Monotonie) Si X <Y alors E[X|G] < E[Y]F].

Démonstration : On commence par voir que si Y > 0 alors E[Y'|G] > 0.
Pour cela, en prenant A, = {E[Y\Q] < —5} € G pour € > 0, dans la propriété (2.1) de
I’espérance conditionnelle, on a

0 <E[Y1s] = E[E[Y]g]14] < El(—)1a] = —<P(A.) < 0.
On a donc P(A.) =0 et P(|J A.) = 0. Mais comme

eeqQy e

U A = {E[v|g] <0},

eeQr

il vient E[Y|G] > 0 ps.

De fagon générale, on suppose que les espérances conditionnelles E[X|G] et E[Y|G]
existent (variables aléatoires X, Y positives ou intégrables). SiE[Y|G] = 400 ou E[X|G] =
—00, alors la conclusion est immédiate. Sinon, alors —oo < E[X|G] et E[Y|G] < 400,
et on déduit de Y = (Y — X) + X par linéarité (sans forme indéterminée dans le cas
considéré) que

E[Y|g] = E[Y — X|g] + E[X]]].

En appliquant la premiere partie a Y — X > 0, il vient :

E[Y|G] - E[X|g] = E[Y — X|g] >0 ps.
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Corollaire 2.10 On « |[E[X|F]| < E[|X| |F] ps.

Démonstration : Comme X < |X|, on a E[X|F] < E[|X| |F] ps. De méme, comme
—X < |X]|, on a aussi —E[X|F]| = E[-X|F] < E[|X] |F] ps. Et finalement, |E[X|F]| <
E[|X]| |F] ps. O

Proposition 2.11 (Espérance et espérance conditionnelle) (1) On a
E[E[X|g]] — E[X].

(2) Si X € LY, F) alors E[X|G] € LY(Q,G) et Uespérance conditionnelle est une
contraction de L' : E[|E[X|G]|] < E[|X]].

Démonstration : 1) Par la Définition 2.1, on a E[E[X|G]14] = E[X14] pour tout A4 € G.
En particulier, en prenant A =2 € G, il vient ]E[]E[X]Q]] =E[X]!

2) Onnote Y =E[X|G] et A={Y >0} €G. On a
E[1,Y] =E[14X] < E[14]X]]

et
E[lae(~Y)] = —~E[L4eX] = E[14e(—X)] < E[L4¢| X]]

ce qui assure

E[IY|] =E[14Y] +E[14(-Y)] < E[14|X|] + E[14|X]|] <E[|X]].

Théoréme 2.12 (Cascade) Soit G; C Gy C F des sous-tribus ordonnées (par inclusion,).
Alors, on a :

(1) E[E[X |G\]|G] = E[X |Gi] ps;
(2) E[E[X |Go] |Gi] = E[X |Gi] ps.

Démonstration : Comme la variable aléatoire E[X |G| est G;-mesurable, elle est a fortiori
Go-mesurable et (1) suit de I'exemple simple 1 en Section 2.2.
Pour (2), en prenant A € G; C Gy, on a

E[14E[X |G]] = E[14X] = E[14E[X|G]] ps

car A € G; (& gauche) et A € G, (& droite). D’olt on déduit E[E[X |Go] |G1] = E[X |Gi]
ps. U
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Remarque 2.13 Attention, en général on n’a pas
E[E[X |Go]|Gi] = E[E[X |Gi]|G2] ps. (2.7)

E[E
On considere 'espace de probabilité (Q, F,P) = ([0, 1], 5([0,1]),\) et on prend G; =
o([0,1/2)) = {0.[0,1/2),]1/2,1),0,1]}, G2 = o((0,1/3)) = {0,[0,1/3),]1/3,1], [0, 1]}.

Pour X = 1(;/43/4], On a presque surement :

([0, 1/2)) Lio/2 + P12, 1)) 1)1/2.1]
wl + wl
A([0,1/2]) (0,1/2] A(1/2,1]) 11/2,1]
1 1

= -1 -1 = —
5 [0,1/2] 5 11/2,1] 5’

EX|G] =

et on a donc E[E[X|G1]|Go] = 1 ps. Puis presque strement :

E[X1p,1/3] E[X1)1/31]

E[X|G.] = W1[0,1/3]+m1}1/3,1}

M[L/41/3) ) AL3.3/4])
A([0,1/3]) T N3]y A
1 5

— 1+ o1y
1 [0,1/5]+8 11/3.1]

et on a donc ps :

1 5
E[E[X|G,]|G] = E[Zl[o,l/?)] + §1]1/3,1}‘91]
E|(410.18 + 211/ ) Lo sal ) E| (4§10 + 3ls) 11/2a] )
= 0,1/2] + 1/2,1
P([0,1/2]) o P(]1/2,1]) H/z
—2<1><1+5><1)1 +2<1><0+5><1>1
= 1 3 3 6 [0,1/2] 4 g 5 [1/2,1]
3 5
= 21 1
g 1o1/2] + g H/2.10;

ce qui fournit bien un contre-exemple a (2.7).

Versions conditionnelles de résultats classiques

Proposition 2.14 (Inégalité de Tchebychev) Poure > 0, on a

E[X2?|G
P(IxX| 2 <10) < B

Démonstration : II s’agit d’appliquer la Prop. 2.9 & I'inégalité e?1 x>} < X O
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Proposition 2.15 (Convergence monotone conditionnelle) Soit (X,,),>1 une suite de va-
riables aléatoires positives telles que X,,_1 < X,, /' X. Alors

E[X,|G] /E[X|G], n— +oco ps.

Démonstration : Comme 0 < X,, /* X, par lamonotonie (Prop. 2.9), la suite (E[X,, |G])
est croissante et admet donc une limite Z positive, G-mesurable car limite de variables
aléatoires G-mesurables. De plus, pour A € G, on a

E[Z14] = nETOOE[]E[X” |G]14] (par convergence monotone classique)

= lim E[X,14] (par la Définition 2.1)

n—-+00

= E[X14] (par convergence monotone classique).

Finalement, on a Z = E[X |G] ps. O

On déduit alors successivement comme dans le cas non-conditionnel le lemme de Fatou
conditionnel puis le théoréme de convergence dominée conditionnel (cf. [Bre-Leb]) :

Proposition 2.16 (Lemme de Fatou conditionnel) Si X,,, n > 1, sont des variables aléa-
toires positives alors

< . .

E[lﬂi&fx G] hm mf]E[X IG]  ps (2.8)
Démonstration : On applique la Prop. 2.15 (convergence monotone conditionnelle) a la
suite (inszn Xk)n>0 positive croissante vers liminf,, , ., X,,. On a alors

E[hmme IG] = E[ lim inf X;|G] = hm E[iank]Q} (Prop. 2.15)

n——+o0o n—+oo k>n
= lim me[ mf X |G] < hm me[X |G]  (monotonie, Prop. 2.9)

n—-4o0o

puisque infy>, X < X,,. O

Proposition 2.17 (Convergence dominée conditionnelle) Soit X,,, n > 1, des variables
aléatoires avec | X, | < Z € L*(F). On suppose que X,, — X ps. Alors

nl_l}IEOO]E[X |G] = E[X|G] ps et dans L. (2.9)
Démonstration : Méme preuve que le théoreme de convergence dominée standard en utili-
sant la convergence monotone conditionnelle (Prop. 2.15) et le lemme de Fatou condition-
nel (Prop. 2.16) : on pose Y,, = 27 —|X,,— X|; on alim,_, ;. Y,, = liminf, ., Y, = 2Z.
Le lemme de Fatou conditionnel (Prop. 2.16) appliqué aux variables aléatoires Y,, (inté-
grables) assure

2E[Z |G] = E[lim inf v,
n—-4o00

} < hminfE[Y |G] = 2E[Z|G] — limsup E[|X,, — X[|G].

n—-+4o0o

n>1
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En simplifiant par E[Z |G] < +00 ps, on a

limsupE[| X, — X]| ’Q} <0.

n—-+4o0o

Comme par ailleurs

0 < liminf E[|X, — X||G] < limsupE[|X, — X]||G],
n—-+00

n—-+oo
on a donc lim,, EHXn - X| \g} = 0 ps. et on conclut & (2.9) avec le Corollaire 2.10 :

IE[X,|G] — E[X|G]| = [E[(X, — X)|G]| < E[|X, — X]|G].

. . . L
La convergence L' est directe puisque par convergence dominée usuelle X, — X et
donc

E[|[E[X,|G] - E[X |G]|] <E[E[| X, — X||G]] =E[X, — X|] 0, n— +oc.

Proposition 2.18 (Inégalité de Cauchy-Schwarz conditionnelle) On a
EXY |G <E[X?|G]E[Y?|G] ps.

Démonstration : La preuve est la méme que celle de 'inégalité de Cauchy-Schwarz
usuelle. Comme (X + 0Y)? > 0, la linearité (Prop. 2.8) et la monotonie (Prop. 2.9)
assurent que

E[Y?|G]6° + 2E[XY |G]6 + E[X? |G|E[Y?|G] = E[(X 4+ 6Y)*|G] >0 ps.

Le polynéme en 6 est positif pour tout § € Q, presque strement (attention a 1’échange
entre le ps et le V0 € Q est licite car on manipule une collection dénombrable de 6). Cela
exige que son discriminant soit négatif ps, ce qui prouve I'inégalité. U

Proposition 2.19 (Inégalité de Jensen conditionnelle) Soit X € L'(F) et o : R — R
une fonction convexe telle que E[|o(X)|] < +oo. Alors

¢(E[X|G]) <E[p(X)|G] ps. (2.10)

Démonstration : Si p(z) = ax + b est linéaire, (2.10) est immédiate par la linéarité de
I'espérance conditionnelle (Prop. 2.8). De fagon générale, la convexité de ¢ assure qu’en
tout point de son graphe la courbe de ¢ est au dessus de sa tangente, ie. pour tout y € R

et tout d, € [¢} (y), ¢j(y)] on a:

Ve eR, o(z) = o(y) +dy(z —y). (2.11)
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Ci-dessous, on prend par exemple d, = (¢} (y) + vy(y))/2. En appliquant cette inégalité
(2.11) avec y = E[X|G] et 2 = X (w) on a

p(X) = o(E[X|G]) + dgixig (X — E[X|G)),
puis en prenant 'espérance E[-|G], comme dg(x|g) est G-mesurable, on a

p(X) = p(E[X|G]) + dexig E[X — E[X]G]|G] = »(E[X|F]).

/

-~

=0

Proposition 2.20 (Intégrabilité et contraction L?) Soitp > 1.

(1) On a
E[X|G]]" <E[IX["|G]  ps.

(2) L’espérance conditionnelle est une contraction sur LP :
E[[E[x|9]|") <E[XP] ps
En particulier, E[|E[X |G]|] < E[|X]] ps.

Démonstration : 1) C’est une conséquence de l'inégalité de Jensen (Prop. 2.19) avec la
fonction convexe p(z) = |z|P pour p > 1.

2) Avec la monotonie de 'espérance, 1) ci-dessus donne
E[|E[X19]["] < E[E[IXP|G]] = E[IXP]

ou I'égalité vient de la Prop. 2.11. U

Propriétés supplémentaires de I’espérance conditionnelle

Théoreme 2.21 Soit X,Y des variables aléatoires avec X G-mesurable. Lorsque les es-
pérances conditionnelles sont bien définies, c’est a dire

(1) X,Y >0,
(2) Y € L'(F) et XY € L F),

on a

E[XY|G] = XE[Y|G] ps. (2.12)

Démonstration : D’abord, XE [Y|Q] est G-mesurable car produit de fonctions G-mesurab-
les. Ensuite, en supposant pour commencer X = 1g avec B € G, on a pour A € §

E[XE[Y|G]14] = E[E[Y[G]14n5] = E[Y 14n5] = E[(XY)14]
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ce qui justifie (2.12) lorsque X = 1p, puis par linéarité pour X variable aléatoire simple.

Dans le cas 1), pour X variable aléatoire G-mesurable positive, il existe (X, ),>1 suite de
variables aléatoires G-mesurables positives telle que X,, ' X, n — +oo. Comme Y > 0,
onaaussi X,,Y 7 XY (Y > 0), et le théoréme de convergence mononotone conditionnel
(Prop. 2.15) assure alors

EXY|G]= lim E[X,Y|G]= lm X,E[Y|g]= XE[Y|G]

n—-+o00

Dans le cas 2), on peut de nouveau trouver des suites de variables aléatoires G-mesurables
simples positives croissantes (X/)n>1 et (X/)n,>1 qui convergent vers X et X~ et on
pose X,, = X! — X/. Comme X, est simple, le cas précédent assure

E[X,Y|G] = X, E[Y|G].

On conclut en passant a la limite dans cette égalité puisque lim,,—, oo X, = lim,, 100 X+
lim, 5400 X = X'+ X" = X ps et comme |[X,| < X, + X/ < X"+ X~ =|X|,ona
|X,,Y| < |XY| € L' et par convergence dominée conditionnelle (Prop. 2.17) :

lim E[X,Y |G] =E[XY|g].

n—-+00

Théoréme 2.22 (Conditionnement et indépendance)
1. i X L G et X eL'F) alors E[X |G] = E[X].
2. Soit X LY et f: R — R mesurable telles que E[|f(X,Y)|] < +oo. On pose
9(y) = E[f(X,y)]. Alors

E[f(X,Y)]o(Y)] = g(Y).

3. Soit G,H des sous-tribus de F et X une variable aléatoire intégrable telles que
H L o(X,G) :=0(c(X)UG) alors
E[X|o(G, H)] = E[X[G]. (2.13)

Démonstration : 1) Soit A € G. En utilisant la définition de I’espérance conditionnelle
puis I'indépendance A 1. X, on a

E[E[X|G)14] = E[X14] = E[X]E[14] = E[E[X]14]].

Comme E[X] est bien G-mesurable car constante, E[X | vérifie la Définition 2.1 de E[X |G].

2) D’abord, on note que g est bien une fonction mesurable par le théoreme de Fubini
(Th. 0.5). Ainsi g(Y) est o(Y)-mesurable, d’ou (i) dans la Définition 2.1. Ensuite pour
(ii) dans la Définition 2.1, on considere A € o(Y'). Cet ensemble s’écrit A = Y ~1(C)
pour un certain C' € B(R) et on a alors

E[f(X,Y)1a] = E[f(X,Y)1c(Y)]
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— //1C(y)f(x,y)P(X7y)(dx,dy) (transfert)
— [ [1ews@Prtnpyay) (X LY)
100 [ 2. Px(a)) Pytay) - (Fubini)

= / Lo(y)g(y) Py (dy)  (définition de g)
1c(Y)]  (transfert)

3) On utilise un argument de classe monotone (Th. 0.2). On note Y = E[X|G] et on pose
L’ensemble M est une classe monotone car

— Q€ M puisque E[X] = E[Y];

— SiA,BeMavec BC Aalors A\Be Mcar1yp=14—1pet

EYlap] = E[Y(1a—1p)] =E[Y14] —E[Y1g]
E[X14] —E[X15] =E[X (14 — 1p)]
= E[X1agl;

— Si Aj € Mavec A; C Ajiq, j > 1, alors U5, Aj € M car

E [Y1U]>1 } = E[Y nl_lgloo 1a, ] = ngmooE[Yl A, ] (convergence dominée)
= nl—lgloo E[X1,4,] =E[X nl_l)gloo 14,] (convergence dominée)
= E[X1Uj21 Aj]'

Par Définition 2.1 de Y, on a G C M. On a aussi H C M car pour A € H par
indépendance H 1. G > Y on a E[YlA] E[Y]P(A) et par indépendance H L o(X) on
a aussi E[X1,4] = E[X]P(A), d’ou I'égalité puisque E[Y] = E[X] et A € M.

On note maintenant que P = {BNC : B € G,C € H} est un w-systéme (stable par
intersection finie) : si By N Cy, Be N Cy € P alors

(BiNC)N(BaNCy) =(BiNB)N(C1NCy) €P

Cal"BlﬂBQGQGt ClﬂCQGH.

On a P C M, en effet pour A= BNC € P avec B € G et C' € H par indépendance
H L o(X,G),il vient :

E[Y14 = E[V1ple] =E[Y1p]E[le] (Ce€H LGSY,B)
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E[X15|E[1¢] (définition de Y = E[X |G])
— E[X1ple] (CeH Lo(X,G)>X,B)
= E[X1,4].
Par le théoreme de classe monotone (Th. 0.2), on a o(P) C M.

On conclut en justifiant o(P) = (G, H). En effet, on a P C o(G,H) car P € P s’écrit
P =BnNnC € o(G,H) puisque B € G C 0(G,H), C € H C o(G,H). On a donc
o(P) C o(G,H). Puis comme G CPet HCP,ona(GUH)CPet

o(G,H) =0(GUH) C o(P)

et finalement o(P) = (G, H).

La conclusion o(G,H) C M signifie alors que VA € 0(G,H) on a E[Y1,4] = E[X14] et
donc Y = E[X |0(G,H)], ce qui est la conclusion (2.13) cherchée. O

Remarque 2.23 (Contre-exemple) Attention, dans le 3) du Th. 2.22 il est insuffisant de
supposer seulement H 1L Get H L o(X) : en effet, avec e; = £1, i = 1,2, indépendantes,
de loi P(g; = 1) =P(e; = —1) = 1/2, prendre X = e169 et H = 0(e1), G = 0(e2) : on a
X de loi de Rademacher R(1/2), ie. P(X =1) =P(X = —1) =1/2 et

— H LG,

— H L o(X) car par exemple

1
P(el = 1,6152 = 1) = ]P)(51 = 1,62 = ].) = ]P)(gl = 1)1[])(52 = 1) = -

4
= ]P)(Sl = 1)P(€182 = ].),

— mais on n'a pas H L o(X,G) puisque €; = X/e5 est o(X, G)-mesurable.
Dans ce cas, (2.13) ne tient effectivement pas puisque

E[X|G] = Eleiea|es] = e2E[e1] =0
E[X |O'<g,7'[)] = E[€1€2 |O'(€1,€2)] = £1&9.

2.4 Espérance conditionnelle dans le cas L’

Interprétation géométrique

Dans le cadre L?, 'espérance conditionnelle s’interpréte comme une projection L2
pour le produit scalaire (X,Y) = E[XY].

Théoréme 2.24 (Espérance conditionnelle et projection L?) Soit X € L?(F) et G une
sous-tribu de F. L’espérance conditionnelle B[X|G] est la projection de X sur L*(G) :

E[X|G] = Prao)(X). (2.14)
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Démonstration : Notons Y = E[X|G]. D’aprés la Prop. 2.20, comme X € L*(F), on a
aussi Y € L?(G). Pour Z € L?(G), il vient
E[(X-2)’ = E[(X-Y+Y —2)?
— E[(X = V)] 4+ 2B[(X — V)(Y - 2)] +E[(Y - 2)?
= E[(X V)] +E[(Y - 27,

car Y — Z étant G-mesurable

=0

———
E[(X — Y)(Y - 2)] = E[E[(X - Y)(¥ — 2)(]] — E[E[X — VIg](¥ - 2)] = 0.

Ainsi
d(X,1%G)) = inf E[(X —2)%]"*

ZeL?(G) - E[(X a Y) }

est atteint en Z = Y € L*(G). Cela justifie que Y est la projection Pz (X) de
X € L*(F) sur L*(G). O

Variance conditionnelle

On définit de la méme facon d’autres quantités conditionnelles telles que la variance
conditionnelle Var(X|G).

Définition 2.25 (Variance conditionnelle) La variance conditionnelle de X € L*(F) sa-
chant G est définie par

Var(X |G) = E[(X — E[X |G])*|F].

On verra qu'il s’agit de la variance par rapport a la loi conditionnelle P(-|G). Comme
dans le cas usuel, on a 'identité de Konig*

Proposition 2.26 (Konig) Pour X wvariable aléatoire L? et une sous-tribu G, on a :
Var(X |G) = E[X?|G] — E[X |g]*.
Démonstration : En effet,

Var(X |G) = E[X*-2XE[X |G]+E[X |G]*|G]
E[X?|G] - 2E[XE[X |G] |G] + E[E[X |G]* |G]
= E[X?|G] - 2E[X |GE[X |G] + E[X |G]?
E[X?|g] - E[X|g]*.

Par le théoreme de Pythagore, on a la décomposition de la variance sous la forme :

1. Johann Samuel Kénig (Allemand, 1712-1757)
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Théoréme 2.27 (Décomposition de la variance) Soit X € L*(F) et G une sous-tribu de

F. Alors, on a
Var(X) = E[ Var(X |G)] + Var (E[X |G]). (2.15)

Démonstration : En utilisant la Prop. 2.26, on a :

E[Var(X |G)] = E[E[X?|G] — E[X|G]*] = E[X?] - E[E[X|G]*]
Var (E[X|0]) = E[E[X |6]"] ~ E[E[X |G]]" = E[E[X |§]"] — E[X]’

dont on déduit (2.15) par addition. O

2.5 Conditionnement gaussien

Dans le cas de conditionnement gaussien, on a mieux que (2.14) : il suffit de projeter
sur I'espace vectoriel engendré par les variables aléatoires (gaussiennes) qui conditionnent

Proposition 2.28 (Espérance conditionnelle gaussienne)

1. Soit (X,Y) un couple gaussien centré. Alors

Cov(X,Y)
EX)Y]|=——F"F~ .
XY= ) bs
2. Dans le cas non centré, on a
Cov(X,Y) Cov(X,Y)
EX Y] = - —_—
X Y] =mx Var(Y) e Var(Y)
3. Soit (Zy,...,Zq) un vecteur gaussien centré de covariance ¥ et (ay, ..., aq)", (by,...,by)" €
R¢. On considére X = a1 7y + - +agZq et Y = by Xy + -+ by Zy. Alors
alb
E[X Y] = i
(X IY] = o5
4. Soit Y = (Y1,...,Yy) un vecteur gaussien centré de covariance X inversible et X

variable aléatoire réelle tels que (X,Y) soit un vecteur gaussien centré. On note

d = (Cov(X,Yy),...,Cov(X,Yy))". Alors
E[X|Y]=(27'd,Y).

Démonstration : 1) Notons ¢ = E[XY]/E[Y?]. Comme (X,Y) est un vecteur gaussien
centré, (Y, X — cY') lest aussi et par définition de ¢ :

Cov(X — YY) = Cov(X,Y) —cVar(Y) =0,
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on a donc Y I (X —cY). Soit Z € L*(o(Y)), d’apres le théoréme de Doob-Dynkin
(Th. 0.4), Z = h(Y) avec h(Y) € L*(o(Y)). On a

E[(X —cY)Z] = E[E[(X - &Y)h(Y)|Y]]

= E[M(Y)E[(X —¢Y) |Y]]

E[MY)E[X —cY]] =0
N’

=0

d’apres le Th. 2.22 puisque X —cY 1L Y. On a donc X —cY L Z pour tout Z € L*(c(Y)),
ie. X —cY L L*(o(Y)). Comme ¢Y € L*(o(Y)), on a Prayyy(X) = ¢V et d’apres
Iinterprétation projection (2.14) de I'espérance conditionnelle dans le cadre L?, on a
bien

E[X |Y] = PL2(J(y))(X) = cY.
2) Le cas non centré se déduit de 1) appliqué & X —mx et Y — my.

3) En notant (a,b) = 3¢ a;b; le produit scalaire euclidien, on a X = (a,Z) et Y =
(b, Z). Le vecteur (X,Y") est gaussien car image linéaire de Z. En notant ¥ la matrice
de covariance de Z, on a

Var(X) = a'Sa, Var(Y)=b'Xb,
d
Cov(X,Y) = > aib;Cov(Z, Z;) = a'Sh.

ij=1
En appliquant le 1) au vecteur gaussien (X,Y’), on a

Cov(X,Y) at>b

= Y.
Var(Y) bt3b

E[X|Y] =

4) On note ¢ = ¥7'd. Le vecteur (X — c'Y,Y’) est gaussien car toutes combinaisons de
ses marginales en est une de celles de (X, Y") donc de loi normale. Pour chaque 1 < i < d,
on a

E[(X - Y)Y = E{(X - dechj)K-] =E[XY] - dechmm
= Cov(X, Yi;— (3¢); = (d — Xe); :JO:

par choix de ¢ = X7 !d. 1l suit que X — 'Y L Y. En prenant Z = h(Y) € L*(c(Y)), on
a

E[(X —cY)Z] = E[E[(X —cY)h(Y)|Y]]
= E[MY)E[(X - V) Y]]
= E[L(Y)E[X — Y]] =0

N ——’

=0
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d’apres le Th. 2.22 puisque X — 'Y 1L Y. On a donc X — 'Y L Z pour tout Z €
L*(o(Y)), ie. X = 'Y L L*(0(Y)). Comme 'Y € L*(c(Y)), on a Praiyyy(X) = 'Y et
d’apres l'interprétation projection (2.14) de l'espérance conditionnelle dans le cadre L2
on a bien

E[X |Y] = Py (X) = &Y.

2.6 Lois conditionnelles

Dans cette section, on définit les lois conditionnelles. On admet cependant le résultat
difficile d’existence de ces lois (dans un espace polonais) du a Jifina (Th. 2.34, cf. [Jir]).

Définition 2.29 (Noyau de probabilité) Soit (S, A) et (T,B) deuz espaces mesurables.
On appelle noyau de probabilité (ou de transition) de T dans S toute application v :
Ax T —[0,1] telle que

(i) pour touty € T, v(*,y) est une probabilité sur (S, A);
(i1) pour tout A € A, y— v(A,y) est B-mesurable.

Exemple 2.30 1) Si p est une mesure o-finie sur (S, A) et h : S x T — Ry est une
fonction mesurable avec [ h(z,y) p(dz) = 1 pour tout y € T alors

V(A y) = / Wz, ) u(de)

définit un noyau de probabilité. La o-additivité dans (i) de la Définition 2.29 vient
du théoréeme de convergence monotone. Le point (ii) est assuré par le théoreme de

Fubini-Tonelli (Th. 0.5).

2) (Couple a densité) Soit (X,Y) un couple aléatoire sur R? de densité f. On peut
appliquer le cas 1) précédent avec (S, A) = (T,B) = (R,B(R)), p = X (mesure de
Lebesgue) et

) = ];(;(yy))

lorsque fy(y) > 0. On définit alors un noyau de probabilité par

f(x,y)
A fY(y> o

lorsque y est dans le support de Y et v(x,y) = d5, sinon pour sy € S quelconque.

v(Ay) =

(2.16)

3) (Couple discret) On considere (X,Y) un couple aléatoire discret. On définit un noyau
de probabilité par

P(Y=y)

_ N _ P(XeAY=y) . _
V(A y) = P(X € AlY =y) = ——7—+% s P(Y =y)>0 (2.17)
s, (A) sinon,

ol sg € S est quelconque.
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Proposition 2.31 Soit v un noyau de probabilité.

(1) Si h est mesurable positive (ou bornée) sur (S, .A) alors

oly) = / W) v(de,y), yeT, (2.18)

est mesurable sur (T, B).

(2) Sin est une mesure de probabilité sur (T, B) alors

u(A) = [l nidy), A€ A
est une mesure de probabilité sur (S, A).

Démonstration : (1) Si h = 14 alors ¢(y) = v(A,y) et la mesurabilité découle de (ii)
dans la Définition 2.29. Par les arguments standards de théorie de la mesure, on étend le
résultat pour h simple puis pour A mesurable positive (par approximation et convergence
monotone).

(2) On a pu(A) > 0 car v(A,y) > 0 et pu(S) =1 car v(S,y) = 1 et n est une probabi-
lité. Enfin, u est o-additive en utilisant celle de v(x,y) et le théoreme de convergence
monotone : pour des A; € A, i > 1, deux a deux disjoints, on a

M(DoAi) - /V(UAi,y> n(dy)z/fvmi,y)n(dy)
= f/ (A, y)n(dy) = Zu

g

Définition 2.32 (Loi conditionnelle) Soit X, Y des variables aléatoires a valeurs respec-
tivement dans (S, A) et (T, B). On appelle loi conditionnelle de X sachantY tout noyau
de probabilité v : A x T — [0,1] telle que pour toute fonction h mesurable positive sur

(S, A) on a

E[h(X) Y] = / h(z) v(dz, V). (2.19)
Remarque 2.33 En utilisant la fonction ¢ donnée en (2.18), mesurable d’apres la Prop. 2.31,
on a E[A(X)|Y] = ¢(Y). La fonction ¢ est donc la fonction mesurable du théoreme

de Doob-Dynkin (Th. 0.7) appliqué a la variable aléatoire E[h(X)|Y] qui est o(Y)-
mesurable.

Par la Définition 2.32, si v est la loi conditionnelle de X sachant Y alors en prenant
h =14 dans (2.19), on a

P(X € AlY) =v(AY) bps. (2.20)
Par (i) dans la Définition 2.29, P(X € -|Y') ainsi définie est bien une probabilité.
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Existence et unicité de la loi conditionnelle

Existence. L’existence des lois conditionnelles est un résultat difficile. Elle est donnée par
le résultat suivant du a Jifina (et admis). Il s’applique en particulier pour des variables
aléatoires a valeurs dans R ou R?.

Théoréme 2.34 (Jifina) Soit (S,.A) et (T, B) deux espaces mesurables. On suppose que S
est un espace polonais (métrique, complet, séparable) avec A = B(S) (tribu borélienne).
Alors il existe une loi conditionnelle de X sachant'Y comme dans la Définition 2.32.

Démonstration : Admis. O

Unicité. Si v et v/ sont deux lois conditionnelles de X sachant Y telles que dans la
Définition 2.32 alors pour tout A € A (cf. (2.20)) :

V(AY)=P(Y € A|Y) =V (AY) ps

cest a dire v(A,y) = V/(A,y) pour Py-presque chaque y € T (attention au presque
stur qui dépend de A € A). Dans le cas ou les mesures de probabilités sur (S,.4) sont
caractérisées par leurs valeurs sur une famille dénombrable d’évenements alors on a

v(x,y) =1V (%,y) pour Py-presque chaque y € T'.

C’est le cas pour (S, A) = (R? B(RY)); plus généralement, c’est encore le cas lorsque S
un espace polonais (métrique, complet, séparable) avec A = B(S) (tribu borélienne). En
ce sens, il y a unicité de la loi conditionnelle de X sachant Y .

Cadres usuels

On prolonge 'Exemple 2.30 avec les cas usuels discret et a densité. D’apres le Théo-
reme de Jifina (Th. 2.34), dans ces cas il y a existence et unicité de la loi conditionnelle.
On montre qu’alors les noyaux de probabilité sont donnés par (2.16) et (2.17).

Proposition 2.35 (Loi conditionnelle & densité) Soit (X,Y') un couple aléatoire de den-
sité f. Alors la loi conditionnelle de X sachant Y est donnée par le noyau de densité
(2.16).

Démonstration : On montre (2.19) avec v(dz,y) = J}(Ym(;’)) dx lorsque y € S(Y') (probabilité

quelconque sinon) en établissant que pour A € o(Y), on a

E[h(X)14] :EK / h(z) y(dx,Y))L,]

Comme A € (V) s'écrit A=Y 1(B) et 14 =15(Y),on a :

E[(/h(m) W, ¥)) 1] = E[(/h(m) V(dr.¥))15(Y)]
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- /(/h(w) y(dg:,y)dx) 15(y)fy(y)dy  (formule de transfert)

- /5(y) (/h(x) J;,(ngyy)) dx) 15(y) fy(y)dy  (définition de v)

= /h(a:’)lg(y)f(x,y) dxdy  (théoréme de Fubini)

= E[h(X)15(Y)] = E[h(X)14].
Cela justifie que ¢(Y) = [ h(z) v(dz,Y) vérifie le ii) de la Définition 2.1 de E[h(X)|Y]
X)[yY

Comme (Y est o(Y)-mesurable, le i) est immédiat et on a bien (YY) = E[h(X)|Y],
prouvant que v(x,Y) est la loi conditionnelle de X sachant Y (Définition 2.32). O

Proposition 2.36 (Loi conditionnelle discréte) Soit (X,Y) un couple aléatoire discret.
Alors la loi conditionnelle de X sachant'Y est donnée par le noyau discret (2.17).

Démonstration : On montre (2.19) avec v(z,y) = % lorsque P(Y = y) > 0

(probabilité quelconque sinon) en établissant que pour A € o(Y)

E[h(X)14] = E[( / h(z) y(dx,Y)) 14.

Comme A € 0(Y) s’écrit A=Y }(B)et14=15(Y), ona:

E[( / ) vide. V)1 = E[( / () v(de,Y))15(Y)]

= 7h(X 15(Y)] = E[h(X)1.4].

Commme précédemment, cela justifie successivement que ¢(Y) = E[h(X)[Y], et que
v(*,Y) est la loi conditionnelle de X sachant Y (Définition 2.32). O

Conditionnement par ¥ =y

On revient au conditionnement par un évenement comme dans le Chapitre 1 et on
donne un sens général a des probabilités conditionnelles du type P(X € A|Y = y), méme
lorsque P(Y = y) = 0.
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Définition 2.37 (Probabilité conditionnelle sachant Y = y) Lorsque la loi conditionnelle
v de X sachant 'Y existe, on pose pour Py -presque chaque y :

P(X € AlY =y) =v(A,y). (2.21)

Lorsque Y est une variable aléatoire discrete, on a commencé par voir au Chapitre 1
avec la Définition 1.11 que

P(X € AY) =E[L(XY] = 3 EL(X)Y = yllpy
yeEY (Q)

= ) P(X €AY =y)lyy—y,
yeY (Q)

si bien que P(X € A]Y) = P(X € A|lY = y) sur {Y = y}, ce qui se retrouve avec le
cadre plus général donné par (2.20) et (2.21) :

P(X € AlY)=v(A4Y), P(XeAlY =y) =v(4y).

Dans le cas ou P(Y = y) > 0, la définition de P(x|Y" = y) coincide donc avec la définition
élémentaire du Chapitre 1, cf. (2.17).

Lorsque P(Y = y) = 0, le conditionnement par {Y = y} n’est pas bien défini dans le
Chapitre 1 (cf. par exemple P(X € A|Y =y) en (1.11)) et on parle de conditionnement
singulier.

Avec la Définition 2.37, on définit aussi :

Définition 2.38 (Loi conditionnelle sachant Y = y) On définit la loi conditionnelle de
X sachant Y =y pour Py -presque chaque y par :

L(X|Y =y) =v(xy).

On peut alors définir les espérances conditionnelles sachant Y = y comme 1’espérance
par rapport a la loi conditionnelle sachant Y = y, ie.

B[O =] = [ o) Px(de |y =)

De plus, compte tenu de (2.20) et (2.21), on observe que si

E[h(X) Y =y] = ¢(y)
alors
E[L(X) Y] = ¢(Y).

Cette observation justifie que pour calculer E[h(X)|Y], on peut faire le calcul comme si
Y était figé en y avec la loi conditionnelle de X sachant Y = y, une fois le résultat ¢(y)
obtenu, on a le résultat final ¢(Y") en reprenant Y a la place de y.
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Proposition 2.39 Soit X, Y deux variables aléatoires. On a X 1LY si et seulement si la
loi conditionnelle L(X|Y =y) de X sachant Y =y existe pour Py -presque chaque y et
ne dépend pas de y.

Démonstration : On suppose d’abord X 1L Y. On a
B[H(X) V] = EIB(X)] = [ (o) Px(da)

ce qui justifie L(X|Y) = v(-,Y) = Py et, pour tout y, L(X|Y =y) = v(-,y) =Py, ce
qui prouve le sens direct.

On suppose ensuite que la loi L(X]Y = y) de X sachant Y = y existe pour Py-presque
chaque y et ne dépend pas de y, ie. L(X|Y =y) = v(*,y) = v(x), on a alors pour tout
A, B € BR):

P(X €AY €B) = E[14(X)1p(Y)] = E[E[La(X)15(Y) Y]] = E[E[L4(X) [Y]15(Y)]
= /V(A,y)lB(y) Py (dy) :/V(A)lB(y) Py (dy)
_— / 15(y) Py (dy) = (A)B(Y € B),

ce qui justifie X 1 Y. O

Désintégration et Fubini conditionnel

Proposition 2.40 (Désintégration d’une loi) Soit X,Y des variables aléatoires a valeurs
respectivement dans (S,.A) et (T, B) telle que la loi conditionnelle P(X € *|Y = -) est
bien définie comme en Définition 2.32 avec un noyau de transition v(x,:) comme en
Définition 2.29. Alors, pour tout A€ A et B€ B on a

IP’(XEA,YEB)—/

[ (4, 9)Pr(an) = / BX € AY =) Py(dy).  (2.22)

B

Démonstration : Pour A € Aet B € B, on a
P(X €AY €B) = E[Li(X)15(Y)] = E[E[Ly(X)15(Y)|V]]

— EW(AY)15(Y)] = / v(A, ) Py (dy)
= /B]P’(X € AlY = y) Py (dy)

en utilisant la notation (2.21) pour P(X € A]Y =y). O

Plus généralement, avec les arguments standards de théorie de la mesure, on montre :
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Théoréme 2.41 (Fubini conditionnel) Soit (X,Y) un couple aléatoire a valeurs dans
(S x T, A® B) telle que la loi conditionnelle P(X € *|Y = -) est bien définie comme en
Définition 2.32. Alors

(1) Pour f: (S xT,A® B) = Ry mesurable (positive), y — [ f(x,y)Px(dz]Y =y)
est mesurable et

e P andy) = [ ([ s Patacly =) el @2)

SxT

(2) Pour f: (SxT,A®B) = R mesurable de signe quelconque, P(x yy-intégrable, alors
pour Py -presque chaque y € T, Uapplication f(-,y) est Px(x|Y = y)-intégrable et
Vapplication y — [ f(z,y)Px(dz|Y = y) est Py-intégrable avec I’égalité (2.23)
encore vraie.

En notant
¢r) = [ S Pxtdely =)
(2.23) assure que pour tout B =Y 1(C) € o(Y)
BlLf(XY)] = BleMf(X.V)]= [ 1cl)es0)Pr(d)
= E[lc(Y)ps (V)] =E[1pps(Y)].

Comme ;(Y) est o(Y)-mesurable, on a
B Y) [¥] = 1) = ([ £ Pataely = y>)y_y = [ st v)vtaey),
Par conséquent lorsque h(f(X,Y)) € LY, on a par la formule de transfert
Eb(FXYDIY] = [ (S Y)v(dny)
_ /h(u) (%, Y) 0 f(#,Y) ") (de)

donc, d’apres la Définition 2.32, la loi conditionnelle de f(X,Y’) sachant Y est
LIXY)Y) =v(xY)o f(xY) (2.24)

De la méme facon, par la formule de transfert

Bb(7(X.0) 1Y) = [ h(fe) vide,Y)
= [ ) (v V) 0 f5,) ) )

et, d’apres la Définition 2.32, la loi conditionnelle de f(X,y) sachant Y est
LX) Y) =v(Y)o f(xy) (2.25)

En comparant (2.24) et (2.25), compte tenu de la notation (2.21), on a prouvé :
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Proposition 2.42 (Transfert conditionnel) Sous les mémes conditions que dans le Th. 2.41,
on a:

P(f(X.Y)ex|Y =y) =P(f(X,y) e x|V =y)

ou

LFX, Y)Y =y) = L(f(X,y)|Y =vy).
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Martingales
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Chapitre 3

Martingales et filtrations

Dans ce chapitre, on introduit la notion de martingale. On commence par les notions
de filtration en Section 3.1 et de temps d’arrét en Section 3.2 avant de définir les martin-
gales en Section 3.3 et d’en donner les premieres propriétés en Section 3.4. On termine
ce chapitre avec la notion de martingale arrétée en Section 3.5.

Dans la suite, on considére un espace de probabilité (€2, F,P).

3.1 Filtration et mesurabilité

Filtration

Définition 3.1 (Filtration) Soit (F,,),>0 une suite de sous-tribus de F. On dit que (F,)n>0
est une filtration lorsque pour tout n >0, on a F,, C Fpyi1.

Un espace de probabilité muni d’une filtration (Q,]:, (fn)nZO,IP’) s’appelle un espace de
probabilité filtreé.

Définition 3.2 (Adapté) On dit qu’une suite (X,)n>0 est adaptée par rapport a une fil-
tration (Fp)n>o0 St pour tout n > 0, X,, est F,-mesurable.

Exemple 3.3 (Filtration canonique) Si (X,,),>; est une suite de variables aléatoires, on
appelle filtration canonique ou naturelle la filtration (F,),>; des tribus engendrées par
ces variables aléatoires :

=1

Fo=0(X1,...,X,) =0 (OU(XQ) , n>1.

Il s’agit de la plus petite tribu rendant chaque X; mesurable pour 1 < i < n. Si besoin,
on complete la filtration par Fy = {0, Q} (en général associé a un choix de X constante).
On parle aussi de la filtration engendrée par la suite (X,,),>1. Par construction, la suite
(X5 )n>1 est adaptée par rapport a sa filtration naturelle.

38
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Exemple 3.4 (Filtration dyadique) Soit (2, 7,P) = (]0,1[, B(]0,1[),A) ol A est la me-
sure de Lebesgue sur |0, 1] (probabilité uniforme). On pose

L
]—"n:a<[22n ,21”[;1':1,...,2”>, n>0,

et (Fn)n>o s'appelle alors la filtration dyadique de [0,1]. On a bien une filtration car
comme pour tout n > 1et 1 <3¢ <27

i—1 i 20—22—1 2% —1 2
[ on ’27[_[2n+1 " gntl [U[znﬂ 7 on+l [

et donc F,, = 0(D,,) C Fry1 = 0(Dpy1).

on a

Prévisibilité
Définition 3.5 (Prévisibilité) Une suite de variables aléatoires (H,)n>1 est dite prévi-

sible pour une filtration (Fy)n>o0 si, pour tout n > 1, H, est F,_1-mesurable.

Remarque 3.6 (Interprétation sous forme d’information) En interprétant une sous-tribu
G C F comme une quantité d’information, il faut comprendre la G-mesurabilité d’une
variable aléatoire X comme la connaissance de cette variable aléatoire : X G-mesurable
est connue des lors que la sous-tribu G l'est.

Ainsi on peut interpréter une filtration comme une quantité d’information qui évolue au
cours du temps : N est le temps et F,, est 'information disponible a la date n.

Une suite (X,,),>1 est alors adaptée si X, est connue a la date n. Une suite (H,,),>1 est
prévisible si H,, peut étre prédite avec 'information F,_; disponible a la date n — 1.

Des exemples typiques de suites prévisibles sont donnés avec la notion de temps d’arrét
qui suit, cf. (3.1).
3.2 Temps d’arret

La notion de temps d’arrét est associée a une filtration (F,),>0 qu’on commence par se
fixer.

Définition 3.7 (Temps d’arrét) Une variable aléatoire T a valeurs dans N U {+oo} est
un (Fy,)-temps d’arrét si pour tout n >0 on a {T <n} € F,.

Remarque 3.8 A chaque date n > 0, on sait si la date aléatoire T est échue ou pas.

Exemple 3.9 (Temps d’arrét)
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1. Si T est constant égale a ng alors T est un temps d’arrét.

2. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires et (F;,),>1 sa filtration naturelle.
— (Temps d’atteinte) 7' = min (i > 0 : X; € A) est un (F,)-temps d’arrét pour
A € B(R). En effet

(r<n)=|J{x eca}er,

puisque { Xy € A} € Fr C Fp,, 0 <k <n.
— Attention, T" = max (z >0:X; € A) n’est pas un temps d’arrét par rapport a
la filtration naturelle. Par exemple,

{T:n} = {XneAaXn—H gAaX?H-Q gA’} QO'(Xl,...,Xn) =

Remarque 3.10 1. {T=n}={T <n}\{T <n -1} € F,;
2. {T>n}={T<n—-1}€ Fo;

3. Etant donné un (Fn)-temps d’arrét T, on définit une suite prévisible par

Proposition 3.11 (Propriétés des temps d’arrét)

(1) T est un temps d’arrét si et seulement si pour tout n >0 on a {T =n} € F,.
(2) SiT et S sont des (F,)-temps d’arrét. Alors T NS, TV S, T+ S en sont aussi.
(3) SiT est un (F,)-temps d’arrét alors pour tout k > 0, T' Ak en est un aussi.

(4) Si (T,)p>1 est une suite monotone de (F,)-temps d’arrét alors T = lim, o, T, est
aussi un temps d’arrét.

(5) Soit (T,),>1 est une suite de (F,,)-temps d’arrét alors

inf T,, sup7,, liminf7,, limsup7,
p>1 p>1 p—+00 p—+00

sont des (F,)-temps d’arrét.

Démonstration : 1) Si 7" est un temps d’arrét vérifiant la Définition 3.7 alors {T' = n} =
{T <n}\{T <n-1} € F,puisque {T <n} e F,et {T <n-1} € F,_; C F,. La
réciproque vient de ce que {T' < n} = J,. {1 =k} € F, lorsque {T' =k} € F, C F,
pour 0 < k < n. -

2) En effet pour n € N, on écrit

{TAS<n} = {T<n}u{S<n}eF,;
{TvsS<n} = {T<n}n{S<n}eF,;

{T+S=n} = O{T:k}ﬂ{S:n—k}EFn

k=0
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car {T <n}eF,,{S<nteF, , {IT'=klteF CF, et {S=n—k} e Fr CF,
pour 0 < k < n et on utilise la caractérisation 1).

2) Cela découle de 3) avec le temps d’arrét S = k (Exemple 3.9). Ou alors pour n > k,
on{T'ANk<n}=Q¢eF,etpourn<k,ona

{TAk<n} = {TAk<nIN{T<k}HU{TAE<n}N{T > k})
= {T<n}n{T <k})U({k<n}n{T > k})
= {T<kAn}U{T <E}¥N0) ={T <kAn} € Fuu C Fu

4) Pour tout n € N, on a dans les cas croissant et décroissant respectivement

{T<n} = { lim 7, <n}:ﬂ{Tp§n}€fn

e 2l cr,
{T'<n} = {hmT<n}:U{Tp§n}€]:n
p——+00 pZI\_.EJ;_/

puisque {7, < n} € F, (tribu) en utilisant dans la deuxieme partie que les 7}, sont a
valeurs entieres.

5) découle des propriétés précédentes en écrivant

inf 7, = lim min 7}, hm me = sup 1nf Ty,

p>1 n—4o00 1<p<n n>1
sup7, = lim max T}, llm sup T, = inf sup Ty,
p>1 n—+oo 1<p<n p>1 n>1 k>n

ou directement a partir de

{me <n}:U{Tp§n}, {sgll)Tpgn}:ﬂ{Tpgn},

>1
b= p>1 Pz p>1

+oo +oo
{l;gilolofT <n} U ﬂ{Tpgn}, {l;msgoprgn} = m U{Tpgn}.

m=0p>m -+ m=0p>m

Définition 3.12 (Tribu d’un temps d’arrét) A un temps d’arrét T', on associe la tribu

Fr={AeF:Vne N, AN{T <n} e F,}. (3.2)

D’abord, on s’assure que la Définition 3.12 a bien un sens :

Proposition 3.13 Lorsque T est un temps d’arrét, Fr en (3.2) est bien une tribu.
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Démonstration : On a bien 2 € Fr puisque QN {T < n} = {T < n} € F, pour tout
n > 0. Puissi A;, i € I C N, sont dans Fr alors

<UAi>m{Tgn}:U(Aim{Tgn}zefn

gt gt ~—
e € €Fn

puisque A; N{T < n} € F, (car A; € Fr).
Enfin, si A € Fr alors pour tout n > 0, on a

AN{T <n} ={T <n}\ (AN{T <n}) € F,

puisque AN{T' Nn} € F, et {T < n} € F,. Cela assure A° € Fr. Finalement, Fr est
bien une tribu. O

Remarque 3.14  — On a o(T) C Fr (voir ci-dessous, Prop. 3.15) donc T est en
particulier Fr-mesurable mais attention en général 1’égalité est fausse.

— Il faut comprendre F7 de la maniere suivante : quand 7" a lieu avant n, on sait a
la date n si A est réalisé ou pas.

— Si (Fn)n>o est la filtration naturelle de (X,,),>0 et T est un (F,)-temps d’arrét
alors l'information contenue dans JFp comprend, d'une part la valeur de T et
d’autre part aussi, les valeurs de Xy,..., Xp.

— De facon générale, en suivant la Remarque 3.6, on peut interpréter la tribu Fr
comme l'information disponible a la date aléatoire T'.

Proposition 3.15 (Propriétés des tribus Fr)

(1) Pour un temps d’arrét constant T = ng, alors on a bien Fr = Fp,.

(2) A Uinstar de 1) dans la Prop. 3.11, A € Fr si et seulement si AN{T =n} € F,.

(3) SiT < S sont deuz temps d’arrét alors Fr C Fg.

(4) Un temps d’arrét T est Fr-mesurable.

(5) Pour T, S des temps d’arrét, on a Fras = Fr N Fs. De plus {T < S},{S <
Ty AT =S} € Fras.

(6) Pour A € F et T un temps d’arrét, posons Ta(w) = T(w) siw € A, Ty(w) = 400
sinon. Alors A € Fr si et seulement si Ty est un temps d’arrét.

Démonstration : 1) On a A € Fr si et seulement si pour tout n > 0, AN{T < n} € F,.
Lorsque T' = ny,
— pour n < ng, {T <n}=0et AN{T <n} =0 € F, (toujours vrai).
— pour n > ng, {T' <n}=Qet AN{T < n} = A est dans F,, pour tout n > ng si
et seulement si A € F,,.
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Finalement A € Fr si et seulement si A € F,,,, soit Fr = F,,.

2) découle des égalités :
AnN{T =n} = (ANAN{T <n})\ (AN{T <n-1})

Am{Tgn}:OAm{T:k}.

k=0

3) Soit A € Fretn >0. CommeT < S, ona

Fa .
O
An{S <n}=(AN{T <n})n{S <n} e F,.

On a donc bien A € Fg.

4) Comme les ensembles [0,t] engendrent la tribu B(R,), on montre que T est Fp-
mesurable en prouvant que {T" < p} € Fr pour tout p > 0. Pour cela, soit n > 0,
on a
{T<pyn{T <n} ={T <nAp} € Fupy C Fa,

ce qui justifie que {T < p} € Fr.
5) D’apres le 3) avec TAS < T et TAS < S,onaFras C FrNFs. Puissi A € FrNFg
alors pour tout n > 0,ona AN{T <n} € F, et AN{S <n} e F, donc

AN{TAS <n}=(An{T <n})U(AN{S<n})eF,

ce qui assure A € Frng.

Compte tenu de la premiere partie, pour montrer {7 < S} € Fras = Fr N Fg, il suffit
de montrer que {T' < S} € Fret {T < S} € Fg.

On a
{T<S}n{T <n}={TAn<SAn}N{T <n}

avec {T'An < SAn} € F, car T An et SAn sont F,-mesurables et {T' < n} € F,. On
montre que {7' < S} N{S < n} € F, en montrant que {T' < S} N{S = n} € F, pour
chaque n > 0 (écrire {S < n} = ;_o{S = k}) : comme {T' < n},{S=n}ecF, ona
bien

{T<S}n{S=n}={T<n}n{S=n}eF,.
On a donc {T' < S} € Fr N Fs = Fras-

De la méme facon, on a {S < T} € Fras et donc il vient

{T=S}={T<S}N{S<T} € Frns.

6) On a A € Fr si et seulement si pour tout n > 0 : AN{T < n} € F,. Mais
AN{T <n} ={T4 <n} ce qui permet de conclure. O
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Proposition 3.16 Soit (X,,),>1 une suite (F,)-adaptée et T un temps d’arrét. Alors la

variable aléatoire
X, st1T=n

Lir<too) X1 = { 0 T =400

est Fp-mesurable. Lorsque T < +00 ps, il n’y a pas d’ambiguité de notation et on écrit
simplement Xr.

Démonstration : Pour B € B(R) et n € N, on a
{1ircioy Xr € B} N{T =n} ={X, € B}n{T =n} € F,

c’est a dire {1{T<+OO}XT € B} € Fr pour tout B € B(R), ie. Lircjo} X7 est Frp-
mesurable. O

3.3 Martingales, sous-martingales et sur-martingales

Définitions
Définition 3.17 (Martingale) Une suite de variables aléatoires (X,,)n>o est une martin-
gale par rapport a une filtration (Fp,)n>o Si

(i) E[|X,]] < 400 pour tout n>0;

(11) la suite (X,)n>0 est (Fn)-adaptée ;

(1ii) pour tout n >0 :
E[ X1 5] = X (3.3)

Définition 3.18 (Sur- et sous-martingales) On parle de sous-martingales ou de sur-martingales
quand (1) dans la Définition 3.17 est remplacé respectivement par

sous-martingale : E[Xn_l,_l |.7:n} > X, pour toutn > 0;
sur-martingale : E[XnH |.7:n] < X,, pour tout n > 0.

Dans la suite, lorsque il n’y a pas d’ambiguité, on pourra omettre d’indiquer la filtration
(Fn)n>o et on parlera simplement de martingales plutot que de (F,)-martingale. Idem
pour les sous ou sur-martingales.

Exemples de martingales, sous-martingales, sur-martingales

Exemple 3.19 (Martingale fermée) Soit X € L'(F). On définit une martingale par
X, = ]E[X \]—"n], n > 0. La propriété de martingale suit facilement du Th. 2.12 (condi-
tionnement par cascade). Une telle martingale sera dite fermée, cf. Définition 4.24. On
parle aussi de martingale de Doob.



Chapitre 3. (©)JCB — M1math — Université de Rennes 45

Exemple 3.20 (Marche aléatoire) Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires inté-
grables indépendantes centrées alors

S, =X14+--+X,,n>1, et Sy=0,

est une (sur/sous)-martingale par rapport a la filtration naturelle F,, = o(Xj, ..., X,),
n > 1 (avec Fy = {0,Q}), selon le signe ou la nullité de E[X;].

En effet, S, est clairement F,,-mesurable et intégrable car les X;, 1 < ¢ < n, le sont.
Comme X, 1 L F, =0(Xy,...,X,), il vient par le Th. 2.22 :

E[Sni1|Fn] = E[Sh+ Xot1 |Fa] = S0 + E[Xpi1 | Fn] = S + E[Xps1] = Sa,

dans le cas centré (on adapte facilement aux cas E[X;]| > 0 et E[X}] < 0).

Dans cet exemple, on a
Xn=5,—51-1=5,— E[Sn |]—"n_1}.

Ainsi la suite (X,,),>1 n'est pas un‘e martingale mais une différence de martingale.
De facon générale, une suite de variables aléatoires indépendantes est une différence
de martingale. Le comportement asymptotique de martingales généralise ainsi celui de
sommes de variables aléatoires indépendantes, cf. Section 4.2.

Exemple 3.21 (Modéle auto-régressif) Soit (£,,),>1 une suite de variables aléatoires iid
intégrables centrées et a € R*. On pose

Xpy1=aX,+€epp1, n>0, et Xg=u. (3.4)

Alors Y,, = X,,/a™, n > 0, forme une martingale par rapport a la filtration naturelle

Fon=0(c1,...,6n) ,n>1, Fo={0,Q}.

En effet, par récurrence, les Y,, sont intégrables et F,-mesurables, n > 1. Puis

1
E [Yn+1 ’fn] = an+1E[CLXn + Ena1 |fn}
1 1
T gl (&Xn + E[5n+1]) - a—an = ¥n

car X,, est F,-mesurable et ¢,,; L F,, (Th. 2.22).

Exemple 3.22 (Galton-Watson) Soit (X, ;);;>1 une famille de variables aléatoires en-
tieres 7id de loi p (sur N) admettant pour moyenne m. On pose Zy = 1 et pour n > 1

Zn,
Zni1 =Y X1y (3.5)
j=1
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Alors (Z,,/m™),>0 est une martingale par rapport a la filtration donnée par F,, = o(X; ; :
i <n,j>1):dabord, on observe par récurrence que 7, est F,-mesurable. En effet, si
Z, Vest alors pour tout A € N, on a

{ZN-H € A} = DO{Zn-H € A7 Zp = p} = DO <{zp:Xn+1,j € A} N {Zn = p}) € Fn-&-l

p=0 p=0 \ \j=1

puisque Z§=1 Xn+1,; est Fnpi-mesurable et Z,, aussi par hypothese de récurrence. Puis
la propriété de martingale est bien satisfaite :

In Zn
]E[ZnJrl“Fn:I = ]E|:Z XnJrLj |fn:| == ZE[XnJrLj “/T_'n] - Zn]E [Xn+1,j] - an
7=1 j=1

car Z, est F,-mesurable et X, ; L F, (Th. 2.22). Il vient

E { Zn—H

mn+1

Zn

mn’

\fn] _

A noter que les espérances conditionnelles sont bien définies puisque les variables aléa-
toires sont positives. A posteriori, on observe par récurrence que Z, est bien intégrable
puisque

E|Z,|] = E[Z,] = E[E[Z,11|F,]] = mE[Z,] < +cc.

Cette martingale modélise I’évolution d’une population avec loi de reproduction p. Dans
cette interprétation, N représente les numéros des générations successives, X, 11 ; est le
nombre d’enfants de I'individu j de la génération n pour former la génération n + 1 et
Z, désigne la taille de la population a la génération n.

Exemple 3.23 (Wright-Fisher) Soit £ = {0,1...,N} et Xy € {1,2...,N — 1}. Par
récurrence, on définit les lois conditionnelles

L(Xni1 |Fa) = B(N, X,/N). (3.6)
Cela définit une martingale par rapport a la filtration naturelle puisque

Xy,
E[Xi1 5] = N(5) = Xa.
Exemple 3.24 (Cascade aléatoire) Soit (X,,),>; une suite de variables aléatoires inté-
grables indépendantes telle que E[X,] = 1 pour tout n > 1. On note (F,,),>1 la filtration
naturelle de (X,,),>1 et on pose Yy =1, et

Alors (Y,,)n>0 est une (F,)-martingale.
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En effet, il est clair que Y,, est F,,-mesurable et intégrable puisque par indépendance des
Xi :

E[|Y,[] = E[H |Xi|} = TIE[X:] < +co.
i=1 i=1
Puis comme Y,, est F,-mesurable et X,, 1 1L F,, avec le Th. 2.22 on a :

E[Y,i1|Fn] = E[YaXoi [F] = YaE[Xpi1 | Fo] = VLE[X 4] = Vi,

Lorsque les variables aléatoires X; sont toutes positives, on a des résultats analogues
pour des sous-martingales quand E[X;] > 1 pour tout ¢ > 1 ou des sur-martingales
quand E[X;] < 1 pour tout i > 1.

3.4 Propriétés des martingales

De facon générale, les énoncés pour les martingales s’adaptent pour des sous-martingales
ou des sur-martingales.

Proposition 3.25 Si (X,,),>0 est une (F,)-martingale alors (X,,)n>0 est une (G,)-martingale
pour G, = o(X1,...,X,). Le méme énoncé reste vrai pour des sous-martingales ou sur-
martingales.

Démonstration : Puisque (X,,),>¢ est une (F,)-martingale, chaque X,, est intégrable.
Puis par définition de (G,)n>0, (Xn)n>0 est (Gn)-adaptée. Comme X, ..., X, sont F,-
mesurables, il est immédiat que G,, C F,,. Par le Th. 2.12 (conditionnement en cascade),
on a alors

=X,
——
puisque (X,),>0 est une (F,)-martingale et X,, est G,-mesurable. O

Proposition 3.26 Dans la définition d’une martingale (Définition 3.17), (3.3) est équi-
valente a : pour tout n > m, on a ]E[Xn |]-"m] = X,,. Résultats analogues pour des sous
ou sur-martingales.

Démonstration : Par définition (Définition 3.18), le résultat est vrai pour n = m+ 1. Si
on suppose qu’il est vrai pour n = m+k—1, k > 2, alors par le Th. 2.12 (conditionnement
en cascade) et la monotonie de I'espérance conditionnelle (Prop. 2.15), on a

E [ Xtk [Fm] = E[E[ Xtk | Fasr-t] [Fn] = E[Xntr-1 | F]

et le résultat découle maintenant de I'hypothese de récurrence. U

Proposition 3.27 Soit (X,,),>0 une martingale (resp. sous-martingale, sur-martingale).
Alors E[X,,11] = E[X,,](= E[Xo]) (resp. E[X,11] > E[X,], E[X,11] < E[X,]).
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Remarque 3.28 En quelque sorte, il faut retenir que les sous-martingales sont des ana-
logues aléatoires des suites numériques croissantes (E[X,,] < E[X,, 1] pour tout n > 0).

Démonstration : En prenant 'espérance dans la propriété de martingale (3.3), on a
E[X,1] = E[E[Xnﬂ |}"nﬂ =E[X,].

On adapte facilement ’argument pour les sous-martingales et pour les sur-martingales. [J

Proposition 3.29 (Martingale et Jensen)

(1) Si (X,)n>0 est une (F,)-martingale et ¢ : R — R est une fonction convexe telle que
Ello(X,)]] < 400 pour tout n > 0 alors Y, = ¢(X,), n > 0, est une (F,)-sous-
martingale.

(2) Si (Xpn)n>o est une (F,)-sous-martingale et ¢ : R — R est une fonction conveze et
croissante telle que E[lgO(Xn)H < 400 pour tout n > 1 alors Y,, = p(X,), n > 0,
est une (F,)-sous-martingale.

Démonstration : (1) D’abord Y,, est clairement F,-mesurable puisque X, lest et ¢
convexe est mesurable. Puis, par I'inégalité de Jensen conditionnelle (Prop. 2.19), on a :

(2) La preuve du 1) s’adapte facilement en utilisant en plus la croissance de ¢ :

E[Yai1 1] = E[p(Xur) 1] 2 ¢(EXnat 1F]) = 0(Xa) = Y.

g

Corollaire 3.30 Soit (X,,),>0 une (F,)-martingale avec E[|X,|P] < +o0 pour toutn > 0.

Alors (|Xn|1”)n>1 est une (F,)-sous-martingale.

Démonstration : Application directe de la Prop. 3.29 avec la fonction convexe p(z) =
[P O

Corollaire 3.31 Soit a € R.
(1) Soit (X,)n>1 une (F,)-sous-martingale. Alors ((X, — a)+)n20 est une (F,)-sous-
martingale.

(2) Soit (X,)n>1 une (F,)-sur-martingale. Alors (min(Xn,a))n
martingale.

o, est une (Fn)-sur-
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Démonstration : 1) On applique la Prop. 3.29 avec la fonction convexe croissante ¢(z) =

(x—a)t.

2) On applique 1) a la sous-martingale (—X,),>1 et la fonction convexe croissante

o(r) = max(x,—a) pour avoir que ¢(—X,) est une sous-martingale. Il s’ensuit que
—p(—X,) = —max(—X,, —a) = min(X,,a), n > 0, forme une martingale. O

On rappelle que la notion de prévisibilité est donnée en Définition 3.5.

Proposition 3.32 Soit (X,,),>0 une (F,)-sous-martingale. Si (H,)n>1 est une suite pré-
visible positive avec chaque H,, bornée alors (H - X) définie par (H - X)o =0 et

(H-X)n =Y He(Xp—Xp1), n>1,
k=1

forme une (F,)-sous-martingale. La méme affirmation est vraie pour une sur-martingale
ou pour une martingale sans la restriction de positivité H, > 0 dans le cas d’une mar-
tingale.

Démonstration : On observe sans difficulté que (H - X), est F,-mesurable pour tout

n > 1 : comme
(H-X),=(H -X)p1+ H, (X, — X1), (3.7)

un argument par récurrence ramene a voir que H, (X, —X,,_1) est F,,-mesurable ce qui est

bien le cas puisque H,, X,,, X,,_1 le sont. Puis (H-X) € L' car chaque Hy(X}, — X)) €
L! puisque X € L' et H est bornée.

Ensuite, en utilisant (3.7) et la prévisibilité de H,,, on a :

B[(H- X |F] = (H-X)+ E[Hus(Xons - X,)|7]
- (H : X)n + Hn+1E[Xn+1 - Xn |Fn}

On conclut en observant que E[XnH - X, \]—"n] >0 si (X,,)n>1 est une sous-martingale
avec H,, > 0. On conclut de meme avec E[X,Hl — X, |]:n} < 0 si (X,)n>1 est une sur-
martingale et avec E[XnH - X, |]-"n} = 0 si ¢’est une martingale (sans condition sur le
signe de H). O

Remarque 3.33 (Interprétation en termes financiers) On consideére un actif risqué pre-
nant la valeur X,, a la date n. Une suite prévisible (H,,),>; s’interprete dans ce contexte
comme une stratégie d’investissement : il s’agit de la quantité H,, d’actif risqué acheté a
la date n. La valeur du portefeuille a la date n est alors

(H-X), = i Hi(X; — Xi 1)
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En effet (H - X),, est la valeur (H - X),_; a la date n — 1 plus la valeur du nouvel actif
H, X, moins le cout de 'achat H,,X,,_;.

On interprete également (H - X),, comme une intégrale stochastique (discrete) de (H,,)p>1
contre la suite (X,,)n>1.

La prévisibilité de H s’interprete alors de la fagon suivante : chaque jour, les ordres
d’achat sont passés le matin et les prix re-actualisés au cours de la journée. Ainsi, le jour
n, la quantité H, d’actif risqué est achetée a la valeur X,,_; du (n — 1)-ieme jour. La
décision d’acheter est donc prise avec I'information dont on dispose a la date n — 1, ie.
les X;,i <n—1 (il n’y a pas de délit d’'initié). Cela justifie que la variable aléatoire H,
doit étre JF,,_i-mesurable.

3.5 Martingale arrétée

Etant donné un (F,)-temps d’arrét T et une suite X = (X, )ps0, la suite X7 =
(X7an)n>0 s’appelle la suite arrétée.

Proposition 3.34 Soit T' un (F,)-temps d’arrét.

(1) Soit (X,)n>0 une suite (F,)-adaptée. Alors XT = (Xppn)n>o est encore une suite
(Fn)-adaptée.

(2) Soit (Hy,)n>o une suite (F,)-prévisible. Alors H' = (Hppn)n>0 est encore une suite
prévisible.

Démonstration : 1) Pour B € B(R) on a
{XI'eB} = {Xrm€B}

= (U{XPGB,T:p}>U{XneB,Tszrl}e]:n

p=0

puisque, pour 0 < p <n, {X, € B} € F, C F,, {T:p} € F, C Fo, {X, € B} € F,
{T'>n+1} ={T <n}° e F,.

2) Pour B € B(R) on a
(H], €8} = {Hinen € B)

= (U{HpeB,sz}> U{H,s1€ BT>n+1}€F,

p=0

puisque, pour 0 < p <n, {H, € B} € F,.1 C F, {T =p} € F, C Fp, {Hns1 € B} €
Fo, {T>n+1} ={T <n}ce F,. d
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Définition 3.35 (Martingale arrétée) Si (X, ),>o est une (F,)-martingale et T' est un
(Fn)-temps d’arrét. On appelle martingale arrétée la suite (X,:LF)WO avec X' = X,
On introduit des notions analogues pour les sous-martingales ou sur-martingales.

En fait, on montre qu'une (sur/sous)-martingale arrétée est une (sur/sous)-martingale.

Proposition 3.36 (Martingale arrétée) Si T est un (F,)-temps d’arrét et (X,)n>0 une
(Fn)-martingale, sur ou sous-martingale. Alors X1 = (XTAn)n>0 est une (F,,)-martingale,
sur ou sous-martingale. La (sous/sur)-martingale arrétée est donc une (sous/sur)-martingale !

Démonstration : On a vu en (3.1) que la suite (H,),>o donnée par H, = 1{r>,} est
(Fn)-prévisible. Des lors, d’apres la Prop. 3.32, on a :

n nA\T
(H-X)n=> Lgsy(Xp = Xpm1) = Y (X = Xpo1) = Xgpn — Xo, >0,
k=1 k=1

est une (JF,)-martingale, sur ou sous-martingale selon ce qu’est X, ce qui établit le ré-
sultat puisque la somme de martingale, sur ou sous-martingales est de méme nature. [J

Le théoreme d’arrét consiste a généraliser la propriété de martingale (ou de sur/sous
martingale) a des dates m < n données par des temps d’arrét S < T, cf. Prop. 3.26.
On commence par une version faible de cette propriété sur la constance (ou crois-
sance/décroissance) des suites d’espérance, cf. Prop. 3.27. D’abord, on donne une pre-
miere forme du théoreme d’arrét pour des temps d’arrét bornés :

Théoréme 3.37 Soit (X,,),>0 une sous-martingale et T' un temps d’arrét tel que T < k
ps pour un k € N donné (ie. T est borné). Alors Xp € L' et

E[Xo] < E[X7] < E[X}]. (3.8)

De plus,
— il y a égalité dans (3.8) si (X,)n>o0 est une martingale ;
— Pour une sur-martingale, (3.8) est valable avec des bornes inversées.

Exemple 3.38 (Contre-exemple au Th. 3.37) Soit (.5,),>0 la marche aléatoire simple :
S, = > X; avec X; id de loi de Rademacher P(X; = 1) = P(X; = —1) = % et
So = 0. Il s’agit d’une martingale pour la filtration des F,, = o(X1,..., X,), n > 1.

On note T = inf (n >0:95,= —1). 11 s’agit d’'un temps d’arrét par 2) dans Exemple 3.9.
Alors E[Sy] =0 > —1 = E[S7]. On note que T" n’est pas borné puisque

{Tzn}D{Xlzl,ngl,,anl}

et donc .
P(T 2n) 2P, =1, X, =1,..., X, = 1) = o—.

Ainsi la premiere inégalité dans le Th. 3.37 n’est pas automatique si T' n’est pas bornée.
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Démonstration : On considere d’abord X = (X,,),>¢ une sous-martingale. Comme 0 <
T <k, onaXp= Zf:o X;1ir—;y et il vient d’abord X7 € L' puisque | Xp| < Zf:o | X5 |-

Par la Prop. 3.36, (X1an)n>0 est une sous-martingale. Ainsi comme 0 < 7' < k ps, en
utilisant la croissance des espérances pour la sous-martingale arrétée X7 (Prop. 3.27),
on a :

E[Xo] = E[Xrno] < E[X7ar] = E[X7]

ce qui prouve la premieére inégalité de (3.8). Pour prouver la deuxiéme inégalité de (3.8),
la propriété de sous-martingale donne pour tout 0 < i < k : X; < E[X|F;] ps et comme
{T'=i}eF:

E[Xilir—y] < E[E[Xu|Fi]lr—y] = E[Xilir—y],

et donc

E[X7] = E[ZXTI{T_Z-}} — Y E[X1p—y] < Y E[Xilypy] = E[X,.

i=0 i=0
Si (X,)n>0 est une sur-martingale on applique le résultat (3.8) a la sous-martingale
(—Xn)n>0 pour avoir E[X,] > E[X7] > E[Xj].

Si (X,)n>0 est une martingale, on a (3.8) pour (X,,)n>0 et pour (—X,,),>0, ce qui donne
I’égalité. d

Théoreme 3.39 Soit (X,,),>0 une sous-martingale et T' un temps d’arrét. Sous chacune
des conditions suivantes, on a Xy € L' et

E[Xo] < E[X7]. (3.9)

(1) T est borné (ie. il existe C > 0 tel que T' < C ps);

(2) la suite X est bornée (il existe K > 0 tel que |X,,| < K Vn ps) et T est fini ps;
(3) E[T] < +o0 et il existe K > 0 tel que | X1 — Xin| < K ps pour tout n > 0.

De plus, si (X,)n>0 une martingale, sous (1), (2) ou (3), on a l’égalité dans (3.9) :

E[X7] = E[Xo).

Enfin si (X,)n>0 est une sur-martingale, on a B[ X,] > E[X7] sous (1), (2), (3) ou encore
sous

(4) X >0 et T est fini ps.

Démonstration : On suppose d’abord que (X,,),>¢ est une sous-martingale.

1) découle du Th. 3.37 appliqué a la sous-martingale (X,,),>0. On peut noter qu’on
n’utilise que la partie facile du Th. 3.37 qui se réduit a : la sous-martingale arrétee est
une sous-martingale (Prop. 3.36) donc d’espérances croissantes.



Chapitre 3. (©)JCB — M1math — Université de Rennes 53

2) Comme T A n est un temps d’arrét borné, la partie 1) s’applique avec T'A n et donne
E[X7an] > E[Xo). (3.10)

Quand n — +00, on a Xy, — X7 ps (car T' < +00 ps) et sous 2)

+00 +00
Xorr = Z Xoarlir—iy = Z Xonilir=iy
=0 i—0

+oo +oo
et [Xouar| < Z | XpnilLir=iy < ZKl{T:z‘} < K.
i=1 i=1

Comme Xpn, nobee, X7, on a aussi | X7| < K. On a donc X € L'. Puis le théoréme

de convergence dominée s’applique pour donner (3.9) a partir de (3.10) :
EX7] = lim E[X7rn,] > E[Xo).
n—-+oo

3) Par 1), on a toujours (3.10) pour T A n avec lim,, oo X7prn = X7 ps (T < +00 ps).
Sous 3), on peut écrire
TAn

Xr = Xo+ Y (Xip— Xi1)
k=1

TAn
et |X7| < [Xol+ D |[Xp—Xpoa| < [Xo| + KT € L
k=1
car E[T] < +o00. Le théoreme de convergence dominée s’applique alors

E[Xr] = HEIEOOE[XT/W] > E[Xo),

ce qui assure (3.9). De plus, on a méme
E[|Xrl] = lim E[|Xral] < E[|Xol] + KE[T] < +o0

soit Xp € L'.

Enfin, si (X,,)n>0 est une martingale alors par le Th. 3.37, il y a égalité dans (3.10) et
les passages a la limite précédents dans 2), 3) les préservent. Puis comme en particulier,
X est une sous-martingale, on a toujours X € L! par le cas sous-martingale.

Puis, si (X,,)n>0 est une sur-martingale, on peut appliquer 1), 2), 3) a la sous-martingale
(— X, )n>0 pour obtenir E[X7] < E[X(] (noter que les hypotheses de 1), 2), 3) sont insen-
sibles aux changements de signe). Enfin, sous 4), partant de E[X74,] < E[X,] pour la sur-
martingale arrétée (X)), >o (avec T'An di & 1), comme on a encore lim,, oo X7rn = X7
(T' < 400 ps), le lemme de Fatou donne

E[X;] = E[ lim XTM} - E[hm inf XTM]

n—+400 n—-+4o0o

< liminf]E[XTAn] < E[X]
n—+oo

en particulier comme X7 > 0, on a aussi X7y € L' puisque E[X,] < +o0. Il
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3.6 Décomposition de Doob

Théoréme 3.40 (Décomposition de Doob) Toute (F,)-sous-martingale (X,)n>0 se dé-
compose de facon (presque stirement) unique sous la forme

X, =M, + A, (3.11)
ot (My)n>0 est une (F,)-martingale et (A,)n>o0 est une suite croissante (F,,)-prévisible

avec Ay = 0 et donnée par

n

> (B[Xk | Fior] — Xia). (3.12)

k=1

Ay

Démonstration : Existence. Pour avoir la décomposition (3.11), on doit nécessairement
avoir

E[X,|Foi1] = E[M,|Fo1] +E[A, |Foi]

= Mnfl + An
- Xn—l - An—l + Anv

car (M,,),>1 est une martingale et A,, est F,,_;-mesurable. On pose donc

A, — A, = E[X,|F] — X (3.13)
M, = X, - Arm
ce qui définit les deux suites (M,,),>0 et (Ay)n>0 en prenant en plus Ag = 0 et My = X.

Il s’agit de vérifier que pour ce choix, (M, ),>o est bien une martingale et (A,),>0 est
croissante, prévisible, la décomposition (3.11) étant satisfaite par construction.

Comme (X,,),>1 est une sous-martingale, (3.13) assure
Ay — Ay =E[X, | Fosi] — Xm0 >0, (3.14)

et A, = (A, — A,_1) + A,_1 est bien F,,_;-mesurable pour tout n > 0 par récurrence
puisque A,, — A, lest par (3.14). On note que A,, € L' pour tout n > 1 puisque

E[|An, — Apoa|] = E[|E[X,, [ Fact] = Xooa|] S E[IXa]] + E[[Xn1]] < +oc.

Pour montrer que (M,),>¢ est une martingale, on observe d’abord que M, = X, — A,
est F,-mesurable puis M, € L' car X,, € L' ((X,,),>0 sous-martingale) et A, € L'
Pour la propriété de martingale (3.3), on utilise (3.13) et la F,,_1-mesurabilité de A, :

E[M,|Fo1] = E[X,— A, |Foi]
= E[X,|F.1] —E[A, |Foi]
= (A, — 4,1+ X,00) — 4,
= Xo1—Ap1=M, ;.
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L’unicité est assurée par le raisonnement par condition nécessaire en début de démons-
tration. On peut aussi la vérifier directement en supposant qu’on a deux décompositions

X, =M, + A, =M + A,

avec (My)n>0, (An)nso et (M) )n>0, (Al )n>o vérifiant les hypotheses du Th. 3.40. Alors
U,=A,— A, =M, — M/ définit une suite constante puisque

Un—l = Mn—l — MTlLfl = E[Mn — M7/1 ‘Fn—l] ((Mn)nzo, <M1,1>TLZO martingales)
E[A, — Al |Foo1] = Ay — A, = U, (An, Al sont F,_;-mesurables).

Comme Uy = 0, on a U, = 0 pour tout n > 0 et il vient A, = A/ et M, = M), pour
tout n > 0 presque strement. ]

Remarque 3.41 La décomposition (3.11) est vraie pour toute suite (X,,),>; adaptée et
L' avec (M,),>o martingale et (A,),>o prévisible partant de Ay = 0. En fait (X,,)n>0
est une sous-martingale si et seulement si (A, ),>0 est croissante, cf. (3.14).

Soit (X, )n>0 une martingale de carré intégrable et nulle en 0. Comme (X?2),>0 est une
sous-martingale (Prop. 3.29), le Th. 3.40 donne la décomposition de Doob (3.11) sui-
vante :

X2=M,+A,, n>0, (3.15)

ou M = (M,),>o est une martingale et A = (A,,)n>0 est une suite prévisible croissante.

Définition 3.42 (Compensateur) On note (X, X) le processus A croissant prévisible dans

la décomposition de Doob (3.15) de X?* et on 'appelle le compensateur de la martingale
X e L2

Dans ce cas, 'expression (3.12) se réécrit :

n

(X, X)o = D (B[X}|Fia] - X3 )

= D E[(Xk— Xim1)? |Fic], (3.16)

ou la formulation (3.16) vient du lemme suivant :

Lemme 3.43 (Formule de la variance conditionnelle) Soit (X,,),>1 une martingale telle
que E[X?] < +oo pour tout n > 1. Alors pour n >k, on a

E[(X, — X))* |F] = E[X} | F] — X5
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Démonstration : Pour n > k, on a :
E[(X, — Xp)*|F:] = E[X?—2X, X + X[ |Fi]
= E[X?|F] - 2X:E[X, | F] + X7
= E[X; |7 - X
O

Dans l'expression (3.16), (X, X), apparait comme la variance jusqu'a la date n et
(X, X)oo (qui par croissance existe toujours quitte a avoir +00) est la variance totale de
toute la suite (X,,)n>0-

Le comportement L? d’une martingale (X,,),>o de carré intégrable peut se lire sur son
compensateur :

Proposition 3.44 (Martingale bornée dans L? et compensateur) Soit (X,,),>0 une mar-
tingale carré intégrable. Alors elle est bornée dans L? si et seulement si son compensateur

vérifie E[(X, X)] < +00.
Démonstration : Comme (X2 — (X, X >”))n>o est une martingale, la propriété de mar-
tingale donne E[X2 — (X, X),] = E[X? — (X, X)] = E[X3, c’est & dire
E[(X, X).] = E[X;] - E[X{],
pour tout n > 0. Comme (X, X) est une suite croissante, le théoreme de convergence

monotone donne alors

E[(X, X)oo] = lim E[(X,X),] = supE[(X, X),] = <supE[X§]> — E[X2,

n—>+00 n>0 n>0

prouvant 1’équivalence. O

Proposition 3.45 Soit (X,,)n,>0 une martingale de carré intégrable, nulle en 0 et T un
temps d’arrét. Alors

(XT,XT) = (X, X)" ps
te. le crochet de la martingale arrétée est le crochet arrété de la martingale.

Démonstration : Par la Prop. 3.36, (X7)? = MT + (X, X)T est une sous-martingale,
M7 est une martingale, et, par la Prop. 3.34, (X, X)T est une suite croissante et

prévisible. L’unicité (presque siire) de la décomposition de Doob (3.15) de X7 exige
(XT,XT) = (X, X) ps. 0

Exemple 3.46 (Somme de variables aléatoires 7id) Soit (X,,),>1 une suite de variables
aléatoires iid centrées, de carrés intégrables avec Var(X;) = o2 Alors S, = > ,_; Xj,

n > 1, (avec Sy = 0) est une martingale L? de compensateur (S, S), = no? :

En effet, d’apres (3.16), en utilisant Xy 1L Fj1 = o(X1, Xo,..., Xk_1), on a

(S, S)n =Y E[(Sk — Sem1)? |Fact] = Y _E[X}|Fct] = D> E[X]] = no®.

k=1 k=1



Chapitre 4

Convergences de martingales

Dans ce chapitre, on étudie les limites de martingales. On commence par les outils
clef que sont les inégalités pour martingales en Section 4.1. On donne ensuite des ré-
sultats de convergence presque siire en Section 4.2 puis en norme L' en Section 4.4 et
en norme LP en Section 4.5. On donne ensuite en Section 4.7 un résultat fondamental
(théoreme d’arrét) qui généralise la propriété de martingale aux dates données par des
temps d’arrét.

Dans la suite, on considere un espace de probabilité filtré (2, F, (F,)n>0, P). Par
défaut, les (sur/sous)-martingales et temps d’arrét sont par rapport a cette filtration

(Fn)nz0-

4.1 Inégalités de martingales

Les inégalités de martingales sont dues a Doob!. Essentiellement, elles donnent une
bornes pour le sup d'une martingale sur [0, n] par sa valeur en n, cf. (4.1)-(4.5), (4.11),
(4.15). Etant donné une suite (X,,),>0, on note X,, = maxo<g<n, X.

4.1.1 Inégalité maximale de Doob

Théoréme 4.1 (Inégalité maximale de Doob)

(1) Soit (X,)n>0 une sous-martingale et x > 0. Alors

E[X,1,~ +
< [Xolix,50)) < EX,] _ IE[IXnI]‘

P(X, > 4.1
(%, 2 0) < 2k 5] ¢ B )
(2) Soit (X,)n>0 une sur-martingale, et x > 0. Alors
— E[| X E[| X,
P(Xn > JZ) < [ Xoll + E[ nH (4.2)

X

1. Joseph Leo Doob (1910-2004) probabiliste américain.

o7
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(3) Soit (X,)n>0 une sur-martingale positive, et x > 0. Alors

P(X, > ) < E[fo]. (4.3)

(4) Soit (X,)n>0 une martingale, sous-martingale ou sur-martingale, et x > 0, on a

P( max | X,| > ) < SUXoll £ ZEIX] (4.4)

0<k<n T

(5) Pour une martingale (X,,)n>0, on peut améliorer (4.4) en :

E[|1X]
P( max | Xy >z) < , x>0. (4.5)
T

0<k<n

Démonstration : 1) Les deux inégalités de droite dans (4.1) sont immédiates. Pour celle
de gauche, on note A = {Xn > x} et on pose S:inf(k; >0: X, > x) et T =S5 An.
Comme T < n, le Th. 3.37 assure E[X7] < E[X,], ou encore

E[X;14] + E[X714] = E[X7] < E[X,)] = E[X,14] + E[X,14c]. (4.6)

Sur I’événement A€ = {Yn < :)3}, onasS >netdoncT =net X =X, Il vient
E[X,14c] = E[X71 4] et (4.6) se rééerit E[Xr14] < E[X,14]. De plus, sur I’évenement
A,ona S <ndoncT =S et par définition de S : X7 = Xg > x. Finalement, il vient

tP(A) = Elz14] <E[X714] <E[X,14],

ce qui prouve (4.1) puisque x > 0.
2) et 3) On adapte la preuve de 1) ci-dessus au cas d'une sur-martingale X. Pour 7" < n,
le Th. 3.37 assure E[X7] < E[X,], soit

E[X714] + E[X7r14c] = E[X7] < E[X]. (4.7)
Comme précédemment, on a E[X714c] = E[X,14¢] et E[X714] > 2P(A) et (4.7) donne

E[| Xo|] + E[|Xn|] en général, d’ott (4.2),

1P(A) < E[Xo] — E[X,14] < { E[X,] si X, >0, dou (4.3).

4) Comme {maxy<, | X;| >} C {max<, Xy > x} U{maxy<,(—Xx) >z}, on a

P( max |X;| > z) < P( max Xj, > z) + P( max (—X}) > z) (4.8)

0<k<n 0<k<n 0<k<n

et (Xn)n>0, (—X5n)n>0 sont des sous-martingales et sur-martingales (ou l'inverse) et on
majore chaque terme de (4.8) par (4.1) et (4.2) pour avoir la conclusion (4.4).

5) Lorsque (X,)n>0 est une martingale, on peut appliquer (4.1) a la sous-martingale
positive (| X,|)n>0 et avoir (4.5). O
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Corollaire 4.2 (Inégalité maximale de Kolmogorov) Soit (X,,),>1 des variables aléatoi-
res indépendantes centrées et de variances finies. On pose S, = X1 + -+ X,,. Alors
pour x >0, on a :

IP’( max |Si| > :c) < Yar(Sn) (4.9)

1<k<n 2

Démonstration : Dans ’Exemple 3.20, on a vu que que (5,,),>1 est une martingale pour
la filtration canonique engendrée par la suite (X,,),>1. Par le Corollaire 3.30, Y, = 52,
n > 1, définit une sous-martingale a laquelle on applique I'inégalité maximale de Doob
(4.1) avec u = z* (Th. 4.1). On obtient alors 'inégalité maximale de Kolmogorov (4.9)
puisque E[S?] = Var(S,,). O

Remarque 4.3 (Comparaison avec Tchebychev) Dans le contexte du Corollaire 4.2, I'in-
égalité de Tchebychev donne pour tout 1 < k <n:

< Var(Sk) < Var(S,)

P(|Sk| > z)

22 22

car Var(S,) = S8 E[X?] < 32", E[X?] = Var(S,,). On a donc

max P(|Sk| > z) < Var(Sn)‘

1<k<n 2

(4.10)

Comme

s P 2 ) < P15 2 01) = P(jmpx 19 2 ).

l'inégalité (4.9) est meilleure que (4.10).

4.1.2 Inégalité de moments de Doob

Théoréme 4.4 (Inégalité de moments pour sous-martingale) Soit (X,,),>¢ une sous-martingale
avec Xog > 0. Alors pour p > 1, on a

E[X"] < <])L1)pE[(X;)P] (4.11)
Démonstration : Comme X, > 0, on note que X,, > 0 pour chaque n > 0. Si E[Yﬂ =0,
alors (4.11) est immédiate, on suppose donc E[Yﬁ > ( et par convergence monotone,
pour M assez grand, on a E[(X, A M)?] > 0. On a donc 0 < E[(X,, A M)?] < M.
On utilise l'inégalité maximale de Doob (4.1) (Th. 4.1) avec des variables aléatoires
tronquées au niveau M > 0 :

E[(X,AM)] = E

XnAM M
/ prPldr| =E [/ 1{x§yn}px”_1 dx
0 0
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M
= / pa?"'P(X,, > z) dz (Fubini-Tonelli)
0

M
< / prP! (x_lE[X:[l{ynM}]) dx (Th. 4.1-1)
; >

X AM
= pE | X}’ / a2 d:r;] (Fubini-Tonelli)
0
_ _»b +(Y p-1
— p_l]E[Xn (X AM)"]
p ~ p1(p—1)/p +\p11/pP ..
< (p—_ 1>E[(Xn A M) P PR[(XHP]YP (Holder),

En simplifiant la borne précédente, il vient
S p
E[(Xu A MY < (=) E[(X)7].
p —
Noter que pour simplifier la borne comme ci-dessus, il est nécessaire que E[(Yn ANM )p]

soit fini et non nul, d’ou 'importance de tronquer par M, assez grand. Finalement, on
obtient (4.11) en faisant M — +oo avec le théoréme de convergence monotone. U

Remarque 4.5 Attention, I'inégalité maximale L” (Th. 4.4) est fausse pour p = 1 méme
avec une autre constante.

Pour des martingales, on spécialise le Th. 4.4 comme suit :

Corollaire 4.6 (Inégalité de moments pour martingale)

(1) Pour une martingale (X,)n>0, 0N @ :

SHER -
E[(max 1X4)'] < (527) EIX.P) (4.12)
(2) Pour une martingale (X,,)n>0 nulle en 0 (donc centrée) de carré intégrable, on a :
2 2
E[(lr&eg(n\XkD ] < AE[(X, X)2] (4.13)
E|(sup|X,))°] < 4E[(X.X)u] (4.14)

Démonstration : On considére une martingale (X,,),>o.

1) s’obtient directement en appliquant le Th. 4.4 & la sous-martingale Y,, = | X,,|, n > 0.

2) est une spécialisation de 1) lorsque p = 2. Dans ce cas, on utilise que X? — (X, X) est

une martingale centrée pour avoir E[X?2 — (X, X),] = 0, soit E[X?2] = E[(X, X),], ce qui

assure (4.13) en I'injectant dans (4.12). Pour (4.14), on utilise la convergence monotone
E[(sup |Xn|)2] — lim E[( max |Xk|)2] < lim 4E[(X, X)2] = 4E[(X, X)s].

n>1 n——+00 1<k<n n—-+00
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4.1.3 Nombre de montées

Une sous-martingale (X,,),>1 a une tendance a croitre comme l'indique la croissance
de l'espérance E[X,,] < E[X,,11], n > 0. Cette croissance peut étre controlée par 1'inéga-
lité sur le nombre de montées a travers un intervalle [a, b] ot a < b, cf. Th. 4.8.

Pour présenter cette inégalité, on pose Ny = 0 et on définit les variables aléatoires
Ny, k> 1, a valeurs dans NU {+o0} :

lemin(n21:Xn§a), Ngzmin(nZNl :Xan),
et par récurrence pour k > 2 :
Nop_1 = min (n > Nop_o: X, < a), Ny, = min (n > Nop_1: X, > b),
avec la convention inf ) = +00. On a
Ni < Nog< -+ < Ngp_g < Nop_1 < Noj, < -+
et Ny > k ps.
Lemme 4.7 Les variables aléatoires Ny, k > 1, sont des temps d’arrét.

Démonstration : D’abord

n

(M <n}=|J{Xk<a}eF,
k=1
puisque { Xy < a} € Fp C F, pour 0 < k < n. Puis
n—1
{No=n} = [J{Mi=jtn{N=n}
j=1

n—1 n—1
= U({lej}ﬂ ﬂ{Xk<b}ﬂ{Xn2b}>€}"n
i=1 h=j+1
puisque {N; = j} € F; C F,pour 1 < j <n—1et {Xy < b} € F, C F, pour

j+1<k<n-—1et{X, >b} € F,. Ensuite par récurrence sur k :

{Noyp—y =n} = U{NQk—Q = Jj}N{Nop1 =n}
_ U ({N%2 = j}n nﬁl (X, > a}N{X, < a}) € Fn

puisque {Noy_o = j} € F; C F, pour 1 < j < n — 1 (hypothese de récurrence) et
{Xy>ateFyCc Fopour j+1<k<n-—1et{X, <a} € F,. Etenfin, de méme :

{Nyy =n} = U{N2kl =j} N {Nox = n}
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= ’U ({NQk—lzj}m h {Xk<b}m{Xan}> S

k=j+1

puisque {Ny,—1 = j} € F; C F, pour 1 < j < n — 1 (hypothese de récurrence) et
{Xp<bleF, C Fypour j+1<k<n-—1et{X,>b}eF,. O

Comme
)(]\7%_1 S a et XNzk Z b,

entre les dates Nog_1 et Ny, (X,)n>1 monte d’au dessous de a a au dessus de b (exacte-
ment une fois). Notons U, ([a, b]) le nombre de telles montées le long de I'intervalle [a, 0]
de la suite (X,,)n>1 jusqu’a la date n, c’est a dire

Un([a,b]) = sup (k € N: Ny, < n).

Comme U, ([a, b]) est le nombre de montées de X, ..., X, le long de [a,b], on a immé-
diatement U, ([a,b]) < [n/2]. En observant que Nox < n < Noy,o signifie qu'il y a eu
exactement k montées réalisées jusqu'a la date n, on peut écrire

[n/2]
Un([av b]) = Z k 1{N2kSn<N2k+2}'

k=1

Ainsi chaque U, ([a, b]) est positive, bornée par [n/2] et donc intégrable. La suite (U, ([a, b]))n>1
est croissante. Le nombre de montées d’une sous-martingale est controlé (en moyenne)
par l'inégalité suivante due a Doob :

Théoréme 4.8 (Nombre de montées) Soit (X,,),>0 une sous-martingale. Alors pour tout

a<b,ona:

E[(Xn —a)7]
b—a

Remarque : Le Th. 4.8 s’applique pour une suite finie (Xj)k—o,. » qui forme une mar-

tingale : E[Xy41 |Fi] = Xi pour tout 0 < k < n.

E[U,(la,b])] < (4.15)

Comme les N, k > 1, sont des temps d’arrét, on a
{Noky1 <J < Nowgo} = { N1 <=1} N {Nopyo < j — 1} € Fjy,

de sorte que

Y, =

{1 sipour un k € N, on a Noi, < j < Nopyq
J

0 sinon, ie. pour un k, on a Nopiq < J < Nopio,

7 > 1, définit une suite prévisible.
— OnaYy=1car 0= Ny <1< N; correspond a k =0;
— On a Yy = 1yn>2p = Lix,5a) car Ny > 2 exige d’avoir encore k = 0 dans la
définition de Y5;
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— Pour j > 2, 0on aY; =1 si et seulement si X; est dans une descente (de b vers
a) de la suite (X,),>0. Il y a 2 possibilités pour que X; soit dans une phase de
descente :

— soit X, est dans une descente qui n’est pas finie (Y;_; =1, X,_1 > a);
— soit X;_; est dans une montée qui termine (Y;_; =0, X;_1 > b).
On a donc aussi

Y =1y, =0.x;, 1 >b}u{y;1=1,X,_1>a}

et on retrouve (par récurrence) que Y; est o(Xj, ..., X;_1)-mesurable, et donc la
suite (Y;);>1 est prévisible.
On a alors :
Lemme 4.9 Pour toute suite finie X1, Xo,...,X,, on a
> Yi(Xi = Xi) < (a—b)U([a, b)) + (X, — a)T (4.16)
k=2

Démonstration :[Lemme 4.9]

Cas 1: U,([a,b]) =0, ie. il n’y a aucune montée jusqu’a la date n, donc Ny > n.

(a) Si Ny =lalorspour k =2,...,n: Ny =1<k<n< NyetY,=0et (4.16) est
immédiate car son membre de gauche se réduit a 0.

(b) Sil< Ny <nalorspour2 <k <N :Nyg=0<1<k<N;etY,=1,et pour
Ni<k<n: N <k<n<NyetY,=0.0nadonc:

Y Vi(Xp = X)) =Xy, - X1 < Xy, —a <0< (X, —a)t
k=2
puisque Xy, <a < X; (N; > 1) et (4.16) est vraie.
(¢c) SiNy >nalorspour2<k<n:Ny=0<2<k<n<NjetY,=1. Onadonc:

Y ViXp - X)) =X, - X1 <X, —a< (X, —a)".

k=2

Cas 2 : U,([a,b]) > 0, ie. il y a au moins 1 montée avant la date n donc en particulier
Ny < Ny <n.
Pour Ny =0<1<k<Nj,onaY,=1, et pour Ny < k< Ny, onaY,=0.Ainsi
<0
n A n
> Vi(Xp— X)) = (X = X))+ Y Yi(Xy — Xpmy)

k=2 k=Ny+1
< Z Yie(Xp — Xi—1), (4.17)
k=N>+1
car soit Ny =1 et Xy, — X7 =0, s0it Ny >1et Xy, <a<Xj.

Il y a maintenant deux sous-cas complémentaires a considérer dans (4.17) selon que
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(a) soit la date n correspond a une phase de montée : pour un ¢ € N, on a Ny <n <
NQ@+2 et Un([a, b]) = g,

(b) soit la date n correspond & une phase de descente : pour un ¢’ € N, on a Noy < n <
N2£1+1 et Un([a,b]) =/.

Dans le sous-cas (a) (phase de montée), on a

n Y =0 pour les termes résiduels kE]N2[+1,n]

~~
Z Yk<Xk - kal) = (XN3 - XNQ) +oeet (XN22+1 - XNQZ) + 0
k=N>+1
< (a=b)f=(a—b)Un(la,b])
car Xn,.,, — Xn,, < a—0bpour chaque s =1,...,0 et (4.16) suit dans ce sous-cas.

Dans le sous-cas (b) (phase de descente), on a

n

Z Yi( Xk — Xi—1)

k‘:Ng—‘rl
Yi=1 pour les termes résiduels kG}NQZ/JL]

———

= (XN3 - XN2) + T + (XN24/,1 - XNQ[/,Q) + (XTL - XNQZI)

= (XNS - XN2) +-t (XN25/71 - XNQ@'72>J+£G B XNze’z—i_(Xn N a)

<(¢—1)(a-b) <a-b
< (a—b)l' + (X, —a)
< (a—=b)Un([a,b]) + (X —a)"
car de nouveau Xy, ,, — Xn,, < a — b pour chaque s = 1,...,0' — 1, Uy,(a,b) = (' et

a < b. La conclusion (4.16) suit encore dans ce sous-cas, ce qui prouve le Lemme 4.9. [J

Démonstration :[Th. 4.8] Comme (X,,),>1 est une sous-martingale et comme on a vu
que Y} est Fr_i-mesurable positive, on a

E[Yi( X — X5o1)] = E[E[Yi(Xy — Xjo1) | Fii]]
= E[YkQE[Xk — Xy |]'-k—1ﬂ >0,

>0

par la propriété de sous-martingale et parce que Y, > 0. Avec le Lemme 4.9, on a donc

0<E

> Vi(Xi - X,”)] < (a = b)E[Un(la, b])] + E[(X,, —a)"],

d’ott il suit (b — a)E[Uy([a,b])] < E[(X, —a)*] et donc (4.15) puisque a < b. O
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4.2 Convergence presque sire de martingales

Théoréme 4.10 (Convergence ps de sous-martingale) Soit (X,,),>0 une sous-martingale
telle que sup,>o E[X;[] < +o00. Alors quand n — +00, (X,)n>0 converge ps vers une li-
mite X € L'.

Remarque 4.11 Comme on I'a vu en Remarque 3.28, les sous-martingales sont des ana-
logues aléatoires de suites croissantes et le résultat précédent généralise a ces objets le
résultat bien connu pour les suites majorées qui convergent !

Lemme 4.12 Une suite (1,,),>1 converge dans R si et seulement si pour tout rationnels
a < b, le nombre de montées de (x,),>1 le long de [a,b] vérifie Us([a,b],z) < 4o0.

Démonstration : On a (x,),> diverge si et seulement si liminf,,_, o , < limsup,,_, .,
c’est a dire §’il existe a < b rationnels tels que

liminfz, <a <b<limsupx,.
n—+00 n—+oo

Cela a lieu si et seulement si Uy ([a,b], z) = +o0. O

Démonstration : Soit (X,,),>o une suite de variables aléatoires. D’apres le Lemme 4.12,
(Xn)n>0 converge vers une limite (finie ou pas) si et seulement si Uy ([a, b]) < +00. Pour
voir cela, on utilise le Th. 4.8 sur le nombre de montées.

Soit a < b. Comme le nombre de montées U, ([a, b]) le long de [a, b] est une suite crois-
sante, on note U ([a, b]) := lim,_, . Uy, ([a, b]) pour le nombre total de montées le long

de [a, b]. Avec le théoreme de convergence monotone, I'inégalité sur le nombre de montées
(Th. 4.8) donne

E[Ux([a,b])] = lim E[U,([a,b])] = supE[U,([a,d])]
n—-+o0o n>0
|a] + sup, > E[X]]
B (b—a)
en utilisant (X, —a)t < X +|a| et 'hypotheése d’'intégrabilité. On a donc E[U([a, b])] <
+00 et Ux([a, b]) < +00 ps. Comme pour tout a < b on a

< 400

{limiann <a<b< limsuan} C {Ux([a,b]) = +oo},

n—+00 n——400

il suit que ’éveénement

U {limiann <a<b« limsuan}

n——+oo
a,bcQ n—-+00

est de probabilité nulle et donc X := lim, ., X, existe presque strement par le
Lemme 4.12. Ensuite, par le lemme de Fatou

E[X*] = ]E[ lim X;] :E[hminfxﬂ

n—-+4o0o n—-+o0o
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< liminf E[X,[] < supE[X,/] < +o0,
n—-+oo n>0
ce qui assure X < +o0o ps. Pour s’assurer aussi de X > —oo ps, on utilise X, = X;F — X
et la propriété de sous-martingale pour (X, )n>o :

E[X,] = E[X;] - E[X,] < E[X.] - E[X,].

n

Il suit alors encore par le lemme de Fatou

E[X"] = E[ lim Xn—} :E[hmian;]

n—+00 n—-+o0o
< liminfE[X,] < supE[X,'] — E[X{] < +o0.
n—4o00o n>0
On en déduit X~ < +oo et finalement |X| = X + X~ < +4oo ps et E[|X]|] =
E[XT] +E[X "] < +o0. O

Remarque 4.13 Dans la preuve, on a établi que si le nombre de montées de (X,,),>1 sur
Ja, b[ est fini pour tout a,b € Q alors la limite de X, existe ps.

Corollaire 4.14 (Convergence ps de martingale bornée dans L') Soit (X,,),>o une mar-
tingale ou sous/sur-martingale bornée dans L' (sup,soE[|X,]] < 400). Alors (X,)n>0
converge presque siurement.

Démonstration : 11 suffit de considérer le cas de (X,,),>0 sous-martingale, les autres s’en
déduisent facilement. Comme E[X;[] < E[|X,]|], on a sup,~cE[X,] < sup,~ E[|X,|] et
la condition du Th. 4.10 est satisfaite lorsque la sous-martingale est bornée dans L!,
justifiant la convergence presque sire. U

Le corollaire suivant généralise « une suite positive décroissante converge ! »

Corollaire 4.15 (Convergence ps de sur-martingale positive)
Soit (Xp)n>1 une sur-martingale positive (X,, > 0 pour tout n > 0). Alors, quand
n— +00, X, - X avec E[X] < E[Xy)].

Démonstration : On définit une sous-martingale négative en prenant Y,, = —X,,, n > 0.
On a sup,~; E[Y,f] = 0 < +o0 et (Y,,)s0 converge ps par le Th. 4.10. Comme par la
propriété de sur-martingale (E[X,])n>0 décroit on a E[X,,] < E[X,]. Le lemme de Fatou
donne alors

EX]=E[ lim X,|=E[liminfX,] <liminf E[X,] <E[X,].

n——+0o n—-+00 n——+oo

g

La convergence presque stire du Corollaire 4.15 peut ne pas étre L' comme le montre
I’exemple qui suit :
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Exemple 4.16 (Martingale qui converge ps mais pas L')

On reprend I"Exemple 3.20 de la marche aléatoire symétrique avec une suite de variables
aléatoires (X;);>1 iid de loi donnée par P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1. On considere
S, = Sp—1+ X, avec Sp = 1. On pose T = inf (n >0:5,= 0) le temps d’atteinte
de 0 de la marche et on considere Y,, = Sra,. Comme on observe que 7T est un temps
d’arrét, il vient que Y = (Y},)n>0 est une martingale (Prop. 3.36) positive (par définition
de l'arrét en T', temps d’atteinte de 0).

Par le Corollaire 4.15, on a Y,, 2y,

On doit avoir Y, = 0 : en effet, Y,, € N et la convergence vers k£ € N est impossible
puisquesiY,, = k > 0 alors Y,,;; = k+1. (Une suite entiere convergeant ne peut converger
vers un entier qu’en devenant stationnaire, ce qui n’est possible que si la marche a atteint
0 ot elle est arrétée!). Comme sur {7 = +o0}, on a |Spam41) — Sran] = |[Snt1 —Sn| = 1,
cela oblige d’avoir P(7" = +o00) = 0 et donc 7' < 400 ps.

Comme par la propriété de martingale, E[Y,,] = E[Yy] = 1, on ne peut pas avoir la
convergence L' de Y, vers Y, = 0.

4.3 Uniforme intégrabilité

La notion d’uniforme intégrabilité qu’on introduit dans cette section sera utile pour
étudier la convergence dans L' de martingales en Section 4.4. On pourra aussi consulter
[Bre-proba).

Définition 4.17 (Uniforme intégrabilité) Une suite de variables aléatoires intégrables
(Xn)n>o est dite uniformément intégrable (Ul) si

lim SupE[|Xn’1{|Xn|>c}} = 0.

c——4o00 n>0

Remarque 4.18 — La méme définition s’applique a une famille non-dénombrable de
variables aléatoires.
— Une famille de variables aléatoires avec un seul élément (intégrable) est unifor-
mément intégrable (par convergence dominée!).
— Une suite de variables aléatoires dominées par une variable aléatoire Z intégrable
est uniformément intégrable. En effet par croissance de x € Ry +— xlp,.,
‘Xn|1{\Xn\>c} S Zl{Z>c}; d’ou :

lim supE[|Xo[1(x,5¢)] < lim E[Z11z5] =0,

c——+00 n>0 +

ol la derniere limite s’obtient par convergence dominée avec Z € L.

— Une suite finie de variables aléatoires intégrables est uniformément intégrable. En
effet, une telle suite (Xj)g=1,.., est dominée par Y ,_, | Xj| intégrable.

— Si (X3)n>0 et (Yn)n>o sont deux suites de variables aléatoires avec |X,,| < |Y,|
pour tout n > 0 et (Y},),>0 uniformément intégrable alors (X,,),>0 l'est aussi.
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Proposition 4.19 Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires dans L' telle que pour
§ > 0 la suite est bornée dans L', Alors la suite (X,)n>0 est uniformément intégrable.

Démonstration : On a :

Sup E[| X, |1qx, 5] = SupE[|Xn] X 1 X 1{x,|/e51)]
n>1 n>1
| X’
< fngUX"’ X 5 X 1xen)]
< lsupIEHXn]H‘S] =0(c’) =0, c— +oo.

? n>1

Rappelons la propriété suivante d’une variable aléatoire intégrable :

Lemme 4.20 Soit X une variable aléatoire intégrable. Alors pour tout € > 0, il existe
n >0 tel que si A € F avec P(A) < n alors E[| X |14] < e.

Démonstration : Par le théoreme de convergence dominée, pour ¢ assez grand, on a
E[|X[1fx|>¢) < €/2; puis pour n < e/(2¢), on a

E[|X[14] = E[|IX[1angx|sey] + E[[X[Tangxi<a] < g +cP(A) < % +en <e.

g

Pour des variables aléatoires uniformément intégrables, on a la généralisation suivante
de ce rappel :

Proposition 4.21 (Critére d’uniforme intégrabilité) Une suite de variables aléatoires réelles
(Xn)n>o est uniformément intégrable si et seulement si

(i) Ye > 0, In > 0 tel que pour A € F avec P(A) < n on a E[|X,|14] < & pour tout
n € N.

(i1) sup, o E[|X,|] < 400 (ie. la famille est bornée dans L').

Démonstration : On suppose d’abord que (X,,),>¢ est uniformément intégrable : pour
tout £ > 0, 3¢ > 0 tel que sup,»oE[|X,|1{x, /5] < €/2. Alors pour A € F et n € N,
on a

£
E[|Xa|14] = B[ X[ Langxu>e)] + B[ Xl langixai<e] < 5 + P(A).
On obtient alors (i) avec n =¢/(2c¢) et (ii) avec A = €.
Réciproquement, on fixe € > 0 et on considere > 0 donné par (i) et M = sup,,5 E[| X, |] <

+oo par (ii). D’apres I'inégalité de Markov, pour tout ¢ > M/n, on a

EIX M

P(lX,| >c) <
(1%, > ¢) < =25 < =
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En appliquant le (i) pour chaque n > 0 avec A = {|X,,| > ¢}, on a E[|Xn’]-{\Xn\>c}] <e.
]

Proposition 4.22 Soit X € L'(F). Alors la famille (a priori non dénombrable) de va-
riables aléatoires {E[X|G] : G C F sous-tribu de F} est uniformément intégrable.

Démonstration : Pour cela, notons Zg = E[| X||G]. Comme {Zg > c} est G-mesurable,
par définition de I'espérance conditionnelle Zg = E[| X |G], on a :

E[Zg1(z5>)] = E[|X[1z55¢)]- (4.18)
Mais par I'inégalité de Markov

P(Zg > o) < el _ E[E]X] (9] _ E(X))

Puis comme X est intégrable, pour tout € > 0, le Lemme 4.20 donne l'existence de § > 0
tel que si P(A) < 6 alors E[|X|14] < e. Avec ¢ > E[|X|]/d, on a P(Zg > ¢) < § et donc
E[|X[1{z,>¢] < €. Finalement avec I'égalité (4.18), on a E[Zgliz, ] < €, c’est a dire

lim sup E [Zg]_{zg>c}] =0,

¢+ ¢ sous-tribu de F

ce qui prouve la Proposition 4.22. O

Théoréme 4.23 (Vitali) Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires intégrables. Il y
a équivalence entre

(1) (X,)n>0 converge dans L' ;

(2) (Xy,)n>0 est uniformément intégrable et (X,,)n>0 converge en probabilité.

Démonstration : (1)=-(2). D’abord, la convergence L' entraine la convergence en pro-
babilité (par I'inégalité de Markov). Elle entraine aussi que la suite (X,,),>0 est bornée

1
dans L! (point (ii) de Prop. 4.21). Ensuite pour tout € > 0, comme X, L, X, il existe
ng tel que pour n > ng, on a E[|X,, — X|] < /2 et donc

E[|X,|14] < E[|X,— X[14] +E[|X[14] < E[|X, — X|] + E[|X]14]
< g/2+E[|X]|14].

On a donc

sup E[| X, [14] < e/2 + E[|X|14].

n>ng
Avec A = Q, on déduit sup,,, E[|X,[] < +oc. Puis comme X est intégrable, par le
Lemme 4.20, il existe § > 0 tel que P(A) < § implique E[|X|14] < £/2. On a donc
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SUD,, >y E[| X0 |14] < € pour un tel A. Comme la suite finie (X, )n<n, est uniformément
intégrable, il existe aussi &' > 0 tel que P(A) < ¢’ implique E[| X%|14] < & pour k < ny.
Finalement lorsque P(A) < min(d,d’), on a sup,,~oE[|X,|14] < €. La Prop. 4.21 assure
alors que (X,,),>0 est uniformément intégrable. -

(2)=(1). Comme (X,,),>0 converge en probabilité vers X, presque stirement, on peut

extraire une sous-suite (ng)r>1 telle que X, —— X, k — +00. Le lemme de Fatou, avec
I'uniforme intégrabilité, garantit X € L' :

E[|X]|] = E[l}ir_r)ligof |Xnk’] < 1]ir_r>1i£10fIE[|XnkH < ilggEHXnH < +oo

d’apres I'uniforme intégrabilité (critere de la Prop. 4.21). Puis pour tout € > 0, on a

E[|X, = X|] < E[|Xy — X|1gx,-xi<e/n] +E[[Xn — X[1{x,-x15¢/31]
< E[|Xn = X[1gx,-xi<e/sy] +E[[XnlLgx, - xi5e/31]
FE[|X[1qx,- x|>¢/3)]
< &3+ E[Xallyxaxpsem] +E[IX [T, x5 (419)

Comme {X, X7,...,X,,,...} est uniformément intégrable, par le critere de la Prop. 4.21
il existe n > 0 tel que pour P(A) <7 :

E[|X,|14] < £/3, E[X]|14] < /3.

Puis d’apres la convergence en probabilité X, — X pour n assez grand P(| X, — X| >
£/3) < n si bien que

E[|Xn|Lx,—x>e/31] <€/3, E[|X|Lyx,—x)>e/3] < /3.

Finalement pour n assez grand, (4.19) assure E[|X,, — X|] < &, ce qui prouve le 1). O

4.4 Convergence L' et martingales fermées

La convergence L! de martingale est lie & la fermeture de martingale qu’on définit :

Définition 4.24 (Martingale fermée) Une (F,,)-martingale (X, )n>0 est dite fermée par
une variable aléatoire X € L'(F) si X, = E[X |F,] pour tout n > 0.

Théoréme 4.25 (Sous-martingales UI) Soit (X,,),>0 une sous-martingale. Alors les as-
sertions suivantes sont équivalentes :

(1) (Xn)n>o est uniformément intégrable ;
(2) (X,)n>0 converge ps et dans L' ;

L’énoncé s’applique aussi aux sur-martingales et auxr martingales.
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Démonstration : (1)=-(2). L’uniforme intégrabilité implique sup,,~, E[|X,|] < +oc. Le
théoreme de convergence presque sire des (sous-)martingales s’applique (Corollaire 4.14)
et donne la convergence presque sure. Cette convergence implique la convergence en pro-
babilité. Des lors avec le théoreme de Vitali (Th. 4.23), I'uniforme intégrabilité implique
la convergence L!.

(2)=(1). Par le théoréme de Vitali (Th. 4.23), la convergence L' implique 1'uniforme
intégrabilité. U

Pour des martingales, on peut compléter le Th. 4.25 avec la représentation des martin-
gales avec le (3) ci-dessous :

Théoréme 4.26 (Martingales UI et fermées) Pour une martingale (X,,)n>0, les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) (Xn)n>0 est uniformément intégrable ;
(2) (X,)n>0 converge presque sirement et dans L' ;

(3) (X,)n>0 est une martingale fermée, ie. il existe une variable aléatoire X € L'(F)
telle que X,, = E[X|F,] Vn > 0.

Dans ce cas, on a E[X,] = E[X] pour tout n > 0.

Démonstration : Il reste & montrer que (3) est équivalente aux deux premiers points.

1
On a (3)=(1) par la Prop. 4.22. Puis en supposant (2), c’est a dire notamment X, G
X € L', comme (X,,),>0 est une martingale, pour k > n et A € F, on a:

E[X;14] = E[X,14].

Mais limy_, o0 E[X114] = E[X14] car |E[X;14] — E[X14]| < E[|X), — X|] et donc pour
tout A € F,, :
E[X,14] = E[X14]

c'est a dire X,, = E[X |F,] par définition de l'espérance conditionnelle, on a donc
(2)=(1).

Lorsque ces conditions sont remplies, il y a convergence L! donc convergence des es-
pérances E[X,], n > 0, vers E[X]. Comme pour une martingale les espérances sont
constantes, la conclusion s’ensuit. O

Applications des convergences ps et L' de martingales

On rappelle que pour une famille de tribus (G;)ics, on note \/,.; G; := O'(UZ-GI gi).
Dans la suite, on écrit F,, /* Fo pour signifier qu'on considere une filtration (F,)n>0
avec Foo := /ey i, la tribu limite la plus grande quand n — +o0.
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Théoréme 4.27 (Continuité croissante du conditionnement) Soit F,, * F... Alors pour
X e LNF), ona

E[X|F,] 25 B[X|F], 1 — +o0,
Démonstration : En notant X, = E[X|F,] alors (X,,),>0 est une martingale fermée

donc convergente ps et dans L' vers une variable aléatoire limite Z € L! par le Th. 4.26.
Comme X, est F,,- donc F,-mesurable, Z = lim,,_, ., X,, est aussi F,,-mesurable.

Pour A € F,,, on a E[X1,4] = E[X,,14] (propriété de martingale) et E[X,,14] — E[Z14],
n — +oo, (convergence L'). Ainsi, pour tout A € F, et donc tout A € UnZO Fn,on a:

E[X14] =E[Z14]. (4.20)
Comme (F,)n>1 est une filtration, (J,,-, F, est stable par intersection (finie). Puis

est une classe monotone car
— Qe M puisque E[X] = E[Z];
— si A, B e Mavec AC Balors B\ A€M :comme 1p4=1p— 1y,
EX1pa] = E[X(1p—14)] =E[X15] - E[X14]
= E[Z15]| —E[Z14] =E[Z(1p — 14)] = E[Z1p\4l;

— si A, € Mavec A, C Apyqalors |50 An € M icomme 1y _ 4, = lim, 410014,

E[X1y,,4,) = E[X lim 1, ]= lim E[X1y4,]

n—-+o0o n—-+o0o

= = lim E[Z14,)=E[Z lim 14, =E[Z1y_ a,],

n—-4o00 n—-4o00

en utilisant (2 fois) la convergene dominée avec | X14,| < |X| € L' et [Z14,] <
|Z] e L.
le théoreme des classes monotones (Th. 0.2), assure alors que

Fo=\ Fa=o(UF) M,
n>0 n>0

et on a donc (4.20) pour tout A € F.

Mais Z est F,-mesurable car limite des X,, qui sont F,, donc F.-mesurables. Finale-
ment (4.20) assure Z = E[X|F4] et on a donc X, ety E[X|Fsx] quand n — +00. O

Le résultat suivant généralise la Prop. 2.17 et le Th. 4.27 :

Théoréme 4.28 (Convergence dominée pour ’espérance conditionnelle) On suppose X, 22,
X et |X,| < Z e L' pour tout n > 1. Alors si F,, /* Feo, 0N a

E[X, |F] 25 E[X |F], 7 — +oo.
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Démonstration : On note Wy = sup (| X, — X,»| : n,m > N). Comme on observe que
Wy <2Z, on a E[Wy| < 400 pour tout N > 1. Pour n > N, on a | X,, — X| < Wy et
avec le Th. 4.27, il vient presque sturement

limsupE[|X, — X||F,] < lim E[Wy |F,] = E[Wy | Fu]. (4.21)
n—-+0oo

n—-+o0o

Comme Wy N\, 0 ps avec Wy < 2Z € L', la Prop. 2.17 assure limy_, 1o E[Wx | Fao] = 0
ps, soit avec (4.21) : lim,_ ;o E[|X,, — X||F,] = 0 ps.
Par 'inégalité de Jensen conditionnelle, on a :

|E[X, | 7] — E[X | 5| < E[|X, — X||Fa] =50, n— +oo.

Par ailleurs toujours avec le Th. 4.27, on a E[X |F,] 2 E[X |F.], n — +oo. Finale-
ment,

IE[X, | F] — E[X |Fu]| = |E[X, | F] — E[X |Fa] + E[X | F.) — E[X | Fuo)|
< |E[X, |F] = E[X |Fa]| + |E[X | F] — E[X | Fo]| =2 0, 1 — +oo.

Pour la convergence L!, on a
— E[X|F,] = E[X|Fs] par la Prop. 4.27 et

., Lt
— comme par convergence dominée usuelle X,, — X :

E[|E[X, |F.] — E[X |F]|] <E[E[X, — X||F,]] =E[|X, — X[]] = 0,n — 400,

on a aussi E[X,, |F,] — E[X | F,] 250,
Il suit donc E[X,, |F,,] LN E[X |Fx), n — +o0. O

Comme conséquence du Th. 4.27, on a :

Théoréme 4.29 (Loi du 0/1 de Lévy) On suppose F,, /* Fuoo. Alors pour A € Fu, on a
S 1
E[14|F] 2l 14 quand n — +00.

Démonstration : Il suffit d’appliquer le Th. 4.27 avec X = 14, pour A € F,, puisque
dans ce cas E[14]|Fx] = 14. O

La loi du 0/1 de Kolmogorov concerne la tribu asymptotique d’une suite de variables
aléatoires indépendantes. On commence par rappeler pour une suite de variables aléa-
toires (X,)n>o0 :

— les tribus du futur : F™ = J(Xn,Xn+1, e ), n>0;

— la tribu asymptotique F(*) = _, F™,

Théoréme 4.30 (Loi du 0/1 de Kolmogorov) Lorsque les variables aléatoires (X,)n>0
sont indépendantes, la tribu asymptotique F(>) se réduit, aux négligeables prés, d {0,9Q},
ie. VA € F®) P(A) € {0,1}.
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Démonstration : On note 7, = 0(Xo,...,Xp) et Foo = V5o Fn- Soit A € F(o),
Pour tout n > 1, (Xp,...,X,) et 14 sont indépendantes car A € F"). On a donc
E[14] = E[14|F,] et avec le Th. 4.27 :

E[14] = lim E[14|F,] =E[14|Fx] =14 ps

n—-+o0o

en utilisant A € F) C F.. En effet, on peut écrire F = U(UpZn FE) ol FP =
o(X;:n <i<p). Comme FP C F, C Fu, OL & F ¢ F.. pour tout n > 0 et donc

F) C F.

Finalement, on a 14 = Cte ps, avec nécessairement Cte € {0,1}, c’est a dire P(A) €
{0,1}. O

4.5 Convergence [’ de martingales pour p > 1

Théoréme 4.31 (Convergence L? de martingale) Soit (X,,),>0 une sous ou sur-martin-

S 1 .
gale telle que suanOE[|Xn|p} < 400 pour p > 1. Alors X, il x quand n — +00. Si
de plus, (X,)n>o0 est une martingale alors il y a convergence vers X ps et dans LP, avec
E[X] = E[X,] pour tout n > 0.

Démonstration : Soit (X,),>o une sur- ou sous-martingale. Comme sup,,», E[|X,|] <
+00, (Xp)n>o est uniformément intégrable par la Prop. 4.19 et donc elle converge ps et
L' par le Th. 4.25.

Si de plus, (X,)n,>0 est une martingale, par l'inégalité de moments (4.12) du Corol-

laire 4.6, on a
p

p

E[ sup [X,] < (-2 E[1X,0].
0<k<n p—1

En faisant n — 400 avec le théoreme de convergence monotone, on obtient

P
E[sup]Xk\p} < <L> sup E[| X, [P] < 400, (4.22)
k>0 p—1/ n>0

c’est a dire Z := sup,,»( | X,| € LP.

Maintenant, comme |X,, — X [P < (2Z)? € L' et toujours X,, = X, le théoreme de
convergence dominée implique alors

lim E[|X, — X[P] =0.

n—-+o0o

L’égalité des espérances est due au Théoreme 4.26. U
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4.6 Martingales carré-intégrables

On rappelle qu'une martingale (X,,),>o carré-intégrable admet un compensateur
((X, X)p)n>0 (DéL. 3.42) et qu'elle est bornée dans L? si et seulement si E[(X, X)s] <
+oo (Prop. 3.44).

Convergence ps de martingale 1> et compensateur

Théoréme 4.32 (Convergence ps de martingale L? et compensateur) Soit (X,,),>0 une
martingale de carré intégrable et de compensateur (X, X).

(1) Pour presque tout w €  tel que (X, X)oo(w) < 400, lim,,_, oo X, (w) existe.

(2) Si (Xn)n>0 a des accroissements bornés, ie. il existe K < 4oo tel que |X, —
Xno1| < K ps, alors pour presque tout w tel que lim,_,, ., X, (w) eriste dans R,
on a (X, X)s(w) < +oo.

Démonstration : Sans perte de généralité, on suppose pour simplifier que Xy = 0.
1) On note A, = (X, X),. Comme (4,),>o est prévisible, Sy =inf (p > 0: A1 > k)
est un temps d’arrét : pour tout n > 0,

{Sk <n}=J{Ap1 >k} € Fo.

pn €Fp

Par la Prop. 3.34, la suite A = (Agk/\n)n>0 est prévisible et, par la Prop. 3.45, A% =
(X%, X5, Par la propriété de martingale, il vient :

E[(X%)) — Ajr] = E[(X*)5 — Ag*] =0,
soit par définition de I'arrét Sy :

E[(X52] — E[43] <k

pour tout n > 0 et donc X°* est bornée dans L?. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
X5 est aussi bornée dans L' et le Corollaire 4.14 assure la convergence presque siire.
Comme {Aw < +00} = Upso{Sk = +oo}, siw € {Ax < 400} alors il existe k(w) tel que
Sk(w)(w) = +o0 et X§k<“)(w)(w) = X,(w). Pour presque chaque tels w € {A,, < +o0},
(Xn(w))n>0 converge.

2) On raisonne par 'absurde et on suppose que

IP’(AOO = 400 et sup |X,| < +oo> > 0. (4.23)

n>0

En notant T, = inf(n > 0 : |X,| > ¢), on a {T. = +o00} = {sup,5q|Xn| < c} et par
convergence monotone

P(As = 400 et T, = +00)
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= P(Ax = +o0,sup |X,| < ¢) S P(As = +00,sup |X,| < +00).
n>0 n>0
Pour ¢ > 0 assez grand, on déduit donc de (4.23) que
P(As = +00 et T, = +00) > 0. (4.24)

D’apres le théoreme d’arrét borné (Th. 3.37) avec le temps d’arrét borné T, A n et la
martingale X? — A, on a
E[X2,,] - E[A7,0,] = 0.

Mais X7, ,,, est bornée par (c+K)? : en effet, ala date (T.An)—1 < T, on a X(pan)—1 < ¢
et comme un accroissement (de la date (7. An) — 1 a la date (T. An)) est borné par K,
on a

E[A7,nn] = E[XT, ] < (¢ + K)*.

En faisant n — 400 par le théoreme de convergence monotone, on a
E[A7] < (c+ K)?,

ce qui est en contradiction avec (4.24) et donc (4.23) car en notant B = {A. =
+oo et T, = +00}, on a

E[ATC] 2 E[ATC]-B} = E[Aoo]-B] = +00

puisque P(B) > 0 et Ay, = +o0 sur B.

Finalement, on doit avoir A, < 400 des que sup,,»q|X,| < 400, en particulier des que
(Xn)n>1 converge dans R. O

Martingale bornée dans >

Dans le cas de martingale L?, le Théoréme 4.31 s’écrit

Corollaire 4.33 (Convergence de martingale bornée dans L?) Soit (X,,),>0 une mar-
tingale bornée dans L? (ou de fagon équivalente, de compensateur (X, X) intégrable

en +o0). Alors X,, 22 X ps et dans L*. De plus, E[X,] = E[X,] = [X]

Le résultat suivant est une LGN presque stre pour les martingales. Il complete le

Th. 4.32.

Théoréme 4.34 (LGN pour martingale) Soit (X,,),>0 une (F,)-martingale de carré in-
tégrable avec Xo = 0. Alors sur {{X, X)s = +00}, on a

X
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Remarque 4.35 (Cas iid) Lorsque (X,),>1 est une suite de variables aléatoires 7id cen-
trées de carrés intégrables, on retrouve la LGN forte L*: S, =Y | Xk est une mar-
tingale L? de compensateur (S, S), = no? (ot 0 = E[X?], voir Exemple 3.46) et (4.25)
se réécrit

Sn ps
LN 0, n — +oo.
n
Démonstration : On considére la suite prévisible H = ((1+(X, X),)™") et W = H-X

donnée par Wy = 0 et
Xkl
W, = > 1.
ZH X.X), =

Comme H est bornée par 1, la Prop. 3.32 assure que W = (W,,),,>¢ définit une martin-
gale. En utilisant 'expression (3.16) du compensateur, celui de W est donné par

<W7 W>n - <VV7 W>n71 = E[(Wn - Wn 1)2’Fn 1}

X, — X
<1+(XX ) ‘f” 1]
C <)<1', Xy L = Xt
<X7X>n_ <X7X>n—1
(1+ (X, X),)?
<X>X>n_ <X>X>n—1
T (X X)) (1 (X X))
1 1
X

1+ (X, X))t 14+ (X, X),

On en déduit

(W, W) = 32 (W W = (W, W)eor) < 1= ﬁ <1 s

En passant a la limite, on a (W, W), < 1 ps et par le Th. 4.32 la martingale W converge
ps. Par le lemme de Kronecker (Lemme 4.37) avec ar, = 1 4 (X, X))y, il suit

An 250 — +
—_—— n 00
1+ (X, X), ’ ’
ou de fagon équivalente
Xn p
— 0 —
<X,X>n , n +00

g

On prouve ci-dessous les lemmes de Césaro (Lemme 4.36) et de Kronecker (Lemme 4.37)
pour la convergence de séries numériques.
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Lemme 4.36 (Césaro) Soit (uy),>1 une suite d’un espace vectoriel normé E qui converge
vers { et (ay,)n>1 une suite positive, de sommes partielles a,, = ZZ=1 a, qui tendent vers
+00. Alors on a

Démonstration : Soit € > 0 et ng > 1 tel que, pour n > ng, on a |u, — ¢| < e. Comme
Y i ) = ap, 0N a

() - o]
—Zaklluk — A+ — z": ap|ue — €]

k no+1

1 —
< —Z@kﬂuk B e

IN

Comme a"a—“o <1et lim, 0 + - Yorl allug — €] =0 (a, — 4+00), on a

n

1 n
lim su H— QL —€H <eg,
p Gn ; k S

n—-+o0o

ce qui permet de conclure puisque € > 0 est arbitraire :

1 & 1 &
Oﬁlimian— E Oznuk—éH §limsupH— E anuk—ﬁH =0,
G, Qp,
k=1 k=1

n—+-00 n—+o0o

soit

lim
n——+o00

1 n
— 5 anuk—EH = 0.
an

k=1

4

Lemme 4.37 (Kronecker) Soit (x,),>1 une suite dans un espace vectoriel normé et
(an)n>1 une suite croissante strictement positive convergeant vers +oo. Si la série Z:g In

- n
converge alors

lim E x, = 0.
n—-+4oo an

k

ne1 2. En écrivant xp/ar = Sk — Sk_1, on a par une

Démonstration : On note Sy = >
transformation d’Abel :

f
L

Zﬂl?k = Z ar(Sk — Sk—1) = Y (ar — ar11)Sk + anSh,

k=1 1

f
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avec Sy = 0 par convention et donc

n n—1
1

— N =5,y BTG (4.26)

a a
" k=1 k=1 n

Comme Sj, converge vers S, le Lemme 4.36 (Césaro) avec ay, = ay — ax_1 > 0 de somme
partielle a,, — 400 assure

n—1
SO 5 o,
k=1 @n
ce qui conclut le Lemme 4.37 (Kronecker) quand on passe a la limite dans (4.26). O

4.7 Théoreme d’arrét

Dans cette section, on cherche a généraliser la propriété de martingale (3.3) a des
temps d’arrét. On rappelle que si T, S sont des temps d’arrét avec S < T, alors pour
une sous-martingale (X,,),>0 on n’a pas toujours E[Xg] < E[X7].

On rappelle le contre-exemple (Exemple 3.38) de la marche aléatoire simple (S,,)n>0
partant de Sy = 0 avec T' = inf (n >1:85,=- ) (temps d’atteinte de —1) : on a
E[St] = —1 et E[Sp] = 0 alors que T' > S = 0.

Au contraire si S < T avec T borné (ie. P(T' < k) = 1 pour un k£ € R,) alors pour une
sous-martingale (X,),>1, on a E[Xs] < E[X7]. En effet, X! = Xpan, n > 0, est une
sous-martingale arrétée donc une sous-martingale (Prop. 3.36). Le Th. 3.37 appliqué a
XT avec le temps d’arrét S borné donne

E[Xs] = E[Xras] = E[X{] <E[X]] = E[X7a] = E[X7).
En fait, on a un résultat plus général :

Proposition 4.38 Soit (X,,),>0 une sous-martingale uniformément intégrable et T un
temps d’arrét. Alors :

(1) XT = (X1an)n>0 est une sous-martingale uniformément intégrable
s 1
(2) Xonn 2255 Xp, n— 400
(3) E[Xo] < E[X7] < E[Xo] 00 Xoo = lim,, o0 X
Démonstration : D’abord, comme (X,,),>0 est une sous-martingale uniformément inté-

grable, le Th. 4.25 assure que (X,,),>o converge ps (et dans L') vers X.,, X7 est bien
défini méme pour T = +oo.

Ensuite, on sait déja que X7 = (X7, )n>0 est une martingale par la Prop. 3.36. On
montre d’abord qu’elle converge ps vers Xr € L! en appliquant le Th. 4.10 en vérifiant

sup E[XF,,] < +o0 (4.27)

n>0
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En effet, comme p(z) = zT est croissante et convexe, (X;7),>o est aussi une sous-
martingale (Prop. 3.29). En appliquant le Th. 3.37 & la sous-martingale (X,/),>0 et au
temps d’arrét T' A n borné, on a

B[X},,] <E[X;] < B[]
Comme (X,,)n>0 est uniformément intégrable, on a

sup E[ X7, ] <supE[|X,|] < +oo,

n>0 n>0

ce qui assure (4.27) et donc la convergence ps de X7, vers Xr € L.

Ensuite, on établit que X7 est uniformément intégrable : pour tout ¢ > 0, on a :

E[| X7an] 1{ X pnn (e} ]
= E[|X7|1{xr50Lir<ny] + E[|Xal x50 1rsn}] (4.28)
< E[|X7|lxrza] +E[[Xallx.2q]-

Comme {Xn neN } U{Xr} est uniformément intégrable, la famille {XTM 'n € N}
'est aussi, ce qui prouve 1).

Finalement, le Th. 4.25 s’applique a la sous-martingale X7 et prouve la convergence L'
vers X, ce qui acheve de prouver 2).

Le Th. 3.37 pour les temps d’arrét bornés donne

ELXb]E;ELXfAA S}ELXﬁ}
Par 1), lim, o E[X7r,] = E[X7] et par le le Th. 4.25 lim,,_,, . E[X,] = E[X«]. On
obtient donc 3) en faisant n — +oo. U
De (4.28) dans la preuve précédente, on déduit en particulier :

Corollaire 4.39 Soit (X,,),>0 une sous-martingale. Si E[|X7|] < +00 et (Xylirsn})n>0
est uniformément intégrable. Alors XT = (Xppn)n>0 est uniformément intégrable.

On arrive a la forme générale du théoreme d’arrét :

Théoréme 4.40 (Arrét de Doob) Soit S < T des temps d’arrét et (X,,)n>0 une sous-
martingale uniformément intégrable. Alors E[Xg] < E[Xr| et

Xs < E[X7|Fs). (4.29)

On a des énoncés analogues pour les martingales et sur-martingales.
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Remarque 4.41 Si T' < k ps alors

E[| X7} =) E[|Xallir—n] < kE[|X4]] < 400

n=1

et X,1ipsny est uniformément intégrable puisque la famille est finie (pour n > k,
Xnlirsny = 0). D’apres le Corollaire 4.39, XT = (X7an)nso est uniformément inté-
grable et le théoreme d’arrét (Th. 4.40) s’applique & X7 = (Xgan)ns0 quand T est
borné : on retrouve bien 'exemple introductif de la section dans ce théoreme général.

Démonstration :[Th. 4.40] On pose Y,, = Xran, n > 0. D’apres la Prop. 4.38, (Y,)n>0
est une sous-martingale uniformément intégrable et on peut lui appliquer le 3) de la
Prop. 4.38 avec le temps d’arrét S pour avoir E[Ys] < E[Y,], soit comme S < T,
YS:XSetYOOZXTZ

E[XS] < E[XT]7

ce qui prouve la premiere partie du Th. 4.40.

On observe que Xg est Fg-mesurable puisque pour tout B € B(R), on a Xg'(B) =
{Xs € B} e Fs: {XseB}n{S=n}={X, € B}n{S=n} e F,.

Pour la deuxieme partie (4.29), on considere A € Fg et on pose
On observe que U est un temps d’arrét car

{U<n} = ({U<n}nA)U{U <n}nA9
({S<ntnA)u({T <n}nA°.

Mais {S < n} € F, et donc, comme A € Fg, {S <n}NAeF, Puis {T <n}eF,
et donc, comme A € Fg C Fpr, {T < n}nA® € F,. On a donc bien {U < n} € F,,
justifiant que U est temps d’arrét.

Comme U < T, par la premiere partie de la preuve, il vient
E[Xy] < E[X7]. (4.30)
Comme U = S sur Aet U =T sur A°, on a

EXy] = E[Xyla] +E[Xyla]
= E[Xs1l4] +E[X71a] (4.31)
< E[X7] =E[X714] + E[ X714 (4.32)

ou (4.32) vient de (4.30). En simplifiant (4.31)<(4.32), il vient pour tout A € Fg

E[Xs1a] <E[X714] =E[Z14],
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en notant Z = E[Xr |Fs]. On a donc E[(Z — Xg)14] > 0 pour tout A € Fg. Comme
A={Z7 - X5 <0} € Fs (Z,Xs sont Fg-mesurables) on a (Z — Xg)14 < 0 et donc
E[(Z—Xs)1a] = 0 ce qui exige (Z — Xg)14 = 0 ps et comme Z — Xg < 0 sur 4, il vient
14 =0 ps, c’est a dire P(A) = 0 et donc Xg < Z ps, achevant la preuve du théoreme
d’arrét (Th. 4.40). O

On a un résultat analogue sans I’hypothese d’uniforme intégrabilité pour les sur-martin-
gales qui sont positives :

Proposition 4.42 Soit (X,,),>1 une sur-martingale positive et T un temps d’arrét. Alors
E[X7] < E[Xo] + E[X] ot la limite Xo, = lim,,_, o X, existe par le Corollaire 4.15.

Démonstration : Par le Corollaire 4.15, la sur-martingale (X,,),>o converge ps vers X ..
Comme X7 = (Xpp,)n>0 est aussi une sur-martingale (Prop. 3.36), son espérance dé-
croit :

E[X7n] < E[Xrno] = E[Xo). (4.33)

Comme la sur-martingale est positive, par convergence monotone, on a

E[Xrlreio] = lm E[Xrlgen] = lm E[Xranlircn]
< lim E[X7.,] <ELX] (4.34)
n—-+00

en utilisant (4.33). On a aussi
E[Xr1lir—io}] = E[Xoclir—io}] < E[Xo]. (4.35)
Ainsi, en combinant (4.34) et (4.35), on a

E[X7] = E[Xrlgreion] +E[Xrlireio]
S E[XO] + E[XOO]
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Chapitre 5

Dynamique markovienne

Introduction

On considere un systéme qui peut étre dans un nombre fini ou infini dénombrable
d’états. L’ensemble des états, noté E, est appelé espace d’états et on supposera dans
ce cours que E est dénombrable (souvent, F sera N ou une partie de N). On suppose le
systeme observé en des temps discrets n = 0, 1,2, ... et I’état du systeme a la date n est
noté X,,.

Comme on s’intéresse aux systemes non déterministes, on considere des suites de
variables aléatoires (X,,),>0. Pour étudier de tels systemes aléatoires (X,,),>0, on suppose
que le systeme —ou son évolution— satisfait certaines propriétés.

La propriété la plus simple est de supposer que les variables aléatoires X,,, n > 0, sont
(mutuellement) indépendantes, c’est a dire de supposer que les états du systeme sont
tous indépendants. En pratique, une telle hypothese est trop restrictive pour modéliser
nombre de phénomenes intéressants.

En fait, de nombreux systemes ont la propriété —plus générale— suivante : I’état pré-
sent du systeme étant connu, les états passés n’ont pas d’influence sur les états futurs.
Autrement dit le systeme n’évolue pas indépendamment dans le temps mais évolue sans
mémoire (seul le présent, et non le passé, influe sur le futur). Cette propriété est dite
propriété de Markov et les systémes qui la vérifient sont des chaines de Markov (Défi-
nition 5.5).

Pour formaliser ce type de propriété, on commence par un exemple tres simple de
systeme markovien ne pouvant prendre que deux valeurs.

Exemple 5.1 (Chaines de Markov a deux états) Considérons une machine qui au début
de chaque jour est soit en état de fonctionnement (état 1) soit en panne (état 0). On
note alors X, = 1 si la machine fonctionne au début du n-eme jour, X,, = 0 sinon. On
suppose que si la machine est en panne le n-éme jour, la probabilité qu’elle soit réparée et
fonctionne au début du (n+1)-eme jour est p €]0, 1[. On suppose aussi que si la machine
fonctionne le n-éme jour, la probabilité qu’un probleme survienne et qu’elle soit en panne
au début du (n+ 1)-eme jour est ¢ €]0, 1[. (Attention, avec ces notations, il n’y a pas de
raison que p+¢ = 1 comme c’est souvent le cas.) Enfin, on décrit par o = (p(0), po(1))

84
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I'état initial de la machine, ie. po(0) est la probabilité que la machine soit en panne au
début du 0-eme jour et (1) la probabilité qu’elle fonctionne (ou encore : Xo ~ po). Le
modele se réécrit

P(X,41 = 11X, =0) =p, P(X,41 =0/X,=1)=¢q

avec P(Xo = 0) = 10(0) et il se représente par le graphe de transitions suivant :

@@

q

Comme les probabilités conditionnelles sont des probabilités, on en déduit immédiate-
ment
P(X,41 =0[X,=0)=1—p, P X1 =1X,=1)=1—¢q
et la probabilité d’étre en fonction a la date 0 est p(1) =1 — p0(0).
On calcule P(X,, = 0) et P(X,, = 1) par la formule des probabilités totales (1.3) :

P(Xpir =0) = P(Xpe1 = 0[X, = 0)P(X, = 0) + P(Xps1 = 0[X, = DP(X, = 1)
= (1 - p)P(Xn = O) + QP(Xn = 1)
= (1-p—qP(X, =0)+q.

Lorsque p 4+ ¢ # 0, comme P(Xy = 0) = p0(0), on en déduit par récurrence :

n—1
P(X,=0) = (1-p—q)u(0)+q¢Y (1-p—q)
=0
q q
_ . 1_p_qn< 0——). 5.1
L (- p— 0 (o) - L 5.1)
Comme P(X,, =1) =1 —-P(X,, =0), on a aussi
p p
PX, =1)= 2 4 1—p—q”< 1——>. 5.2
(=1 = 2 (1= p— 0 (1) - -2 (52)
Si |l —p—gq| <1, en passant a la limite n — +o00, on a
lim P(X, =0)=—2—, lim P(X,=1)=—2—.
n—+00 p+q n—+00 p+q

Ces probabilités s’interpretent comme une sorte de régime asymptotique :

" °° p+q p+yq
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Si p=q =1, alors il est facile de voir que le systeme est périodique de période 2 avec

P(Xy, = 0) = 119(0), P(X2, = 0) = po(1);
P(Xon+1=0) = po(1), P(Xapi1 =0) = po(0)

ie. Xop ~ o et Xopy1 ~ 1 — po. Dans ce cas, (X,,),>0 ne converge pas en loi.

Enfin, si p = ¢ = 0 et on a facilement P(X,, = 0) = po(0) et P(X,, = 1) = po(1) et le
systeme n’évolue donc pas, la loi reste donnée en tout temps par pg et donc a la limite
aussi : X,, ~ o pour tout n > 0.

Observons qu’on peut aussi obtenir les probabilités limites p/(p + q) et q/(p + q) autre-
ment : si on choisit 1(0) et uo(1) de fagon que P(X,, = 0) et P(X,, = 1) ne dépendent
pas de n alors on constate dans les expressions de P(X,, = 0) en (5.1) et P(X,, = 1) en
(5.2) que nécessairement

p

po(1) = A (5.3)

po(0) = ——,
Ptyq
et dans ce cas si la chaine (X,,),>0 démarre avec la distribution donnée par (5.3), on a

pour tout n >0 :
q p

VRN ptq
La distribution (5.3) s’interprete comme une distribution stationnaire (ou invariante) et
on constate donc que les distributions limite et stationnaire coincident.

P(X, = 0) P(X, = 1)

Approche matricielle
Le modele se représente aussi matriciellement en notant u, = (P(X,, = 0),P(X,, = 1))

et
(17 r,)
g l-q
La formule des probabilités totales (1.3) s’écrit

fni1 = Ma P, et par récurrence p,, = poP".

Pour calculer P", on observe que le spectre de P est Sp(P) = {1,1 — p — ¢} avec les
espaces propres R? = Vect((l, 1)t) ® Vect((p, —q)t). On en déduit la matrice de passage

A et son inverse
A:(l p) et A*:L(q p).
1 —q p+q 1 -1
B 1 0 _1
P_A(O 1_p_q)A

1 0
Pt = A Al
(0 (1—p—Q)”>

On a donc

et
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Enfin puiSque Mn = [L()P y il vient

i = (I%qu (1=p—a)" (10(0) —]%q)v]%qﬂl = p =) (m(D) _]%Q>)

ce qui retrouve (5.1) et (5.2).

5.1 Probabilités de transition

On rappelle la notion de noyau de probabilité aussi appelé noyau de transition ou
noyau markovien (cf. Définition 2.29) :

Définition 5.2 (Noyau de transition) Etant donné deuz espaces mesurables (E,E) et
(F,F), on appelle noyau de transition (ou noyau de probabilité ou noyau markovien)
de E dans F toute application v : E x F — [0,1] qui vérifie

(i) Vo € E, v(z,-) est une probabilité sur (F,F);
(i1) VAe F, v(-, A) est E-mesurable.

Dans la suite, on considérera E' = F' et on supposera I’ensemble F au plus dénombrable
avec £ = F = P(FE) si bien que le point (ii) sera automatique.

Définition 5.3 (Matrice stochastique) On appelle matrice stochastique sur E (éventuel-
lement infinie) toute famille (P(z,y))syer de réels tels que

(i) V(z,y) € E?, 0 < P(x,y) <1
(it) Ve € B, 3 p P(z,y) = 1.

Remarque 5.4
— Dire qu'une matrice P (a coefficients positifs) est stochastique, c’est dire que

(1,...,1)" est vecteur propre de P associé a la valeur propre 1.
— Sil'espace E est fini de cardinal d, on peut supposer sans perte de généralité que
E={1,...,d} et alors (P(2,y))syecr = (Pry)zyce €st une « vraie » matrice de

taille d x d, a coefficients positifs dont les sommes des lignes valent toutes 1.
— Dans le cas ou I'ensemble E est dénombrable les notions de noyau de transition
et de matrice stochastique sont équivalentes. Ainsi :

(i) Si P est une matrice stochastique, v(x, A) = > _, P(x,y) définit un noyau
de transition ;

(ii) Si v est un noyau de transition, P(z,y) = v(z, {y}) définit une matrice sto-
chastique.

En particulier, noter que pour chaque = € E : P(z,e) est une loi de probabilité.
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Quelques notations :
— Si f: E— R, on note Pf la fonction de £ dans R, donnée par

=Y P(x,y)f(y), =€k

yer

En interprétant les fonctions (donc ici f et Pf) comme des vecteurs colonnes,
le vecteur colonne Pf s’obtient par le produit matriciel (a droite) et Pf(z) =

EP(@’,O) [f] .

— En interprétant une mesure p sur £ comme un vecteur (ligne), on définit la mesure

wP par
= u(@)P(x,y), yek.

zel

Le vecteur ligne P s’obtient par produit matriciel (& gauche).
— On définit le produit P@) de deux matrices stochastiques P, () par

(PQ)(z,y) ZP (x,2)Q(z,y). (5.4)

zeE

On voit facilement que P(Q) est une matrice stochastique puisque pour tout x € E :

Y (PQ)wy) = DD P(x,2)Q(z,y) =Y > P(x,2)Q(z

yeE y€EE 2€E 2€E yeE
= (X r@a(Xecy)) =
2€EE yeE

=1

— Dans la suite, on considere P" la puissance n-eme de P dans le sens du produit
matriciel (5.4) : pour n = 0 P°(z,y) = Ly}, pour n =1 P! = P et pour n > 2

Poa(z,y) = Y Pu(w,2)P(2,y) (5.5)

zeE

= >3 Play) Py ) - P(a1 ) Pyn,y) (5.6)

ou (5.6) vient de (5.5) par une récurrence immédiate.

Définition 5.5 (Chaine de Markov) On appelle chaine de Markov sur un espace d’états
E dénombrable toute suite de variables aléatoires (X, )nen @ valeurs dans E telle que les
lois conditionnelles vérifient pour tout n > 0

L(Xn1|Xo, X1, ..., Xp) = L(Xpi1]X0) (5.7)

c’est a dire pour tout xg,x1,...,x, € E tel que P(Xg = x¢, X1 = 21,..., X, = x,) >0
et poury € £

]P)(Xn+1 =Y ‘XO = $0,X1 =T1,... 7Xn = l’n) = ]P)(Xn+1 =Y ’Xn = l’n) (58)
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On dit que la chaine de Markov est homogene s’il existe une matrice stochastique P telle
que L(X,41|X,) = P(X,,,0) ou P(Xpi1 =y |Xn = 2,) = P(2,,y), dans ce cas, (5.7) et
(5.8) se réécrivent

L(Xn+1’X0,X1,...,Xn> = P(Xn,.)
]P(XnJrl =Y ’XO =20, X1 = X1,...,Xp = UUn) = P(ﬂﬁmy)-

Remarque 5.6 — Autrement dit, si la chaine est en z, a la date n, peu importe
de savoir ou elle était avant pour connaitre sa probabilité d’aller en y a la date
suivante n + 1, dans tous les cas cette probabilité est P(x,y). Ainsi, P(x,y) est
appelée aussi probabilité de transition (en une étape) de la chaine de Markov
(Xn)n>0 de x vers y.

— On dit encore que le futur ne dépend du passé que par le présent ou passé, présent,
futur proviennent des interprétations suivantes :

présent
=
Xoyoo oy Xno1, Xn, Xog1, Xogo, ..o
A 7 \a g

g

~
passé futur

— (Homogénéité) Dans ce cours, la matrice de transition P ne dépend pas de n et
on parle de chaine de Markov homogéne. On pourrait envisager une chaine dont
les transitions sont données par

P(Xn-l—l =y|Xo =20, X1 =21,...,X;, = xn) = P(n)(fﬁmy)

c’est & dire avec un noyau de transition P™ qui dépend de n; on parlerait alors
de chaine de Markov inhomogene.

5.2 Exemples de chaine de Markov

Exemple 5.7 (Suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées)
Soit (X, )n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
de loi f a valeurs dans E alors (X,,),>0 est une chaine de Markov de matrice de transition
P(z,y) = f(y) pour tout z,y € E.

Il s’agit d’'une chaine de Markov de matrice stochastique P(z,y) = f(y) car
P(Xpi1 =y Xo=20,...,. X, =2) =P( X1 =7) = f(y)
puisque {X,,11 =y} L {Xo=xz0,...,X,, =z} et de méme

]P)(Xn+1 =Yy |Xn = I) = P(Xn—H = y) = f<y>
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Exemple 5.8 (Marche aléatoire sur Z¢) Soit (X, ),>o une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées a valeurs entiéres de distribution f (ie.
P(X; = x) = f(x)). On considere une variable aléatoire X de loi uo indépendante
de la suite (X, ),>0 et on note S,, = Xo + X; + --- + X,,. La suite (5,)n>0 est appelée
une marche aléatoire : Sy, = X est la position initiale d’'un marcheur et X,, est le pas
effectué a la date n qui 'amene a sa position S, a la date n. C’est une chaine de Markov
d’espace d’états F = N et de noyau de transition P(z,y) = f(y — ) car

P(Spi1 =y|So = 20,51 =21,..., S =2) = P(X,41 =y — 2| =x0,5 =21,...,5,

= P(Xnp1=y—2)=fly—2).
De méme
P(Spi1=ylSh=2)=P(Xs1=y—z|Sp,=2) =P( X1 =y —2) = f(y — x).
On a aussi la probabilité d’une trajectoire jusqu’a la date n :

]P)(SO :C(Zo,...,sn :In) = IP)(XO :J](),Xl =T —[E(),...,Xn :ZEn—l’n_l)
= IED(XO = xo)P<X1 =T — LU()) .. P(Xn = Tp — .Tn,1>
= po(xo) f(x1 — o) ... f(n — Tp1).

....... f(y—x) e
e
T —y

On peut considérer le cas spécial d'une marche simple sur Z avec f(1) = p, f(—=1) = ¢
et f(0) = r avec p+ g+ r = 1 (le marcheur fait un pas sur la droite (+1) ou sur la
gauche (—1) ou reste sur place (0) avec probabilités respectives p, ¢, 7). Dans ce cas, les
transitions sont gouvernées par

p siy=xz+1

q sty=x—1
Pla,y) = r siy=ux

0 sinon.
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Exemple 5.9 (Marche aléatoire sur un graphe) On se donne un graphe au plus dénom-
brable (E, A) ou E désigne I’ensemble des sommets et A celui des arétes. On note A,
I’ensemble des arétes issues de x € E. On suppose que pour tout z € E, A, est fini et
non vide. On pose alors

| 1/card(A;) si(zr,y)eA
Plz,y) = { 0 sinon.

Une chaine de Markov de transition P est appelée marche aléatoire simple sur le graphe

(E, A).

Exemple 5.10 (Ehrenfest) Il s’agit d’'un modéle élémentaire d’échange de molécules de
gaz entre deux corps isolés introduit par le (couple de) physiciens Ehrenfest !.

Considérons deux boites A et B et d boules numérotées de 1 a d. On suppose qu’a l'origine
certaines boules sont dans A, les autres dans B. A chaque étape (et indépendamment
des autres étapes), on choisit au hasard une boule parmi 1,2, ..., d et elle est retirée de
sa boite pour étre placée dans 'autre. On note X,, le nombre de boules présentes dans
la boite A apres n étapes.

I s’agit d’une chaine de Markov a espace d’états £ = {0,...,d}. Si on suppose que
X, = x, alors avec une probabilité x/d on tire une boule de la boite A pour la déplacer
en B si bien que X1 = 2 — 1. Avec probabilité (d — x)/d, on a X,,;; = x + 1. On en
déduit les probabilités de transition

x/d siy=xz—1
P(xay):P(Xn-‘rl:an:x): (d—!L’)/d Sly:x—i_l
0, sinon.

Noter qu’en une étape la chaine d’Ehrenfest ne peut passer de 'état « & {0,d} qu'a
I’état © — 1 ou x + 1 tandis que 0 mene a 1, d a d — 1.

1 (d—1)/d o d—z+1)/d (d—2)/d o 1/d
CC O > O ) D
1/d 2/d z/d (z+1)/d (d—1)/d

1. Paul Ehrenfest (autrichien, 1880-1933) et Tatiana Ehrenfest-Afanaseva (russo-néerlandaise, 1876
1964).
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Exemple 5.11 (Ruine du joueur) On considére un joueur qui commence une partie avec
un capital en euro (€) et fait une série de paris de 1 €. On suppose qu'’il a une probabilité
p de gagner chaque pari, ¢ = 1 — p de le perdre et que si son capital atteint 0 alors il
est ruiné et doit arréter. On note X,, son capital apres le n-eme pari. C’est une chaine
de Markov avec 0 comme état absorbant, d’espace d’états ¥ = N et de fonction de
transition donnée par P(0,0) =1 (et P(0,y) = 0 pour y > 0) et si & > 0

q siy=x—1
P(z,y) =P(X,y1 =y|Xp,=2)=¢ p siy=a+1
0 sinon.

On parle de la chaine de la ruine du joueur sur £ = N. On pourrait rajouter un deuxieme
état absorbant en d en demandant au joueur d’arréter si son capital atteint d.

On peut aussi supposer que deux parieurs jouent I'un contre I'autre par des paris de 1 €
avec un capital total fixe de d € dont la répartition entre les deux joueurs évolue en
fonction des résultats des paris.

Définition 5.12 (Etat absorbant) On appelle état absorbant d’une chaine de Markov de
noyau de transition P tout état a € E tel que P(a,a) = 1, ie. si la chaine arrive en a,
elle y reste !

5.3 Probabilités trajectorielles

On considere dans cette section une chaine de Markov (X,,),>0 d’espace d’états E
dénombrable et de noyau de transition P.

Proposition 5.13 Une suite de variables aléatoires (X,)n>0 @ valeurs dans E est une
chaine de Markov de matrice de transition P si et seulement si pour tout n > 0 et pour
tout xg,...,x, € K

]P)(XO = ZL‘(),Xl =T1y... ,Xn = [En) = ]P(XO = [Eo)P(ZL'O,Zlfl) ce P($n+1, l’n) (59)

Remarque 5.14 Les lois jointes d'une chaine de Markov (homogene) sont donc entiere-
ment déterminées si on donne sa distribution initiale o (point de départ) et son noyau
de transition P (évolution au cours du temps). Voir aussi la Déf. 5.34.

Démonstration :[Prop. 5.13] Si (X,,),>0 est une chaine de Markov de noyau de transi-
tion P alors 'identité (5.9) s’obtient par une récurrence immédiate : en effet, la récurrence
est automatiquement initialisée pour n = 0; puis si (5.9) est vraie pour le rang n alors

d’abord lorsque IP’(XO =29, X1 =21,...,X, = xn) #0ona:
]P(XO = T, X1 = T1y... ,Xn = xn,XnH = xn+1)
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= IP’(XO =z9, X1 =x1,..., X, = xn)IP’(XnH =Tp1 | Xo =20, X1 =21,..., X, = a:n)
= ]P(XO = Xy, X1 = T1,... 7Xn = In)P(IL‘n,ZL‘n+1)
= P(Xo=z0)P(xo,21) ... P(xps1,2n)P(xp, x011)  (hyp. récurrence (5.9) pour n).
Puis lorsque ]P’(XO =19, X1 = 21,..., X, = x,) = 0 alors d’une part
IP(XQ = IQ)P(.To, (L’1> e P($n+1,$n) == 0
donc P(Xo = x0) P(z0, 1) ... P(xp11, Tn) P(2p, Tpy1) = 0 et d’autre part
IP>(X0 =20, X1 =T1,..., Xy = T, Xyy1 = $n+1) =0,
si bien que (5.9) reste vraie, ce qui acheve d’établir complétement (5.9) par récurrence.
Réciproquement, si (5.9) est vraie pour tout n > 0 alors pour xg, 21, ..., x, € E tels que
P(XO :LCo,Xl :xlw--’Xn :xn) #O, on a
P(Xnt1 = Tnt1 [ Xo =20, Xi = 21,..., Xy = T)
P(Xo =20, X1 =21,..., Xn = @y, Xps1 = Tns1)
IP’(XO =20, X1 =21,...,Xp, = mn)
P(Xo = x0)P(xo,x1) ... P(xp_1, ) P(2pn, Tpi1)
P(XO = xo)P(l'(), $1) Ce P(ilfnfl, l’n)
- P(xmxn+1)

et donc la Définition 5.5 d’une chaine de Markov est bien satisfaite. O

Proposition 5.15 (1) Soit (X,)n>0 une chaine de Markov sur E de noyau de transi-
tion P. Alors, pour toutn >0et f: E— R, on a

E[f(Xn+1)|Xo, .- Xp] = E[f(Xn1)|Xn] = PF(X,).
(2) Plus généralement, pour tout iy, ..., i €{0,...,n—1}, on a
E[f(XnJrl)lXilv - XlkvX } E[f(XnJrl) |Xn] = Pf(Xn)

Démonstration : (1) Comme 'espérance conditionnelle est ’espérance par rapport a la
conditionnelle (cf. (1.13)), d’apres la Définition 5.5, on a

E[f(Xni1)|Xo, -, Xn] = E[f(Xn11)|Xa] =D P(Xn,9)f(y) = Pf(X,).
yeE
(2) Ensuite, si i,...,4 € {0,...,n — 1}, par conditionnement en cascade (Prop. 1.13

ou Th. 2.12) avec Gy :=0(X;,,..., Xi,, Xpn) C Go:=0(Xop,...,X,),ona:

(273
]E|:f<XTL+1)‘XZ17 sz,X ] - E[E[f(Xn-l-l) ’X07"'7XTL] Xi17"‘7Xik7Xn
= E[PF(X,) | Xir, -, X, Xo]
puisque Pf(X,) est 0(X,,) donc o(X; , X, , Xp)-mesurable. O

Q1
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Transition en n étapes

Le noyau de transition en n étapes donne, pour tout x,y € E, la probabilité d’aller
de x en y en n étapes ie. P,(x,y) = P(X,, = y|Xo = z). Il est donné par

p, = P" (5.10)

ou pour rappel P" est la puissance n-éme de P, dans le sens du produit matriciel (5.4),
cf. (5.6)).

En effet Py(z,y) = 6.(y), Pi(x,y) = P(x,y) et pour n > 2, avec la partition

{Xn:y}: |_| {Xlle,XQZIQ,...Xn 1= Tp— 17 _y}

par additivité de P(-| Xy = x), on a :

Pn(ﬂ%y) = Z P(X1:$1,X2:$2,--- Xpo1 = Tp-1, X, ?/|X0—iU)

o Z P(XOZ'TJXI:x17X2:x27"'7XTL—1:‘/En—l?XTL:y)
P(XO :.CU)

= Z P(ZE,JJ)P(ZL’I;QE) e P(xn—lay) - Pn(]::y)? (511)

en utilisant (5.9). Ainsi, on a :

Proposition 5.16 (Chapman-Kolmogorov) Le noyau de transition en n étapes vérifie
une propriété de semi-groupe (dite relation de Chapman-Kolmogorov) : Py p = P, Py,
(dans le sens du produit (5.4)), ie.

Poim(x,y) ZP (x,z) L Y). (5.12)

zeE

Démonstration : C’est immédiat par (5.10) puisque P, i, = P"™™ = P"P™ = P,P,,;
cela se retrouve aussi directement par le calcul a partir de 'expression (5.11), on a :

Poim(z,y) = D> > Py)Puiv2) - PYn-1,Yn) PYn: Yns1)

y1€E Yn€E ynim-—1€E
P(yn—27 yn—l) ce P(yn+m—17 y)

= 2| X X PP ) Pl )

yn€E \y1€E Yn—1€EL

Z Z yna yn+1 P(yn—27 yn—l) s P(yn—i-m—la y)

Yn+1 cE Yn+m— 1€E
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= > Pul,yn) Pu(yn, 1)

yn€E

g

Remarque 5.17 (Semi-groupe) — La formule de Chapman-Kolmogorov (5.12) montre
que P, est la puissance n-eme de P en terme de produit matriciel : P, = P". On
utilise indifféremment I'une ou 'autre notation dans la suite.

— Dans le cas E espace d’états fini, il s’agit de vraies matrices et de vrais produits
matriciels. Dans le cas F dénombrable, il s’agit d'une généralisation naturelle aux
matrices infinies.

Si on note py = (P(Xy = z)).cp la distribution initiale de la chaine et u, = (P(X,, =
x))zcp celle de I'état X, a la date n, alors pour tout y € E :
P(X,=y) = Y P(X,=ylXo=)u(x)

zel
= ZMO )P (2, y),
z€eE
c’est a dire p, = poP". On a aussi u,, = u,_1 P puisque pour tout y € F :
ZIP’ 1 =x)P(z,y).
el

On détermine donc la distribution de X,, a partir de la distribution initiale po et du
noyau de transition en n étapes P™. On peut aussi calculer u, a partir de la loi a la date
précédente pu, 1 avec transition en une étape :

Notations. Dans la suite, on utilise la notation P, pour indiquer qu’on suppose que la
loi initiale de la chaine est v ie. Xy ~ pp = v. On note aussi P, = P5, lorsque la chaine
part de Xy = x, autrement dit avec la distribution initiale po = d,, cf. apres la Déf. 5.34.

Expressions explicites

La proposition suivante donne des expressions explicites pour les calculs de lois jointes
conditionnelles :

Proposition 5.18 (Lois jointes d’une chaine de Markov) Pour une chaine de Markov (X,,)n>0
d’espace d’états E (dénombrable) et de noyau de transition P, en supposant les probabi-
lités conditionnelles bien définies, on a

(1) Pour zg,...,xn_1,Ty €t Y1,...,Ym dans E on a :
P(Xn+1 =Y. 7Xn+m = Ym |X0 = 2o, - - - >Xn—1 - :L‘n—th = xn)
= P(‘Tn?yl)P(ylaZD)P(ymflyym% (513)

En particulier, on a

]P)(XTLer = Ym ‘XO = X0y - - 7Xn = xn) = ]P)(Xner =Ym ’Xn = xn) = Pm(xna ym);
(5.14)
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(2) Pour Ag,...,An_1 CE, ona:

]P)(Xn—i-l =Y. .. 7Xn+m = Um ‘XO € AO; cee 7Xn—l € An—bXn = xn)

- P(‘rnvyl)P(ylva)P(ym—hym)’ (515)
(8) Pour Ag,...,Ap1 CE et By,...,B, CE,ona:

P(X,11€B1,...,Xpim € Bn|Xo € Ao, ..., X1 € A1, Xy = 1)
Z Z x’m yl yh ?Jz) cee P(ym—lu ym) (516)

y1€B1 YmEBm

La preuve va utiliser le résultat suivant :

Lemme 5.19 (Probabilités conditionnelles) Soit A C E et B; des évenements disjoints
non-négligeables. Lorsque P(A|B;) ne dépend pas de i € I, alors

(A) |_|B> P(A|B;) Vi€l (5.17)

el

Démonstration :[Lemme 5.19] En notant P = P(-|C'), observer que Po(A|B) = P(A|BN
(). En effet

Po(ANB)  P(ANBIC) PANBNC) P(C)

Po(4]B) Po(B) ~ P(B|[C) ~  P(C) PBNCQC)
_ P(AN(BNQO))
- BBNO) =P(A|IBNC).

Lorsque P(A|B;) = « pour tout i € I, la formule des probabilités totales (1.3) avec
IP)Bz'g(-‘ Lics BZ-) =P, B,ona

(4] LUB) = SRy, n(AlBIRy,, 5 (B)

iel i€l
= Y P(AB) ( )
el i€l
= QZP(B ||_|B) = a.
7,6[ i€l

=1

Démonstration :[Prop. 5.18] (1) Les lois jointes conditionnelles sont données par :

]P)(Xn—l—l = Tp+1y--- aXn-i-m = xn+m|X0 =20y, Xp = l‘n)
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P(Xo =20, , Xpo = Ty, Xos1 = Tsty - -+, Xnem = Totm)
P(Xo=xo,..., X, = x,)
po(2o) P(o, 1)+ P(Tnm—1, Tnim)
to(@o) P (w0, 1) - - - P21, %)
= P(@n, Tnt1) + P(Tnim—1, Tngm)

qu’on peut réécrire sous la forme (5.13). Le cas particulier (5.14) s’obtient alors en faisant
la somme sur yi,...,y,—1 € E et avec la définition (5.11) de P, et la définition (5.8)
d’une chaine de Markov.

(2) On écrit la partition

{XO € AO; v 7Xn71 € Anflen = .an} = |_| {XO = Zo, - - - 7Xn71 = xnben = xn}

CE¢€A¢
0<i<n-—1

Comme d’apres (5.13), on a

]P)<Xn+1 =Y. .. 7Xn+m = ym|X[) =0, 7Xn—1 = 'In—laXn
- P(xmyl) e P(ym—luym)

pour tout z; € A;, 0 <i<n-—1, (5.17) dans le Lemme 5.19 s’applique et assure (5.15).
(3) Cela vient de (5.15) avec la o-additivité de P :

P(Xn1 € B, oo, Xogm € B Xo € Ao, ..., X1 € Ay, Xy = )
= D ) P(Xapi =y X = Yl Xo € Ao, ., Xooy € Any, X,y = 1)

yleBl y'meBm

= > Y P, y) Py y) - PYmts Ym).

y1€81 YmEBm,

Approche récursive

Pour montrer qu’une suite de variables aléatoires a valeurs dans E est une chaine de
Markov, la proposition suivante est souvent plus pratique que de revenir a la Défini-
tion 5.5.

Proposition 5.20 (Suite récursive et Markov) Soit X, une variable aléatoire a valeurs
dans E de loi v. Soit (Uy,)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées de lov p a valeurs dans F', indépendantes de Xy. Pour une fonction
f: Ex F — E mesurable, on définit par récurrence

Xoi1 = (X0, Unsr), n>0. (5.18)

= xn)
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Alors (X,)n>0 est une chaine de Markov (homogéne) de transition

Pla,y) = B(f(@,U) = ) (5.19)
ou U ~ p.
Démonstration : D’abord, on observe que pour chaque n > 0 : X, est o(Xo, Uy, ..., U,)-
mesurable. En effet, c’est clair pour n = 0 et si c’est vrai pour X, alors X,,; =

f(X,,Upny1) est mesurable par rapport a o(X,,U,+1) C o(Xo,Us,...,Un, Upy1). On
en déduit o(Xo, ..., X,) C o(Xo,U,...,Uy,).

On vérifie la Définition 5.5 pour (X, ),>0 définie en (5.18). Pour cela, soit 1, ..., x,, Tyt1 €
E avec P(Xo = zo,...,Xp =2,) #0. On a

P(Xps1 = Tnp1 [Xo = zo,..., X = 2,,)
= (f Xn,UnH —an\XO_xO,...,Xn::cn)
= IP’(f Ty Ups1) = Tpi1 | Xo = 20, ..., Xy :xn)
(

(

=P f ZEn, n+1 = Jin+1) (car Un+1 1 O'(Xo, Ul, ey Un) D) O'(X(), C ,Xn))

= P T, anrl)

ce qui vérifie la Définition 5.5 d’une chaine de Markov de matrice stochastique P. [

Exemple 5.21 (Suites récursives) On donne quelques exemples de chaines de Markov
données sous forme de suites récursives.

Marche aléatoire sur Z¢. On reprend I’'Exemple 5.8. Soit Xy, X1,...,X,,... des va-
riables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées dans Z? de loi p.
Alors, pour n > 1, S, = >.° X, définit une chaine de Markov de la forme
Snt1 = f(Sn, X,) avec f(z,y) = x + y et (X,)n>1 indépendantes et identique-
ment distribuées. On retrouve le noyau de transition avec (5.19) :

Pr,y) =Pz + X1 =y) =P(Xy =y —x) = ply — z).

En fait, la forme récursive (5.18) de la Prop. 5.20 est la forme typique d’une chaine de
Markov comme le justifie le résultat suivant :

Proposition 5.22 (Markov et suite récursive) Une chaine de Markov homogéne a va-

leurs réelles peut étre vue (en loi) comme une suite récurrente définie comme dans
(5.18).

La preuve de cette proposition repose sur le lemme suivant sur lequel se fonde la méthode
dite d’inversion (voir [Bre-proba)) :

Lemme 5.23 (Méthode d’inversion) Soit 1 une loi de probabilité de fonction de ré-
partition F. On pose F~'(u) = inf(x € R : F(z) > u) pour u €]0,1[. Alors pour
U~U(0,1[), on a F~HU) ~ p.
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Démonstration :[Proposition 5.22] Soit (X,,),>0 une chaine de Markov homogene de
transition P. Il s’agit de trouver f et U telles que X; = f(z,U;) si Xog = x. La loi de X;
est P(x,-). Soit U; une variable aléatoire de loi uniforme sur ]0, 1] indépendante de X
et f(z,-) l'inverse généralisé de la fonction de répartition de X; sachant X, = x donnée
par
f(z,u) =inf (y e R: P(z,] — 00,y]) > u), u€0,1].

Alors f(x,U;) alaméme loi que £(X;| Xy = x) (par laméthode d’inversion du Lemme 5.23).
Considérons (U;);>1 des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
de loi uniforme sur ]0, 1] et indépendantes de Xy. On définit la chaine (Xn)nzo par la

récurrence (5.18) : )~(n+1 = f()N(n, Un+1) avec f comme ci-dessus et avec Xy ~ po. Soit

P sa matrice stochastique. Par la Prop. 5.20, on a

P(z,y) = P(f(x>U1> = y) = P(z,y).
U

Exemple 5.24 (Urne de Ehrenfest) On reprend I'Exemple 5.10 pour lequel on a X, 1 =
Xn + Yn+1 ou

Xn six=—1
P(Yni1 = 2|X5) = d_;?(” sio=+l = LVl Xa) = SR+ =0
0 sinon

En considérant (U,),>1 une suite id de loi U([0, 1]), on a

T d—u=x
2110 (4 V1)~ L
(2170,(4—2)/q)(Un) — 1) 701+ —

si bien qu'avec f(z,u) = = + (219, (d—z)/q(u) — 1), on a Xpi1 ~ f(Xn, Unga).

617

Temps d’atteinte

Une notion utile dans les calculs de loi pour les chaines de Markov est celle de temps
d’atteinte :

Définition 5.25 (Temps d’atteinte) Soit A C E. Le temps d’atteinte de A est Ty =
min(n >0 : X, € A) avec par convention min () = 4o0.

Le temps d’atteinte T4 est la premiere date ou la chaine atteint A. En particulier,
pour un état y, on définit 7, = min(n > 0 : X, = y) le temps d’atteinte de y et
T, =min(n >0 : X, = y) le temps d’atteintg de y apres le départ. Sous Pﬁ pour x # y
(ie. lorsque la chaine part de  # y), on a 1T,, = T,. Sous P,, T, = 0 et T, désigne le
temps de premier retour pour la chaine qui part de .

La proposition suivante donne une équation utile reliant les temps d’atteinte aux proba-
bilités de transition.
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Proposition 5.26 Pour tout x,y € E avec x #y, etn>1, on a

ZIP F)P" " (y,y). (5.20)

Démonstration : Avec la partition {X,, = y} = | [[_{T, = m, X,, = y} de {X,, = y}
(ie. {T,, =k, X,, =y}, 1 <k <mn, sont disjoints et de réunion {X,, = y}), on a:

Pl(z,y) = Pu(X,=y)= Zn:IP’x(Ty =k, Xn=y)
k=1
= ) Pu(T, =k)P(X, =y|Xo =2,T, = k)
— ZIPm(Ty =k)PX, =yl Xo=2,X1#y,.. Xis1 #y, Xi =v)
= Y P(T, = k) P(X, = y| X = ) (5.21)

= ZP:E(TZI = k) Pn_k(y7y)7

k=1

en utilisant (5.15) en (5.21). O

En particulier pour un état absorbant a (Définition 5.12), on a la relation suivante :
Proposition 5.27 Si a est un état absorbant, alors P™"(z,a) = P,(T, < n).

Démonstration : Comme a est absorbant, on a P" " (a,a) =1 pour tout 1 <m < n et
(5.20) devient

Z P, (T, =m)P"™(a,a) = Y Py (T, =m) =P,(T, <n).

Noter encore la relation P, (T, = 1) =P, (X5 = y) = P(z,y) et
Po(T,=2) =) Pu(X1=2Xs=y) =Y P(z,2)P(zy).
z#yY 2#£Y
Plus généralement pour n > 1, on trouve P, (7, = n) par récurrence a partir de
P.(T,=n+1) Z P(z,2)P. =n)
z#y

puisque pour aller de z a y en exactement n + 1 étapes, il faut aller de x a n’importe
quel z # y en 1 étape puis de ce z a y en exactement n étapes.
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5.4 Chaine de Markov canonique

On commence par expliquer que la donnée d’une loi uniforme |0, 1] est équivalente
a la donnée d’une suite de lois de Bernoulli b(1/2) indépendantes. Rappelons que tout
x € [0, 1] s’écrit en base 2 sous la forme

X £n(2)
T = ; o

avec e,(z) € {0,1}, n > 1. (5.22)

Lemme 5.28 (Poisson/Bernoulli) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [0, 1] avec
la décomposition (5.22). Alors X est de loi uniforme U[0,1] si et seulement si les va-
riables aléatoires e, := ,(X), n > 1, sont indépendantes et identiquement distribuées
de loi de Bernoulli b(1/2).

Démonstration : D’abord, on note que X est mesurable si et seulement si les €, n > 1,
le sont. C’est clair dans le sens réciproque, X étant limite des sommes partielles qui sont
alors mesurables ; dans le sens direct, on procede par récurrence en écrivant

p—1

£p = [2I’X — Z 2”_’“54

k=1

ou [z] désigne la partie entiere de z. On suppose que les €, sont indépendantes et iden-
tiquement distribuées de loi de Bernoulli b(1/2) et on calcule la fonction caractéristique

de X :

p(t) = E =E

o (i3250)]

. N Ek T
oo (32 5)] = e

k=1

+oo
. €k
exp (z Z ?t>
k=1
(convergence dominée)

n

" t r 1+ €it/2k it /ok+1 t
_ . Y- L, T it/2
Jim TTen(50) = i TT—=5— = tim TL (e con (5))

“+o00 Zt —+00 t —+00 t
_ Z H _ it/QH
= €xp ( 2k+l> COS <_2k+1> =€ COS <_2k:+l>'

Mais de sin¢ = 2 cos(t/2) sin(t/2), on déduit sin(t/2) = 2" [T,_, cos (¢/2"1) xsin (¢/2"1)
et donc

ﬁ" t ) y sin(t/2) 2sin(t/2) /2 — =it/
cos( —— ) = lm = = .
LA TTN2EFL) nhioo 20 sin (£ /2741 t it
On a alors va i ,

px(t) =P =0 = C -

1t it
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c’est a dire X ~ U0, 1].

Réciproquement, pour tout n > 1 et a; € {0,1},1 <i<mn,ona

~ a; — a; 1
]P’(elzal,...,en:an) = ]P( %§X<;%—|—Z§>

i=1 i>n
"L a; "L a; 1 1
= ]P’( — <X < — _> S

21— Z 20 * 2n on’

i=1 =1
ce qui permet de voir par récurrence que P(e; = a;) = 1/2 et P(El =ay,...,&, = an) =
]P’(sl =ay)...Ple, = an), soit €;, 7 > 1, sont indépendantes et identiquement distribuées
de loi b(1/2). O

Lemme 5.29 (Suite de variables uniformes 7id) L’espace de probabilité ([0, 1], B([0, 1]), \),
ot X\ est la mesure de Lebesque sur [0, 1], supporte une suite (Uy,)n>o de variables aléa-
toires uniformes indépendantes et identiquement distribuées.

Démonstration : Par le Lemme 5.28, w € [0, 1] s’écrit en base 2 sous la forme (5.22) avec
en = en(w) € {0,1}, n > 1, indépendantes et de loi b(1/2).

On considere une injection ¢ de N x N dans N et on pose 7; ; = £,(; j). Les variables aléa-
toires 7); ; restent indépendantes et identiquement distribuées de loi b(1/2). On pose alors

U, = Zj:l’ n: ;277 et on observe par le théoréme des coalitions ([Bre-proba, Th. 5.1.1])

que les variables aléatoires Uy, Uy, ... sont (mutuellement) indépendantes, de loi uni-
forme sur [0, 1] (Lemme 5.28). O

Proposition 5.30 (Construction d’une chaine de Markov) Soit E un espace au plus dé-
nombrable et P = (P(x,y))syer une matrice stochastique. On peut trouver un espace de

probabilité ((NZ,]?, IAPE) sur lequel il existe pour tout x € E une suite ()N(ﬁ)wo qui est une

chaine de Markov de transition P et qui est issue de XE = x (ie. 1o = 0z).

Démonstration : On considere 'espace de probabilité (ﬁ, F, IF’) = ([0, 1[, B([0, 1[), A) et
la suite de variables aléatoires (U;);>1 indépendantes et de loi [0, 1] construites dans le
Lemme 5.29. Soit (y,),>1 une énumération des éléments de E (supposé dénombrable).
On pose )?33 = x puis

_)A(:lx:yk si Z P({L‘,yj) <U; < Z P(x:yj)

1<j<k 1<j<k

o= st Yy P(XLy) <Usn <) P(X7,y)).

1<j<k 1<j<k



Chapitre 5. (©)JCB — M1math — Université de Rennes 103

Par construction, on a ]ﬁ’()?ﬁ =y |)?f{_1 = z) = P(z,y) pour chaque n > 1.

En effet, pour n =1 : comme X§ = x est str

P(XP =y |X§=2) = P(XP =y

= P(Z P(z,y;) < U < Z P(m,w))

1<5<k 1<5<k
1<5<k 1<j<k

Puis comme les variables aléatoires U;, ¢ > 0, sont indépendantes :
IT”()A(%H = Ui ‘)?g = :L‘,Xf = xl,...,)?ﬁ = xn>

_ 1?»( Y P(XIy) <Unn < Y PX2y) |Xg =2 X{ =1, X! =u,)

1<j<k 1<j<k
= I?P/’( > Pan,y) <Unn < Y P(:cn,yj)) (5.23)
1<j<k 1<j<k
1<j<k 1<j<k

en utilisant {)?g’ = xo,)?f =xq,... ,)?,’f = a:n} € o(Uy,...,U,) L U,y pour se débar-
rasser du conditionnement en (5.23). Ainsi par la Définition 5.5, (Xg)n>0 est bien une
chaine de Markov issue de = et de matrice stochastique P. a U

Dans la Prop. 5.30, le choix de l'espace de probabilité ([0, 1], B([0,1]), A) fait dans sa
preuve est un peu arbitraire. On considere un espace vraiment canonique en prenant :
— Q= EN,
— F est la tribu cylindrique o(Cyl) engendrée par la famille Cyl des cylindres

C={weE" 1w, =u,...,w, =1} (5.24)

ouneN,0<4y < - <ipetwzy,...,z, €L.
Sur cet espace mesurable (2, F), w € € est une suite w = (wy,)neny de E et on considere
les applications coordonnées : X, (w) = wy,, n > 0.

Lemme 5.31 La tribu cylindriqgue o(Cyl) est la plus petite tribu rendant mesurables les
applications coordonnées X,, n > 0.

Démonstration : On note G la plus petite tribu rendant mesurables les applications
coordonnées X,,, n > 0, et on montre la double inclusion.
— Soit # € E, alors X,/ '({z}) = {w € EY : w, = 2} € Cyl C 0(Cyl), ce qui justifie
la mesurabilité de chaque X,, pour o(Cyl) et donc G C o(Cyl).
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— Soit €' € Cyl comme en (5.24). Comme C' = () _, Xi;l({mip}), onaC €get
donc Cyl C G et o(Cyl) C G.
U

La suite s’applique avec tout espace de probabilité (ﬁ,f , IE) vérifiant la Prop. 5.30.
D’apres la preuve de cette proposition, ([0, 1], B([0,1]),\) convient mais tout autre es-
pace vérifiant la proposition ferait 1’affaire. On rappelle que, ci-dessous, (2, F) désigne

(EY,a(Cyl)).

Lemme 5.32 Soit v : (@,]?) — (2, F). Alors ¢ est mesurable si et seulement si X,, o1
est mesurable pour tout n > 0.

Démonstration : Le sens direct est immédiat puisqu’il s’agit alors de composition
d’applications mesurables, d’apres le choix de F = o(Cyl).
Pour le sens réciproque, la famille G = {A e F:y (A e .7?} est une tribu qui
contient tous les X 1({z}), v € F, puisque X, '({z}) ={w € BN : w, =2} € Cyl C F
et par hypothese B

VX ({2)) = (X ow) ({2}) € F.
La tribu G rend donc mesurables les applications coordonnées X,, n > 0. Par le
Lemme 5.31, F étant la plus petite tribu rendant mesurables ces applications coor-
données X,,, n > 0, on a F C G et finalement G = F, ce qui signifie que ¢ est bien
(F, F)-mesurable. O

Théoréme 5.33 (Chaine canonique) Soit E un espace d’états au plus dénombrable et
P = (P(z,9))syer une matrice stochastique sur E. Pour toute loi de probabilité v sur
E, il existe une unique probabilité P, sur (Q, F) = (EN,a(Cyl)) telle que sous P, la suite
des applications coordonnées (X, )n>0 est une chaine de Markov de matrice stochastique
P et de loi initiale v.

Démonstration : Existence lorsque v = J,. On commence par traiter le cas de v =
0z, pour x € E, et on cherche une probabilité P, telle que, sous P, les applications
coordonnées (X,,),>o forment une chaine de Markov de matrice stochastique P partant
de z.

D’apres la Prop. 5.30, il existe un espace de probabilité (Q, F, f”) et (X?),>0 une chaine
de Markov de matrice stochastique P avec X§ = x. On considere alors 1'application

%:{ (L F) — (0F)

O — (X;’;”(Uu))nzo.

Par la premiere construction de la Prop. 5.30, pour chaque n > 0, X, 01, = X est une
variable aléatoire. Le Lemme 5.32 assure alors que ¢, est une application mesurable. On
définit alors N

P, =Poy! (5.25)
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comme la mesure image de P par 1),. Par définition de la mesure image, avec Cy = {w €
Q:wy=ux},ona

Po(Xo = x) = P.(Co) = P(¢; ' (Co)) = P((X7)nzo € Co) = P(Xg =) = 1.

Puis, pour tout n > 1, xg,x1,...,2, € E, en notant C,, = {w € Q : wy = xp,w; =
x1,...,w, = Z,} le cylindre associé, on a

P, (Xo = w0, ..., Xp = 2,) = 1@(0,1) =P(4;1(C,)) = P((XE)nz0 € C)

= P(Xg:l‘o,Xlx:l'la"' 7X:;:l‘n)

= P(X§ = z0) Pz, 1) ... P(Tp_1,20) (5.26)
= Oz P(xo, 1) P(21,22) ... P(Tp_1,2y) (5.27)

en utilisant la Prop. 5.13 pour la chaine de Markov (XZ),>¢ en (5.26). D’apres cette
méme Prop. 5.13, (5.27) assure que sous P, (X,)n,>o est une chaine de Markov de
matrice stochastique P, et par construction, elle part de x.

Existence dans le cas général. Etant donné une loi v sur E, on considere

P, =) v(z)P,. (5.28)

zeE

Comme Y, _pv(z) = 1, P, définit bien une probabilité sur (2, F) = (EN,o(Cyl)). De
plus d’apres (5.27), on a

]P,,(XO =x,..., X, = mn) = ZV(:U)]P’x(XO =Tp,..., X, = :L‘n)
el

= Z v(x)0z 2o P(x0, 1) P(21,22) . .. P(Tp_1, )

zel

= v(xg) P(xo,z1)P(x1,22) ... P(xp_1,Tp), (5.29)

ce qui caractérise une chaine de Markov de loi initiale v et de matrice stochastique P
par la Prop. 5.13.

Unicité. Si une autre probabilité P/, satisfait I’énoncé alors, (5.29) est vérifiée pour les
deux probabilités, P, et P! . Cela signifie que P, et P!, coincident sur les cylindres. Comme
I'intersection de deux cylindres est encore un cylindre, Cyl est stable par intersection et
forme donc un 7-systeme. Par le théoreme des classes monotones (Th. 0.2), ona P, =P,
sur F = o(Cyl) (tribu cylindrique engendrée par les cylindres). O

Du Th. 5.33, il résulte la définition suivante :

Définition 5.34 (Loi d’une chaine de Markov) La loi d’une chaine de Markov homogéne
sur E de matrice de stochastique P et de loi initiale v est ['unique probabilité P, sur

(EN,o(Cyl)) du Th. 5.55.
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De plus, d’apres la Prop. 5.13, la loi P, est caractérisée par :
Py({w eENwy=1x0,...,wp = xn}) = v(xg)P(zo, 1) ... P(Tp_1,%n),

pour tout n > 1 et xg,...,x, € E. Dans la suite, on note E, 'espérance P, et lorsque
v =0,, on écrit E, = E;, . De (5.28), on déduit

E, =) v(z)E,. (5.30)

zel

Remarque 5.35 Si (X),>o est une chaine de Markov de loi initiale v, de matrice sto-
chastique P alors pour tout B € F = o(Cyl) : P((X},)n>0 € B) = P,(B). Les résultats
en loi obtenus pour la chaine canonique se transposent donc a toute chaine de Markov
de méme matrice de stochastique P et de méme loi initiale v.

5.5 Propriétés de Markov

Sur 'espace canonique (2, F) = (EY, o0(Cyl)), on considere les opérateurs de décalage
ou translation (ou shift) : si k € N,

@k((wn)nZO) = (Wk+n>n20-

On a O, = O5*. Comme, pour tout n > 0, X,, 00, = X, est mesurable, le Lemme 5.32
assure que les Oy sont des applications mesurables de (Q, F) = (EN,0(Cyl))) dans lui
méme. On note F,, = o(Xy,...,X,), n > 0, la filtration naturelle associée a la suite
(Xn)n>0, E; Despérance sous la probabilité P, du Th. 5.33, ie. E,[14] = P,(A) pour
AeF.

Théoréme 5.36 (Markov faible) Soit G : Q@ — R une fonction mesurable positive ou
bornée. Alors pour tout x € E, on a :

E.[G 0 ©,|F,] =Ex,[G]. (5.31)

De maniere équivalente, pour toute fonction F,-mesurable F' : 0 — R positive ou bornée,
on a :

E.[F x (G00,)] =E,[FEx,[d]]. (5.32)

Les identités (5.31), (5.32) se généralisent au cas ou E, est remplacée par &, l’espérance
sous P, pour toute loi initiale v sur E.

Démonstration : On prouve la formulation (5.31) de la propriété de Markov faible. La
formulation (5.32) en découle par la caractérisation de I’espérance conditionnelle de la
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Prop. 2.4. Pour prouver (5.31), on commence par observer que Ex, [G] est o(X,,) donc
Fn-mesurable en tant que composée de X, et de z € E +— E,[G]. Ensuite, on établit

E[14G00,] =E[14Ex,[G]], VAe F,. (5.33)
Etape 1. On montre d’abord (5.33) pour G = 15 avec
B={Xo=1vo,...,X, =y} € Cyl, (5.34)
pour p €N, yo,...,y, € £. Pour y € E, on a

EQ[G] - Ey |:1{Xo:y0 ..... Xp:yp}]
= Py<X0:y07"'7Xp:yp)
= Lgyo=y3 PWo, y1) - P(Yp-1,Yp)- (5.35)

Lorsque A € F,, est de de forme cylindrique
A= {X() :lL'O,...,Xn :ZL‘n} (536)

pour o, ..., T, € F, comme G 00, = 1{x,—y) .. X,sp=y,}> ON &

Ew [1A X (G o @n)} - Ew [1{Xo:xo ..... Xn=xn} 1{Xn:yo ..... Xn+p:yp}}
= ]PJJC(XO:x(]?"an:$n7Xn:y07"'7Xn+p:yp)
= ]-{zozw}P(x(b xl) s P<xn717 xn)l{xnzyo}P<y07 yl) s P(ypfb yp)

Puis, en utilisant (5.35) on a aussi

ECE [1A EXn [GH = Ew [1A1{yo=Xn}P(y0> yl) s P(ypfly yp)]
= E, [1{X0:z0 ..... Xp=an} Lyo=x1 P (Y0, y1) - --P(yp—hyp)}
= 1{z:x0}P<x07 1’1) cee P('Tnflv In)l{mn:yo}P(ym yl) cee P(ypfla yp)7
ce qui prouve bien (5.33) pour G = 1p avec (5.34) et A € F,, donné par (5.36).
Comme la famille des cylindres Cyl est un 7-systeme, par un argument de classe mono-
tone (Th. 0.2), on étend (5.32) de A comme en (5.36) a A € F,,. En effet,
Ml = {A e F : E$[1A<13 o @n)] = ]E;E [1A]EXn[lB]] }

est une classe monotone (linéarité de E et convergence monotone). Comme (5.33) est
vraie pour A, B € Cyl en (5.34) alors CylNF,, C M;. Puis comme CylN.F, est stable par
intersection, le théoréme de classes monotones (Th. 0.2) assure F,, = o(CylNF,) C M;.
On a alors (5.33) pour tout A € F, et cela prouve (5.31) pour G = 1, B € Cyl.

Etape 2. On montre que (5.31) reste vraie pour G = 1 avec B € F. On pose

My ={BeF :E,14(1p00,)] =E,[14Ex, [15]] VA € F, }.
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Il s’agit de nouveau d’une classe monotone, et, qui contient Cyl, par I’Etape 1. Comme
Cyl est stable par intersection, le théoreme de classes monotones (Th. 0.2) assure encore
F = o(Cyl) C My et on a alors (5.33) pour tout A € F,, et G = 1, B € F, ce qui
prouve (5.31) pour G = 1, B € F.

Etape 3. Enfin, par les arguments usuels de théorie de la mesure (linéarité pour passer
aux fonctions simples, convergence monotone pour passer aux fonctions mesurables posi-
tives, parties positive et négative pour traiter le cas de fonctions de signes quelconques),
on étend encore (5.31) aux fonctions F-mesurables G pour lesquelles les espérances sont
bien définies.

Finallement, lorsque (5.31) est vraie pour E,, on la déduit immédiatement pour E, par
sommation a partir de (5.30) :

E,[Go©,|F] =) v(@)E,[Go0,|F]=> v(z)Ex,[G] =Ex,|[G].

zel zeE

g

La propriété de Markov reste vraie si on conditionne avec un temps d’arrét 7' (Défini-
tion 3.7) :

Théoréme 5.37 (Markov fort) Soit T un temps d’arrét de la filtration naturelle (F,)n>0
de la chaine de Markov (X,,)n>0. Alors pour toute fonction mesurable G : Q@ — R positive
ou bornée, on a :

E:[1{r<t00}G © O1 | Fr| = Lircio}Ex, [G]. (5.37)

De maniere équivalente, pour toute fonction Fr-mesurable F' : 2 — R positive ou bornée,
on a :

Ex [1{T<+oo} F x (G ¢} @T)] = Ew []—{T<+oo} F]EXT [G” (538)

De nouveau, (5.37) et (5.38) restent vrais si on y remplace E, par E,, pour toute loi v
sur E.

Démonstration : D’abord, on observe que 1{r<io}Ex,[G] est Fr-mesurable. En effet
pour tout borélien B

{LiresoyEx, (Gl € B} n{T <n} = | ({]Exk (Gl e BYN{T = k:}) € F,

k<n

car pour k < n, {T' = k} € F, C F,, {Ex,|G] € B} € F, C F, (Fr-mesurabilité
de Ex,[G]. On a donc {1fr<+o}Ex,[G] € B} € Fr et 1yrcio0}Ex, [G] est bien Fp-
mesurable.

Ensuite pour A € Fr, on a

An{T =n} = (An{T <n})\(An{T <n-1}) € F,
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puisque AN{T <n} e F,et AN{T <n—-1} € F,,_1 C F,. On a alors

+o0 +00
E, [1A1{T<+00}G o) @T} = Z E, [1AF‘I{T:n}G o @T} = Z E, []—AF‘I{T:n}G o @n}
n=0 n=0
+o00 400
- ZEGC [Langr=nEx, [G]] = ZEx [Langr=n}Ex,[G]]5.39)
n=0 n=0

— ]Ex [1A1{T<+OO}EXn [GH

en appliquant la propriété de Markov faible (5.31) dans (5.39).

Comme pour le Th. 5.36, on montre que (5.37), (5.38) restent vraies pour E, & partir de
(5.30). 0

La situation la plus intéressante du Th. 5.37 est lorsqu’on sait que 7" est fini p.s. :

Corollaire 5.38 Soit T' un temps d’arrét tel que P.(T < +o00) = 1. On suppose qu’il
existe y € E tel que P.(Xr = y) = 1. Alors sous P, Or est indépendante de Fr et a
pour loi P, ce qu’on peut écrire :

Fr lp, ©p ~P,.
Ce corollaire s’applique typiquement avec 7' = T, = inf(n > 0 : X,, = y), le temps
d’atteinte de y € E (récurrent, cf. Déf. 6.3).
Démonstration : Soit A € Fr et B C E, alors

Px(A, @T - B) = EI [].A 1g0 @T] = EI [1A]EXT[1BH
= E,[14E)[15]] = E,[14]E [15] = P,(A)P,(B).  (5.40)

Avec A = Q, (5.40) donne P,(O7 € B) = P,(B), c’est a dire O & P,. Et en ré-injectant
cette égalité dans (5.40), on a pour tout A € Fret BC E

Px(A, Or € B) = Pm(A)Pm(@T € B)
soit .FT JL[px @T- ]

Remarque 5.39 (Propriétés de Markov sous P,) Les propriétés de Markov faibles (5.31),
(5.32) du Théoreme 5.36 et fortes (5.37), (5.38) du Théoreme 5.37 restent vraies si on
remplace E, par E, pour toute loi initiale v. En effet, on rappelle que P, = > _ . v(z)P,
et B, = > cpv(2)E,, cf. 5.28). Ainsi en sommant convenablement par exemple 1'égalité
(5.38) on obtient

E,[F x (Go©O7)] =E,[F Ex,[G]]. (5.41)

De méme pour (5.31), (5.32) et (5.37) et pour le Corollaire 5.38 qui restent vrais pour
P, a la place de P,.



Chapitre 5. (©)JCB — M1math — Université de Rennes 110

Reformulation de la propriété de Markov

En notant C,,((Xn)nzg) la loi de la chaine de Markov (X, ),>0 avec Xy ~ v, la
propriété de Markov (5.38) s’écrit

L, (Xa)nzrFr) = Lxp ((Xa)nz0), (5.42)
ou pour B € F =o(Cyl) :
PV((Xn)nZT c B|fT) = PXT<(Xn)nZO € B)

Lorsque T est un temps d’arréet, il s’agit de Markov fort ; lorsque T' = p est déterministe,
il s’agit de Markov faible.

Avec des indicatrices, les propriétés de Markov s’écrivent encore

Corollaire 5.40 Pour tout A € F, (z,)ns0 € EN, y € E, et T temps d’arrét (ps fini) :
P,(6,X € A|Xo==0,..., X, =2,) = P, (X€A) (Markov faible)
P, (07X € A|Xo=10,....Xr=y) = Py (X €A (Markov fort).

Démonstration : On prouve la formulation Markov fort, celle-ci contient la formulation
Markov faible quand on prend le temps d’arrét constant T = p.

77777

Ey [1{xo=so,.. Xp=y} L {xc0reay E, [1xo=zo,... x7=y} Exy[1ixeay]]
= B, [1{xXo=ro. .. xr=y} Ey[lxeay]
= Eu[1ixo=oo.Xr=y} | Ey[1{xen]
= P,(Xo=12,..., X7 =y)P,(X € A)
On a donc

P, (07X € A,XO =Zo,..., X7 =1Y)
P,(Xo = X7 =y)
]EV[]'{XO =x0,...,XT= y}l{X09T€A}]
P, (Xo =z0,..., X7 =17)

]P)I/(@TX EA‘XOZ.CEo,...,XT:y)

g

La propriété de Markov justifie également que, pour une chaine de Markov, passé et
futur sont indépendants sachant le présent :

Corollaire 5.41 (Passé, présent, futur) Soitn > 1 et A € F, et B € o(Xy : k > n)
alors
P(A N B|X,) = P(A|X,) B(B| X,).

De la méme facon, si T est un temps d’arrét P,-ps fini. Alors pour A € Fr et B €
{671 (A): A€ F}, ona

P(AN B[Xr) = P(A[X7)P(B[X7).
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Remarque 5.42 Comme Op est mesurable, {©7'(A) : A € F} est une tribu qui contient
les évenements réalisés apres T'. Cest la fagon correcte d’écrire o(Xy : k > T) puisque
les évenements typiques en sont {(Xi,...,X,) 0 Or € B} = {(Xry1,...,X7r4n) € B}
pour tout B € o(Cyl).

Démonstration : Soit A € F,-mesurable et B € o(X} : k > n). On peut écrire B =
Theta,*(B'). On a alors

Px(A N B|Xn) = ]P)x(A N @r_zl(B/”Xn) = ]E:c [1A 1p o @n‘Xn}

= E,[E.[141p 0 0,|F,]|X,]
(conditionnement en cascade du Th. 2.12)

= E,[14E,[1p 0 6,|F,]|X.,]

= E, [Ez[lA Ex,[1p/]|Fx] |Xn]
(par la propriété de Markov (5.31))
Eo[14]Xn] Ex, [15/]
P.(A|X,)Px, (B). (5.43)

Avec A = Q, (5.43) donne P(B|X,,) = Py, (B’), ce qu’en ré-injectant dans (5.43) donne

pour tout A € F, et B € o(Xy : k > n), ce qui prouve la premieére partie du Corol-
laire 5.41. La deuxieme partie se prouve de la méme facon avec la propriété de Markov
forte (5.38) en (5.43). O



Chapitre 6

Reécurrence et transience

Introduction et notations

Exemple 6.1 Sur l'espace F = {1,2,3,4,5,6}, on considére une chaine de Markov de
matrice de transition

1/2 1/2

0 0
|z oo
P=1"0 1)
0 0
0 0

Le graphe associé est alors

Les états {1,2,3,4} semblent visités un nombre fini de fois P;-ps. Au contraire, {5,6}
sont visités une infinité de fois IP;-ps.

Exemple 6.2 Sur l'espace £ = {1,2,3,4,5}, on considére maintenant une chaine de
Markov de matrice de transition

/2 0 0 0 1/2
0 1/2 0 1/2 0
P=| 0o 0o 1 0 o0

0 1/4 1/4 1/4 1/4
/2 0 0 0 1/2

112
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Le graphe associé est alors

Cette fois, Po-ps les états 2 et 4 semblent visités un nombre finis de fois, alors que {1,5}
et {3} sont visités une infinité de fois mais ne communiquent pas.

L’objet de cette section est de comprendre le comportement qualitatif d’'une chaine de
Markov comme dans les exemples ci-dessus. Il s’agit d’'un comportement qualitatif car
les assertions précédentes ne semblent pas dépendre des probabilités de transition mais
seulement de leur non-nullité.

On verra ensuite ce qu’on peut donner comme information quantitative sur la chaine,
par exemple la proportion de temps passé en un état.

Notations

On considere (X,,),>0 une chaine de Markov d’espace d’états E et de matrice sto-
chastique P. Si nécessaire, on travaille avec la chaine canonique construite dans le Théo-
reme 5.33. Dans la suite, on note E,, ’espérance par rapport a IP,, c¢’est a dire on suppose
que la chaine part de = (ie. puy = 0,). Pour y € E, avec la convention min () = +o00, on
note

T, = min (n >0:X, = y) (temps d’atteinte de y)

+oo
N(y) = Z 1¢x,—y} (nombre de visites en y).
k=0

On note également
T, = min (n >0:X,= y) (temps d’atteinte de y)
+o00o

N(y) = Z 1{x,—,} (nombre de visites de y apres le départ).
k=1



Chapitre 6. (©)JCB — M1math — Université de Rennes 114

Les variables aléatoires T}, et T y sont des temps d’arrét pour la filtration canonique
associée a la chaine de Markov (X,,),>0, cf. 2 dans ’Exemple 3.9.

On a les liens suivants selon le point de départ de la chaine :
— sous P,, avec x # y : T T, est le temps d’atteinte de y et N(y) = N(y);

— sous P, T > 0 = T(y) est le temps de retour de la chalne en y et N( ) =
N(y) —1;

On note également p, , = P, (fy < +oo) la probabilité que partant de x € E la chaine
puisse arriver en temps fini en y € E. En particulier, p, , est la probabilité que la chaine
partant de z finisse par y revenir.

Enfin, par récurrence, on définit les temps de retours successifs en y € E avec Ty(o) =0
(convention) et pour k > 1 :

Ty(k) = inf (n > T(kfl) X, = y) (6.1)
= T(k 1) +T O@T(k 1), (6.2)

ou (6.2) vient de

TH = T +inf (>0 X, 751 =y)=TF Y +inf (j >0 : X;00,4 1 =1y)

F=D 4 inf (j >0 : Xj = y) o T;k_l) = Ty(k_l) + Ty(l) o @TZSI@—I).

<
<

<3

— Observer que, par (6.1) ou par (6.2), lorsque TF Y = 400 alors T

— Lorsqu’ il est fini, I'intervalle de temps [T; y(kfl) 1 y(k) | s’appelle une excursion de la

chaine entre deux visites en y.
— Les variables aléatoires Tsz) sont des temps d’arrét puisque pour tout p > 0 :

= 400 aussi.

{T;k) <p} = {la chaine est passée n fois en y avant la date p}
co(Xi,....X,) = F,

6.1 Etats récurrents et transitoires

On distingue les états selon la propension qu’a la chaine d’y revenir :

Définition 6.3 (Récurrence et transience) Soit (X,,),>0 une chaine de Markov.
— Un état x € I est dit récurrent si py o = Py (Tm < +oo) =1.
— Un état x € E est dit transitoire (transient) si py. = P, (Tm < —i—oo) < 1.

En particulier, on appelle état absorbant tout état = € E tel que P(x,z) = 1 (Déf. 7).
Un tel état est récurrent puisque p,, = P, (Tx = 1) = P(xz,z) = 1.
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Nombre de passages

Pour un état transitoire x, une chaine partant de x a une probabilité non nulle de
ne jamais y revenir alors que si I’état est récurrent, elle y reviendra une fois et donc par
récurrence, avec la propriété de Markov forte, une infinité de fois. On formalise cette
intuition dans la proposition suivante qui montre que le nombre de passages en un état
x dépend fondamentalement de sa nature récurrente ou transitoire.

Proposition 6.4 (Nombre de passages en un état) Pour tout état v € E, on a l’alter-
native suivante :
(1) Six est récurrent alors N(z) = 400 Py-ps (N(z) " Oto0)-
(2) Six est transitoire alors
N(2) % G(1 = pra)- (6.3)

En particulier, N(z) < +o00 P,-ps et E,[N(z)] = 17,1>“'

Démonstration : D’abord on a P,(N(z) > 1) = 1. Ensuite, on observe que sous P,,
lorsque T, < 400, on a :

N(z) = Z Lixy=ey = 1+ Z Lixy=ay = 1+ Z 1{Xj+fz:“}

k>0 k>T, §>0

= 143 Lxpeop ooy = 1+ (Z 1{Xj:$}> 00z =1+ N(x)o0z. (64)

Pour & 2 1, on a donc 1{N(m)2k+1} = 1{ﬁ;<+oo}]‘{N($)Zk} o @j:z Px—ps, et :

P,(N(z) > k+1) = E[linwestny] = Ee[1i7 ooy Livazr © O7 ]
= Eu[1i7 ooy Bxy, Livwzn]] = Po(Te < +00) By [1ine)zr]

(propriété de Markov forte sous la forme du Corollaire 5.38)

= praPa(N(x) = F).
Comme P, (N(z) > 1) = 1, on déduit d'une récurrence immédiate que
P.(N(x) > k) = pk,". (6.5)

Des lors,
— (1) lorsque z est récurrent alors p,, = 1 et en faisant k — 400 par convergence
monotone, on obtient

P,(N(z) = 400) = lim P,(N(z) > k) =1,

n—-+oo

ie. N(z) = +o00 P,-ps;
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— (2) lorsque x est transitoire alors p,, < 1 et (6.5) donne pour tout k& > 0

P,(N(x)=k) = P,(N(z)>k)—-P,(N(z)>k+1)
= fra —Pag=Pog (1= poa) (6.6)
et il vient N(x ) S G(1 — pyo). A fortiori, on a E [N(x)] = 1/(1 — p,.) et

N(x) < 400 P,-ps.
U

Lorsque la chaine part d'un état x différent de 1’état y ot on considere les visites de la
chaine, la Prop. 6.4 prend la forme suivante :

Proposition 6.5 (Nombre de passages en y partant de = # y) Soit x,y deuzr états avec
x #y. Sous P, (ie. lorsque la chaine part de x),

(1) Si y est récurrent (p,, = 1) alors partant de x, soit la chaine ne rejoint pas y
(N(y) = 0) soit elle le rejoint une fois puis alors une infinité de fois (N(y) = +00) :

P,
N(y) ~ (1 - px,y)(SO + px,y5+ooa (67)
on aPy(N(y) = +00) = puy-
(2) Siy est transitoire (p,, < 1) alors le nombre de passages en y est de loi
Py
N<y> ~ (1 - px,y) 50 + Pz.y g<1 - py,y)a (68)
et on a P,(N(y) < +o00) = 1.

Démonstration : On suppose que la chaine part de = # y. On a {]V(y) > 1} = {Ty <
+o0} et
P, (N(y) > 1) =P, (Ty < +oo) = Puy-

Etant donné my, me > 0, la probabilité que la chaine partant de z visite y la premiere
fois a la date m; et n’y revienne qu’en date m; + msy est

Px (T(l) =my, Ty(Q) =mi + mg)

{T“) 1} 1{T<2>—m1+m2ﬂ

= x[ (789 —my }EX o [l{T(l) }]] (par Markov fort avec le Corollaire 5.38)

) ( mz) (car X o =Y et donc Ex o =E,).

On a donc

P.(N(y) = 2)
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+oo
= Z P, (X visite y la premiere fois a la date m; et n’y revient qu’en date m; + mg)
m1,ma=1
+00 +oo  +oo ~ _
= ) P(TV =mi, TP =matm) = > > Po(T, = ma) Py(T, = my)
m1,ma=1 mi1=1mao=1
+oo _ +oo _
= <Z PJE(Ty = m1)> (Z IP>y(Ty = m2)>
m1=1 mo=1

= Pu(T, < +00) Py(Ty < +00) = pay Pyy-
Plus généralement, un raisonnement analogue montre que pour k£ > 1 :
P.(N(y) > k) = poy Py (6.9)

En effet, pour my,...,my > 1, on a

k
H 1{Ty(j):m1+"~+m]-}]

Px( ﬂ {T;j)zml—f-"'-i—mj}) =E,

1<j<k ey
[ /k—1
=E, (]]1: 1{T,§j)—m1+.--+m]-}> 1{T(k>—m1+~~+mk}]
i
= B (1—]1: 1{Tg§j)m1+~--+m]-}> 1{Ty(1):mk} © @Ték—l)
L \j=

(car par (6.2) : Ték) = Ty(k_l) + Tgfl) o @Tékfl))

k—1
=B [ (H 1{T§j>m1+~~~+mj}> B, [1{Ty<1):mk} o @Tékfl) ‘FTZSFDH
j=1

fTw-n—mesurable
Yy

(car, pour j < k —1, Ty(j) est Fx-n-mesurable)

M k-1
=E, (H 1{T§j)m1+~..+mj}> ]EXTy(kil) [1{T§1>mk}}]

j=1
(par Markov fort avec le Corollaire 5.38)

[ /k—1
~E, (H 1 {Tsﬂmﬁ,,,m]})

J=1

E,[1

{T;”:mk}]

1<j<k—1

k—1
= (Px(Ty(l) =my) H]P)y(Ty(l) = my)) Py<Ty(1) = my,)
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Y

= (1) = m) [[ BT = m))

par hypothese de récurrence pour Px(m1§jgk_1{Ty(j) =my+---+ m]}> On a alors

P.(N(y) > k)
= Z IP’x(X visite y la j-eme fois a la date mq + - - +m;, Vj € [1, k:]])

mj;>1
1<j<k
- R ()= m )
my>1 1<j<k
1<j<k
k
= Z Px(Ty(l) = my) pr(Ty(l) = m;)
m;>1 j=2
1<j<k
k
) (Z BT = ml)) [T{ > Pum =my
mi12>1 7j=2 mj>1
k
=P, (T{V < +00) [[Py(T) < +00) = pay ol
j=2

ce qui établit (6.9).
Puis comme P, (N(y) = k) =P, (N(y) > k) —P,(N(y) > k — 1), on a aussi

Po(N(y) = k) = ptc,yp}gj,;l(l — Pyy)y k21, (6.10)

et
Po(N(y) = 0) = 1 = P,(N(y) > 1) = 1 — p,. (6.11)

Dans le cas ou y est récurrent (p,, = 1), on déduit de (6.9) par convergence monotone
que
B,(N(y) = +o0) = lim E,(N(3) > k) = .

ce qui établit 1). Puis 2) découle de (6.10). O

Remarque 6.6 — Attention, dans le cas x = y, les formules (6.10) et (6.11) sont
remplacées par (6.6) dans la Proposition 6.4. La différence vient du fait que sous
P,, on a N(z) > 1 puisque la chaine part de z. Il y a donc un décalage dans le
compte des passages en x di au point de départ.

— En fait, ces formules (6.10) et (6.11) sont intuitivement claires avec la description
heuristique suivante : pour que partant de z la chaine visite m fois y, elle com-
mence a aller de z a y (facteur p,,) puis visite y m — 1 fois (facteur p,, pour
chaque visite donc globalement p”"') et n’y retourne plus (facteur 1 — p, ).
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— Les Propositions 6.4 et 6.5 décrivent la différence fondamentale entre un état
transitoire et un état récurrent :
— Si I’état y est transitoire, alors quelque soit ’état initial de la chaine, il y aura
un nombre fini de passages en y et le nombre moyen de passages est fini aussi.
— Si l'état y est récurrent alors quand la chaine part de cet état, elle y repasse
une infinité de fois. Si elle part d’ailleurs soit elle n’y va jamais soit elle y va
une fois et alors elle y retourne nécessairement une infinité de fois.

Potentiel ou fonction de Green

A la chaine de Markov (Xn)n>o0 de matrice stochastique P, on associe :

Définition 6.7 (Potentiel/fonction de Green) Soit x,y € E, on note G(z,y) le nombre
moyen de passages en y de la chaine partant de x :

—+00 400
k=0 k=0

(Les égalités ci-dessus viennent du théoréme de convergence monotone et de I’expression
N(?J) = Zkzo 1{Xk=y}'>
Théoréme 6.8 (Nature et potentiel)

1) Sty est un état transitoire (p,, < 1), alors le potentiel (fonction de Green) G(x,y
Y.y
est fini pour tout état x et vaut

e stz Ay,
G(z,y) = { A
1—-py, Y

(2) Siy est un état récurrent alors G(y,y) = +oo et
— 81 pyy =0 alors G(z,y) =0;
— 81 pyy >0, G(z,y) = +00.

Démonstration : La preuve vient de la Proposition 6.5 et des lois (6.7)—(6.8) de N(y)
sous P, lorsque = # y ou (6.3) lorsque x = y.

D’abord, si x # y, alors par la Prop. 6.5 :

(a) Soit y un état transitoire, G(z,y) = E,[N(y)] est l'espérance de (1 — ps,)do +
Pay G(1 = pyy) donc vaut pgy /(1 — pyy).

(b) Siy est récurrent, G(z,y) = E,[N(y)] est I'espérance de (1 — py4)d0 + pay0t0o donc
vaut 0 si p,, = 0 et +00 sinon.

Ensuite, si x = y, alors par la Prop. 6.4 :

(a) Soit y un état transitoire, G(z,y) = E,[N(y)] est I'espérance de G(1 — p,,) donc
vaut 1/(1 — py.y)-



Chapitre 6. (©)JCB — M1math — Université de Rennes 120

(b) Siy est récurrent, G(z,y) = +oo puisque N(y) = +oc.
U

De l'alternative du Théoreme 6.8, on déduit immédiatement un critere de récurrence a
I’aide du potentiel :

Corollaire 6.9 (Récurrence et potentiel) Un état x est récurrent si et seulement si G(x,x) =

+o00.
Corollaire 6.10 En convenant que 0 X (+00) =0, pour x # vy, on a :
G(2,y) = pay G(y,y)- (6.12)

La preuve du Corollaire 6.10 s’obtient des expressions explicites de G(z,y) dans le Théo-
reme 6.8. On peut aussi le prouver directement a partir de la propriété de Markov forte :

Démonstration : Soit z # y. Sous P,, lorsque 7, = 400 on a N(y) = 0 et lorsque

T, < +o0
N(y) = #n>0: X, = ):#(nZTy:Xn:y)
= #(k>0: Xpyr, =y) =#(k >0 : X007, =y)
#(kZOZXk:y)O@Ty— ()O@Ty

On a donc N(y) = N(y) o O, P,-ps et par la propriété de Markov forte (5.38) (sous la
forme du Corollaire 5.38), on a alors

E:[N(y)] = Eo[liz,<ro} (N(y) 0 O1,)] =Eo[L{z,<so0) Eo[(N(y) 0 O1,) [ Fo, ]
[

1{Ty<+oo} Exn, INW)]] = B [Lz, <00} By [N (9)]

ie. G(ZL‘,y) = Pzy (y7y) -

On précise la notion de récurrence d’un état selon la durée moyenne d’un retour en cet
état.

Définition 6.11 (Récurrence nulle et positive) Un état x récurrent est dit récurrent po-
sitif st m, = E, [Tx} < +o00. Il est dit récurrent nul si m, = E, [Tx] = +00.
Ainsi B B

— si x est récurrent positif T, < +o00 P,-pset m, =E, [Tx] < 400,

— si x est récurrent nul : T < +00 P,-ps mais m, = E, [T} 400

— sl z_est transitoire : Tx = 400 avec probabilité P, positive et a fortiori m, =
E,[T,] = +oo.

Définition 6.12 (Chaines récurrente et transitoire) Une chaine est dite :
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— transitoire si tous ses états sont transitoires;

— récurrente si tous ses €tats sont récurrents ;

— récurrente positive si tous ses états sont récurrents positifs ;
— récurrente nulle si tous ses états sont récurrents nuls.

Remarque 6.13 (1) Noter que si y est un état transitoire alors pour tout = € E,

lim P"(z,y) = 0.

n—-+00

En effet cela découle de la convergence de la série G(z,y) = Z:(’] P(z,y) < +o0.

(2) Si une chaine (X,,),>0 a un nombre fini d’états, alors nécessairement il y a au moins
un état récurrent et la chaine ne peut pas étre transitoire. En effet, si tous les états
étaient transitoires alors on aurait 1'égalité absurde suivante :

0= nl_l)gl_loop (x,y) = nl_l)gl_loo P (x,y) = nglfoopm<x" €eFE)=1
yek yekE
La premiere égalité vient de 1) ci-dessus, la deuxieme du fait que la somme Zye 5
est finie.
Excursions

On rappelle que les Ty(k), k > 0, désignent les dates de retours successifs de la chaine en
y et qu’ils sont définis en (6.1) et satisfont (6.2).

Proposition 6.14 (Indépendance des excursions) Sachant Tzfn) < 400 (qu’on suppose
non négligeable), les variables aléatoires A?(,k) = T;k) — Ty(k_l), 1 <k < n, sont 1id sous
P,.
Démonstration : Il s’agit de montrer pour des fonctions ¢;, 1 < i < n, mesurables
bornées sur Ry, on a :

n

o, [T (a0 |1 < oe] = TTE [aa) 10 < vo] . 19
i=1 i=1
Comme T, = 7 AY) on a
(T < o0} = [{AY < +oo}, (6.14)

i=1
et on commence par montrer que pour toutes fonctions g;, 1 < i < n, mesurables bornées

sur R :
n

E H <g@ (Ayl)) 1{Az(f)<+oo}>] = H Ey [gz (A§1)> 1{A<yl)<+oo}} . (615)
=1

Y

=1

On procede par récurrence sur n > 1. Pour n = 1, 'égalité (6.15) est immédiate. On
suppose alors (6.15) établie pour n — 1 fixé et on la prouve pour n. Pour cela, on observe
que
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— les variables aléatoires Ag,l), e ,Aén_l) sont F »-1)-mesurables,

— @T(n 1 est indépendante de F -1) et de loi IP’: (propriété de Markov forte, Co-
Yy
rollaire 5. 38)
— AP =APo @Tén—l) . en effet par (6.2), on a T\ = T" ™V + TV o @T<n 1y et on
a donc
A _ ) _ 1) _p() 5 g

y y y y "t

_ A )
) Ay 9] @Tén 1).
En utilisant dans la 3-eme égalité la propriété de Markov fort (Corollaire 5.38), on a :

n

H (gi(Ag))l{Aé”Goo})]

E

Y
=1

n—1
_ () 1
- ok (AL ) (A5 2 O ”)1{A§,1>09T;n1><+oo}]
[n—1
_ (AA® ¢
= Ey ]]1: (gZ(A?(J )1{A(l)<+ }> Ey In (Ay ) ¢} @Ténin)1{A§1)O@T(n_1)<+00} “FT;’LD]]
| 1= Y
[n—1
— (A® . 1)
= By 11 (gZ(Ay )1{A§])<+oo}> ]EXTy(n—l) [gn(Ay )1{A(yl><+oo}u
:n—l
i 1
= E, <gi(Aé))1{A(“<+oo}> E, [gn(A?(J))l{Aél)<+oo}]
L i=1
n—1
1 1
= TIE [sAM)1 a0y | B oAy, ]
=1

en utilisant ’hypothese de récurrence, ce qui prouve (6.15) par récurrence.

On déduit deux cas particuliers de (6.15) :
— Lorsque toutes les g; sont égales a 1, (6.15) devient

P, (T{" < 400) =P, (AN < +00)". (6.16)

— Lorsque les g; sont égales a 1 pour tous les j # 4, (6.15) devient

E, [gi(Az(j))l{Tén)<+oo}} = Ey |g (Ag)) H 1{A5j'><+oo}]
j=1

= E, <9i (Aéi))lmgkm}) H 1{A§j)<+oo}]

= Ey[gi(A§1)> (AN <400 } HE {A§,1><+oo}]
J#i
| x Py (AN < 400)"1(6.17)

= K, [gi(Al(jl))l{Aél)<+oo}
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Finalement pour montrer (6.13), on écrit :

E, |:<H7, 19 Z(A( )) {Té")<+oo}}
P,(T{" < +00)

[T () |7 < oc

£, [ (9:a) 10|
= - : ) Sy <oos) (en utilisant (6.14))
Py(Ty" < 400)

[[imi Eylgi AP M <too
_ By ((n)y ) {Ay <+ }] (en utilisant (6.15))
P, (T," < +00)

n (1)
T (B [0 L s y]) T, P AL < o0yt
P, (13" < +00) P, (7" < +oo)™!

-~

=1
[Ties <]Ey [gi(Aél))l{A§1)<+oo}} Py(Az(Jl) < +00)n_1>

_ . (6.18)
P,(Ty" < +oo)"

en notant grace a (6.16) que [[;, P (A Y < foo)nl = IF’y(Ty(n) < +00)" . En utilisant
(6.17), on a alors

n (4)
) | 7 i By [g“' (&) 1{T5")<+oo}]
Hgl A < 4oo| = o
P, (T, < 4o0)"
:HE [glAZ ()<—|—oo]
Finalement, on a obtenu (6.13) ce qui prouve la Proposition 6.14. O

Temps passé en un état

On note N,(y) (resp. Nu(y)) la variable aléatoire qui indique le temps passé en un
état y € E jusqu’au temps n en comptant la date initiale (resp. en ne la comptant pas) :

V) =D L=y ot Na(y) =D lx=—y), (6.19)
k=0 k=1

et G,(z,y) le temps moyen passé en y jusqu’'au temps n lorsque la chaine part de z :

Gz, y) = Zpkxy
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Théoréme 6.15 (Proportion du temps de visite) Pour tout état y € E et toute loi ini-
tiale v, on a
Na(y) _ Lify<io0)

li P, -ps. 6.20
nﬁufoo n My ps ( )
De plus, pour tout x € E, on a
Gz, z
lim Cn®Y) ey (6.21)
n—+o00 n my

Remarque 6.16 Ces résultats se justifient heuristiquement : dés que la chaine atteint
un état y récurrent, elle revient en y en moyenne en m, étapes. Donc si T, < +o0,
et n est grand, la proportion d’étapes parmi les n premieres ou la chaine est en y est
d’ordre 1/m,,. Le résultat (6.21) vient de (6.20) en prenant l'espérance. Par ailleurs si y
est transitoire, il y a un nombre fini de visite en y donc la proportion du temps passé en
y est asymptotiquement nulle, ce qu’on retrouve avec m, = +oo dans ce cas.

Démonstration : a) On commence par considérer le cas y récurrent et une chaine de
Markov qui démarre de ce y. Avec probabilité 1, la chaine revient en y une infinité
de fois (Proposition 6.4). Comme y est récurrent, Tén) est fini P,-ps pour tout n > 0
(T y(n) = 0), et la Proposition 6.14 donne que les variables aléatoires Ag(f) = Ty(k) - T;k_l),
k > 1, (durée entre la (k — 1)-eéme visite et la k-eme visite en y) sont 7#d. Comme

Ty(n) = A?(,l) +---+ Ag(,n), la loi des grands nombres (LGN) donne alors, P,-ps

i) AD LA
Ji o=l SR (622

En effet,
— si my, < 400, alors Ag(,l) € L' et (6.22) s’obtient directement par la LGN ;
— si m, = +o00, on commence par appliquer la LGN aux variables aléatoires 7id

(Ag) Aa) € L' ot a > 0 quelconque est préalablement fixé :
1 n
. (AN Aa) + -+ (AFY Aa)

n——+oo n

=E, [Ag) A a}.

Comme Ag(,l) > Ag(,l) Aa, on a

A(l) L A(”)
lim inf =2 + oy
n—-+4oo n
(A Aa) + -+ (AFY Aa)
> liminf ~—~ Y
- n—o4oo n

= Ey[A?(Jl) Aal.

Mais comme par convergence monotone ]Ey[Az(,l) Aal S Ey[Aél)] =m, = 400
quand a — 400, on a

NSOV

lim
n—-4o0o n

ce qui correspond a (6.22) avec m, = +00.
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Par définition de Ték) et N,(y), on a
Ty(]vn(y)) S n < Ty(ﬁn(y)Jrl)

et donc pour n assez grand (pour assurer N, (y) > 1)

TN ) R+

= < Nn < =
No(y) — Na(y) Na(y)

Mais comme N,,(y) — 400 P,-ps et (Nu(y) + 1)/Nu(y) — 1 quand n — +o0, la LGN
(6.22) donne aussi :

(6.23)

T ) R )+1)

U LN _ N (6.24)
Nn(y> n—+00 Nn(y) n—-+oo
Le théoreme des gendarmes, (6.23) et (6.24) assurent alors que P-ps :
_ n
lim =—— =m,,
n=tee Ny (y)

ce qui prouve (6.20) dans ce cas (départ de la chaine de y, récurrent) puisque Nn(y) /Nn(y) —
1 quand n — +oc.

b) On suppose maintenant que la chaine part de # # y. Dans ce cas, la chaine peut
ne jamais rejoindre y. Cependant si elle rejoint y, 'argument précédent s’applique et se
réécrit alors

No(y) L7, <00

lim = P,-ps.
n—-4o0o n my

On a donc (6.20) P,-presque stirement pour tout x € E lorsque y est récurrent.

¢) On considere y transitoire et la chaine part d’un état x quelconque. Par la Prop. 6.4 et
la Prop. 6.5, on a lim,, o N,(y) = N(y) < 400 P,-presque surement pour tout = € F,

et donc N
lim n(Y)
n—-4oo n
ce qui correspond a (6.20) dans ce cas puisque m, = 0. On a donc établi (6.20) P,-ps
pour tout x € E.

=0

d) En notant que si P,(A) = 1 pour tout x € E alors par la définition de P, en (5.28),
ona:

zeE zelR
on a encore (6.20) P,-presque stirement pour toute loi initiale v.

e) Pour prouver (6.21), on observe que 0 < N, (y)/n < 1 puisque 0 < N, (y) < n. Dés
lors, le théoreme de convergence dominée permet d’obtenir (6.21) de (6.20) :

lim ]El[ (y)} =E, [ lim M} :]Ex{ {Ty<+ }] _ ( y oo) P v
" my my my

n—-+4o0o n—-+4oo n

g
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6.2 Ensembles clos et irréductibilité

Relations entre états

On note Er I'ensemble des états récurrents et Ep ’ensemble des états transitoires.
D’apres la Proposition 6.4, on a
E=FErUE7. (6.25)

Dans cette section, on précise cette partition de 'espace d’états E.

Définition 6.17 Etagt donné deux états x,y € E, on dit que x peut mener a y et on note
T~ Y Sl Pry = Pz(Ty < +oo) > 0.

Proposition 6.18 Pour des états x,y distincts, on a les équivalences :

(1) x~y;

(2) G(z,y) >0;

(3) In > 1 tel que P™(x,y) > 0, ie., avec une probabilité strictement positive, il existe
un chemin de x a y en un nombre fini d’étape.

Démonstration : On suppose que la chaine part de x # .

1)<=2). Comme {N(y) > 1} = {T, < +oo}, on a P,(N(y) > 1) = p,,. La condition
pzy > 0 est alors équivalente a avoir N(y) > 1 avec probabilité P, positive donc a
G(z,y) = E,[N(y)] > 0.

2)<=>3) suit immédiatement de G(z,y) = >, o P"(x,y) = >_,>1 P"(z,y) (n # 0 car
r#yet Pa,y) =0,, =0). - - O

La relation ~~ est transitive :
Proposition 6.19 Si x ~» y et y ~» 2z alors x ~ z.

Démonstration : En effet, pour aller de z & z on peut en particulier aller de x a y et de
y a z : plus précisement, on a

P,(T, < +o0)
> P (T, < +00,T. 007, < +oo)

P,z

(
= Em [l{Ty<+oo} 1{Tzo®Ty<+oo}} - Em [l{Ty<+oo} ]Em [1{Tzo@Ty<+oo} |FTy}}
E.|

2 |11, <00y Exr, [z <00} = Ea[L(z, <100 By [L{z.<00)]
P, (T, < 4+00) Py (T, < +00) = paypy.. > 0,

due a la propriété de Markov forte (5.38) sous la forme du Corollaire 5.38.

Autre fagon de faire, x ~» y et y ~» z impliquent P"(z,y) > 0 et P™(y,z) > 0 pour des
entiers n,m > 1. En utilisant la relation de Chapman-Kolmogorov (5.12), on a z ~~ z
car

P (g, 2) = Z P*(x,w)P™(w, z) > P"(x,y)P"(y,z) > 0.

wek
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g

Théoréme 6.20 Soit v € Eg et y € E tel que x ~ y (ie. G(z,y) > 0). Alors y € Eg
et pyr = Py(T, < 4+00) = 1. En particulier, y ~ x (ie. G(y,z) > 0) et on a méme
Pzy = L.

Démonstration : Pour y = z, 'énoncé est immédiat (p,, = 1 car x € Eg). On suppose
donc y # x et on dispose de la Proposition 6.18.

On commence par montrer que Py(fm < +00) = 1. Lorsque fy < 400 et T, O@Ty = 400,

on a nécessairement N(z) < fy (puisque apres Tvy, il n’y a plus de visite en x), on a donc
{fy < +oo et Ty o Oz = +oo} C {N(z) < +oo}.
Comme x est récurrent, on a
0 = P, (N(z) < +o00) > Pm(fy < +ooet Ty o Oz = +00)
= Eu[1(7,c iy Lfimion} © OF,)] = Ea[1(7, ooy Bo [(1i7, oy © O7,) | FF, |]
= E; [1{Ty<+00} EXfy [1{Tz:+00}]] = E, [1 ]Ey [1{Tz:+m}]
(propriété de Markov forte (5.38) sous la forme du Corollaire 5.38)
= P, (fy < +oo) P, (ﬁ = +oo).

{fy<+0°}

Comme z ~» y, on a p,, = P, (fy < +oo) > 0, et cela exige P, (Tm = +oo) = 0 et donc
Pyz = IP)y(Tx < —|—oo) =1, c’est a dire y ~~ x.
On termine en montrant que y € Er. Comme par définition (Déf. 6.7) du potentiel G :
G(z,y) =Y Px,y) >0, Gy,z)=)» Piyz) >0,
k>0 k>0

on peut trouver des entiers ny,n, > 1 tels que

P"(xz,y) >0, P"™(y,z)>0. (6.26)
Pour tout entier £ > 0, on a alors

Pn1+k+n2 (y’ y> Z Pnz (y7 JZ)Pk (]}, ZL’)Pnl (I, y)

et donc
+00 +oo
Gly,y) = Y P2y y) > P2 (y, ) (Z pk(g;,g;)> P (2,y) = 400
k=0 k=0

puisque Y ;%5 P*(z,7) = G(z,z) = +00 et ny, ny satisfont (6.26). On a donc y € Ep.

Pour terminer, on obtient p, , en échangeant les roles de x et y puisqu’on sait que y € Er
et y ~ x. ]
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Remarque 6.21 (z € Er ¥~ y € Er) Si @ € Er et y € Er alors nécessairement par
le Théoréeme 6.20 on a G(z,y) = 0 : un état récurrent ne peut pas mener a un état
transitoire !

Le résultat suivant précise le Théoreme 6.20.
Théoréme 6.22 Soit x un état récurrent positif (resp. nul). Si x ~ y alorsy est récurrent
positif (resp. nul).

Démonstration : Soit © € Er ~~ y. D’apres le Théoreme 6.20, on sait déja que y € Egr
et y ~ x.

D’abord, on suppose que x est récurrent positif. Il existe donc des entiers ny,no > 1 tels
que

P"(z,y) >0, P"™(y,z)>0. (6.27)
On a alors
Pttty ) > P (y, o) PH(x, x) P (2,y),
puis en sommant sur £ =0,2,...,n, et en divisant par n, on obtient
ni+nz2+n
Gostntns(U,Y) = G (wy) = > Pl(y.y) ZP"l““*”z(y y)
Jj=ni+n2 k=0
> 57 P (y,2) Pz, )P (2, ) = P (3,0 (Z P, ) P (,y)
= P"(y,x)P"(z,y)Gn(z, ). (6.28)
Par le Théoreme 6.15, quand n — +oo,
hm Gn1+n+n2 (yay) . Gn1+n2 (yay) _ L
n—-+00 n n my,
G, P (y,a) P (x,
n—-+00 n my

et donc par (6.28)
1 S P (y,x)P™ (z,y)

my My

> 0,

car m, < +oo (z récurrent positif) et par choix de ny,ny en (6.27), ce qui exige m,, <
+00, c’est a dire y est récurrent positif.

Ensuite, dans le cas ol x est récurrent nul, nécessairement y doit I'étre aussi car si y
était récurrent positif, comme y ~» x (Th. 6.20), la premiere partie exigerait x récurrent
positif, ce qui n’est pas le cas. O
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Ensemble clos

Définition 6.23 (Ensemble clos) Un ensemble d’états C C E est dit clos si aucun état
de C' ne peut mener a Uextérieur de C, te. p,,, =0, Vo € C, y & C ou encore pour tout
n>1l,zeC,ygC, P'(z,y)=0.

Exemple 6.24 Un état absorbant (Déf. 5.12) est un cas (tres) particulier d’ensemble clos.

En fait, par récurrence on montre qu’il suffit de voir la propriété de la Définition 6.23
pour n =1:

Proposition 6.25 Si pour tout x € C et y € C on a P(x,y) =0, alors ’ensemble C' est
clos.

Démonstration : On montre par récurrence que P"(z,y) = 0 pour tout z € C, y & C et
n > 1 deés que c’est vrai pour n = 1. Si c’est le cas pour P! alors

P"(z,y) = Y Plw,2)P" ' (z,y) = ) Pl,2)P"(2,y) = 0

zelE zeC

par la relation de Chapman-Kolmogorov (5.12) pour la premiere égalité, I’hypothese sur
x € C dans la deuxieme et par hypothese de récurrence sur P" pour la troisieme. U

Irréductibilité

Définition 6.26 (Irréductibilité) Un ensemble C clos est dit irréductible si pour tout
x,y € C alors x peut mener ay (et y a x). Une chaine est dite irréductible si l’espace
d’états E entier [’est.

Remarque 6.27 D’apres la Proposition 6.18, la Définition 6.26 est équivalente a
— pour tout x,y € C, on a G(z,y) > 0;
— pour tout x,y € C, il existe n = n(x,y) > 1 tel que P"(z,y) > 0;
— pour tout z,y € C, il existe n = n(z,y) > 1 et 29 = x,21...,2, = y tels que
P(z;,7;41) > 0 pour tout 0 <i <n—1.

Proposition 6.28 Dans un ensemble clos irréductible, tous les états sont de méme na-
ture : tous transitoires ou tous récurrents positifs ou tous récurrents nuls.

Démonstration : S'il existe x € C récurrent positif (resp. récurrent nul) alors par le
Théoreme 6.22, tous les autres états de C' sont récurrents positifs (resp. récurrents nuls).
Sinon c’est que tous les états de C' sont transitoires. O

En fait, on a :

Théoréme 6.29 Soit (X,,),>0 une chaine de Markov.
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(1) Soit C' un ensemble clos irréductible d’états récurrents. Alors pour tout z,y € C
on a pgy =1, Po(N(y) = +o00) =1 et G(z,y) = +00.
(2) Soit C un ensemble fini d’états, clos irréductible. Alors tous les états de C' sont

récurrents positifs.

(3) En particulier, une chaine irréductible sur un espace d’états fini est nécéssairement
récurrente positive.

Démonstration : 1) vient des Propositions 6.4 et 6.5 et du Théoreme 6.8.

2) D’abord, un ensemble C' fini et clos a au moins un état récurrent. En effet, de la méme
facon que dans la Remarque 6.13, comme la chalne ne quitte pas C, si tous les états
étaient transitoires alors on aurait en partant de x € C :

0= nl_l&loop (x,y) = nl_l)gl_loo P (x,y) = nETum<X" eC)=1
yel yeC

Cela exige donc que 'ensemble C' contienne au moins un état récurrent.

Puis, il y a méme nécessairement un état récurrent positif dans C' : si la chaine part de

C,ona
n= ZNn(y) et 1= Z N"Tfy)

yel yel

et pour tout x € C' :

1=E,

5 Nn(y)] YR, {Nn@)} _ g Galeoy)

yeC yeC

Comme C est fini :

. Gn(ff,y) . Gn(x7y) Pz,y
1 — 1 _— = 1[ _— = _7.
im E 1 n Z my

n—-+o00 n—-+o0o
yel yelC yeC

Il existe donc y € C' avec m,, < 400, c’est a dire y € C est récurrent positif. Puis comme
y mene a tout x € C (par la Déf. 6.23 de C clos), on a aussi x récurrent positif par le
Théoreme 6.22.

3) Appliquer 1) avec C' = E. O

Corollaire 6.30 (Irréductibilité, récurrence et transience) Si (X,,),>0 est une chaine
de Markov irréductible partant de x € E, on a l’alternative :

(1) ou bien la chaine est récurrente : tous les états sont récurrents

P,(N(y) = +oo Vy € E) = 1.



Chapitre 6. (©)JCB — M1math — Université de Rennes 131

(2) ou bien la chaine est transitoire : tous les éléments sont transitoires
P,(N(y) < 400 Vy € E) = 1.

Une chaine de Markov irréductible est donc soit transitoire soit récurrente positive soit
récurrente nulle.

Démonstration : S’il existe un état x récurrent, le Théoreme 6.20 montre que tous les
états sont récurrents puisque par irréductibilité, x mene a tous les états y. De plus,
puisque G(z,y) > 0 pour tout z,y € E, il n'y a qu'une seule classe de récurrence. Le
reste découle du Théoreme 6.29. U

Définition 6.31 (Récurrence et irréductibilité) Une chaine de Markov irréductible dont
tous les états sont récurrents est dite récurrente irréductible.

Exemple 6.32 Classifier les états de la chaine de Markov sur un espace d’états fini avec
pour matrice stochastique

100000
SRR
P— 5 5 5 0§
000 ¢ 44
000 50 3
0001103

/2 o/

On observe que
— 1 est absorbant
— 2 est transitoire car 2 ~ 1, /5 1/6
— 3 est transitoire car 3 ~» 2 ~» 1,

— {4,5,6} forme une classe close irréductible qui est donc récurrente (positive).

On en déduit la classification :

(1,2,3,4,5,6) = {1}U{4,56} U {23}
——— ——

classes de récurrence états transitoires
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6.3 Classes de récurrence
Dans cette section, on précise les ensembles clos récurrents.

Définition 6.33 (Relation d’équivalence ~) On dit que deuz états x et y communiquent
et on note x ~ y lorsque x ~» y et y ~» x.

Proposition 6.34 Sur Eg la relation ~ définit bien une relation d’équivalence. De plus
on a :

r~yerwyesywr e Gy >0 Gly,r) >0 ppy>0ep,, >0 (6.29)
et dans ce cas pgy = Py = 1.

Démonstration : On définit bien une une relation d’équivalence sur Er puisque

— réflexivité (z ~ x) car p,, = 1 et donc z ~» z;

— symétrie par définition ;

— transitivité par la Proposition 6.19.
De plus d’apres le Théoreme 6.20 si x € Eg ~» y alors y € Egi et y ~» x, prouvant que
x ~ y est équivalent a = ~» y pour des états récurrents. Le reste de (6.29) s’en déduit
facilement, notamment avec la Proposition 6.18. U

On a la partition de '’ensemble des états récurrents Er en classes d’équivalence de la
relation d’équivalence ~ :

Ep= |?I|ER - ( | | ERZ.) U <|_| ER> (6.30)

el i€ly

Les ensembles Er., i € I, sont appelés les classes de récurrence de la chaine. Une classe
de récurrence est close et irréductible et, d’apres le Théoreme 6.22, elle est soit récurrente
positive (lorsque i € I'") soit récurrente nulle (lorsque ¢ € Iy). Les partitions (6.25) et
(6.30) se combinent en la partition globale de 'espace d’états qu’on appelle classification
des états de la chaine de Markov

E=Eru ( || ERi) L ( | ERZ,> (6.31)

i€l i€lp

ou E7 est I’ensemble (a priori non clos, non irréductible) des états transitoires, les classes
ER, sont récurrentes positives pour 7 € I et récurrentes nulles pour ¢ € Iy. Et les classes
de récurrence sont closes irréductibles.

Théoréme 6.35 (Classes de récurrence) Les classes de récurrence Eg,, i € I, de la par-
tition (6.30) de l’ensemble des états récurrents Er vérifient
(1) Six € Eg, alors P,-ps

— N(y) = 400 pour tout y € Eg, ;

— N(y) =0 pour tout y & FEg,.
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(2) Six € Er et Ty, = inf (n >0:X,¢ ER) alors
— ou bien Tg,, = 400 et P,-ps : N(y) < +oo pour tout y € E ;
— ou bien Tg,, < o0 et P,-ps : 35 € I (aléatoire) tel que pour tout n > Ty, on a
X, € ER]..

Démonstration : 1) Soit x € Eg,. On a G(z,y) = 0 pour tout y € F \ Eg,. En effet,
— siy € Eg;, j # 1, la partition garantit que = et y ne communiquent pas et donc
G(z,y) =0 et N(y) = 0 Py-ps;
— puis si y € Ep, le Théoreme 6.20 assure encore G(z,y) = 0. En particulier,
N(y) =0 Px"ps-
En revanche siy € Eg,, on a p,, = ]P’x(fy < +00) = 1 d’apres le Théoreme 6.20 et par
la Prop. 6.5, on a P, (N(y) = +o0) = 1.

2) Soit maintenant x € Er.

— SiTg, < 400 : la chaine rentre dans Ep = | | el E; donc dans une des classes Eg,
(pour un j aléatoire). D’apres la propriété de Markov (5.38) (Théoreme 5.37) et
la premicre partie de I'énoncé, on a X, € Eg, pour tout n > TERj =Tg,.

— SiTg, = 400, alors N(y) = 0 pour y € Er (puisque Tg, = +00) et P,(N(y) <
+00) = 1 par la Prop. 6.5. O

Avec le Théoreme 6.35, on peut préciser le Théoreme 6.15 de la fagon suivante :

Corollaire 6.36 Soit C un ensemble clos irréductible d’états récurrents. Alors

1
lim Gn@9) 1 2,y € C, (6.32)

n—+00 n my
et si P(Xy € C) =1 alors avec probabilité 1 :

N 1
m W) _ 1o (6.33)

n——+oo n my,

Exemple 6.37 Retour sur I’'Exemple 6.2 de I'introduction dont on rappelle le graphe de
transition :
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— Les classes de récurrence sont
Er, ={1,5}, FEg,={3} (ie. 3 est absorbant).

— Les états transitoires sont {2,4} = Er.
En effet

P(1,5) > 0, P(5,1) > 0, P(l,l) > 0, P(5,5)>0,
P(lvj) =0, P(5a]) =0 Vy ¢{175}

assurent G(1,5) > 0, G(5,1) > 0 et G(1,j) = G(5,7) =0 V5 # 1,5. Puis
P(3,3) >0 et P(3,5)=0 Vj#3.
Par ailleurs P, (ﬁ < +oo) =1 car

Pl(flz—FOO) = ]P)l(Xlzf)Gt Xn:5‘v’n22)
P(1,5)P5(X, = 5 ¥n > 1)

< P(1,5) NETOOPS(Xn =5Vne{l,...,N})
I\NN
< P(1,5) Nl—ig-loo (5) =9,

ie. Py (ﬁ < —I—oo) =1 et 1 est donc récurrent.

De la méme facon Ps (T\:r) < +oo) =1 ie. 5 est récurrent et Ps (j:’3 < —|—oo) =1=P(3,3)
donc 3 est récurrent.

L’état {2} est transitoire car Py (Tg < +oo) <1, ie. Py (Tg = +oo) > 0. En effet,
Py(Ty = +00) > Py(X; = 4 et Xp = 3) = P(2,4)P(4,3) =

L’état {4} est transitoire car

~ 1
Py(Ty = +o00) > Py(X; = 3) = 10

On a alors la décomposition de I'espace d’états

E:{1,2,3,4,5}=wuwu@.

Er Er

Exemple 6.38 (Marche aléatoire simple sur Z) On considere S, = Z:.L:l X, avec X; vid
de loi de Rademacher (1 — p)d_; + pd;. La chaine (S,,),>0 a pour espace d’états Z et
matrice stochastique P(z,y) = (1 — p)L{y=s—1} + Ply=at1}-
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P b b P

.......... .
.

q q q q

On a immédiatement l'irréductibilité de la chaine puisque pour tout = # 1 : P1#=v! (z,y) =
P/ >0 (siz<y)ou(l—p)*¥>0(siy<x)et PX(z,z) =2p(1 —p). La nature de
la chaine est donc déterminée par la nature d’un point quelconque. On détermine celle
de I'état 0 (est-il récurrent ou transitoire ?).

Pour cela, en vertu du Corollaire 6.9, on se ramene a calculer G(0,0) :

G(0,0) = f P,(0,0) = f P3(0,0)

car P5,.1(0,0) = 0. De plus comme

Py,(0,0) = (2:>p”(1 —-p)" = %pn(l —p) W

en utilisant la formule de Stirling n! ~ (n/e)"v/2mn. Ainsi,
— si p # 1/2, alors (4p(1 — p)) < 1 et G(0,0) = S5 P,(0,0) < +00 : 0 est
transitoire (et tous les états le sont!) ;
— sip = 1/2, alors (4p(1 — p)) = 1 et G(0,0) ~ S7°(1/\/7n) = 400 : 0 est
récurrent (et tous les états le sont!).
Pour décider si la chaine est récurrente positive ou nulle, voir le Chapitre 7 (Exemple 7.5

et Th. 7.25).

6.4 Absorption dans les classes de récurrence

Pour calculer les durées d’absorption dans les classes de récurrence lorsque la chaine
part de z, on introduit les quantités suivantes :

(temps d’absorption) S; = min (n >0:X, € ERi)
(probabilité d’absorption) p;(z) = E,[Ll{g,<ioot] = Pu(S; < +00)
(temps moyen d’absorption tronqué) 7;(x) = E, [52-1{ gi<+oo}}
(temps moyen d’absorption) t;(z) = E,[S;]S; < +o0].

Si pi(x) > 0 alors ¢;(x) est bien défini et on a

ti(x) = B, [S: |S: < +00] = ng;fj;j;} — ;Ei; (6.34)

Immeédiatement, on a :
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— si x € Epg,, alors sous P,, S; = 0 et donc p;(x) =1 et 7;(z) = t;(x) = 0;

— siz € Eg, pour j # i, alors sous P, S; = 400, et donc p;(x) = 0 et 7(x) = 0.
Le cas restant, intéressant a traiter, est le cas x transitoire. De plus, si x € Er alors a
fortiori © ¢ Eg, et S; > 1; dés lors p;(x) = 0 implique 7;(x) = 0. Ainsi si p;(z) = 0, on
convient de prendre ¢;(z) = 0.

Théoréme 6.39 (Absorption) Soit x € Er. Pour chaque i € I, les probabilités d’ab-

sorption p;(x) et le temps moyen d’absorption 7;(x), t;(x) sont solutions du systéme
linéaire :

pix) = > Plz,y)py) (6.35)

yer

n(x) = pie)+ Y Pla,y)mly). (6.36)

yek

et lorsque p;(x) >0 :

(r) =1+ ZPw,y)#ti(y)- (6.37)

= pi()
Démonstration : Soit x € Er, on a S; > 1 et on peut méme écrire sous P, :

S; = inf(nZl:XnGERi)
1+ 1nf(k: Z 0: Xk+1 € ERZ)
= 1+51061

On utilise la propriété de Markov faible (5.32) en conditionnant par la premiere transi-
tion. Pour les probabilités d’absorption, on a :

pi(x) = Pu(Si < +00) = Eo[1{s,< 400}

E, |:1{l+,5'io@1<+oo}] =[E, |:1{Sio®1<+00}]

= Eu[E:[1{si00i<+o0}|F1]] = Eu [Exy [1si<toc}] ]
(propriété de Markov faible (5.32) a la date p = 1)

= E.[pi(X1)] =) Pla,y)pi(y),

yer

ce qui prouve le systeme (6.35). Puis pour les temps moyens d’absorption (tronqués), on
a par un raisonnement analogue :

Ti(z) = E.[Sil{sic4oo}] = Ex[(1 4 Si0©01)1{118001)<to0}]
= K, [Ex [(1 + S0 @1)1{(1+S¢oel)<+oo}‘~/—"1”
= Eo[Bx, [(1+ S)1(sicro]]
(propriété de Markov faible (5.32) a la date p = 1)

- Ex [EX1 [Sz]-{SZ<+oo}} + EXI |:1{Sz<+00}j|:|
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= E,[n(X1)] +E:[pi(X1)]
- Z P(x,y)mi(y) + ZP<x>y)Pz‘(y)

yek yerR
= > P(x,y)my) + pil2),
yerR

en utilisant (6.35) déja prouvée, ce qui prouve le systeme (6.36). Puis (6.37) découle de
(6.36) avec (6.34) :

be) = D 1 S Pl ™ 14 3 P 2 W),

pile) — T T ) T T a)

g

Exemple 6.40 Retour sur I’Exemple 6.2 avec le calcul des probabilités d’absorption. On
calcule p;(z) pour i € {{1,5},{3}} et z € {2,4}.
Comme p;(1) = p1(5) =1 et p1(3) =0, 0on a:

p(2) = 3p(2)+35m(4) pi(2) = p(4)
{ pr(4) = §p(2) + 3, (3) + p1(4) + 1,1 (5) = { 3p1(4) = m(2)+1
= n@)=n) =
Comme po(1) = pa(5) =0et p1(3) =1, 0on a:
p2(2) = 5pa(2) + 5pa(4) p2(2) = p2(4)
{ pd) = 1p(2) + 10a(3) + 1) + 1pa(5) T { 3p2(4) = p2(2) +1
1

= p2(2) = p2(4) = =

Puis avec le calcul des temps moyens d’absorption : comme 71(1) = 7(3) = 71(5) = 0,
on a :

{ 7'1(2) = %7'1(2) + %7'1 (4) + p1<2) { 7'1(2) = T (4) + 1
n(4) = iﬁ(Z) + iﬁ(?)) + }17'1 (4) + }17'1(5) + p1(4) 3n(d) = m(2)+2
=|n@=2n=3| @ |[n@=2/5=5nM)=5/5=3

{72(2) = %7222)+572(4)+p2(2) (:){ 7(2) = 72g4)+1

) 3 31
= n@)=5nl) =3 e [n@)=/;=5n)=5/;=3




Chapitre 7

Invariance et équilibre

Dans ce chapitre, on étudie les mesures qui sont invariantes pour une chaine de
Markov. On fait le lien entre ces mesures, les états récurrents (positifs) et leur temps de
retour. On étudie le comportement en temps long des chaines de Markov et la convergence
vers un régime d’équilibre, en lien avec le théoreme ergodique.

Génériquement, on considere dans ce chapitre une chaine de Markov (X, ),>¢ sur un es-
pace d’états au plus dénombrable E et avec une matrice stochastique P = (P(x,V))s yep-

7.1 Mesures invariantes

Invariance

Définition 7.1 (Mesure invariante) Soit ™ une mesure (positive) sur E telle que m(x) <
+oo pour tout x € E et m # 0. On dit que m est invariante (ou stationnaire) pour le
noyau de transition P si 7w est solution de l’équation de Chapman-Kolmogorov :

T=nP <= Vyek onan(y) = Zﬂ(x)P(x,y). (7.1)

Par une récurrence immédiate de 1’équation de Chapman-Kolmogorov (7.1), on a 7 =
m P™ pour tout n > 0. Dans le cas d’une probabilité, on a 1’équivalence suivante pour
I'invariance :

Proposition 7.2 Soit (X,,),>0 une chaine de Markov. La loi de X,, est indépendante de
n si et seulement si la distribution initiale o est une probabilité invariante .

Démonstration : Pour le sens direct, comme p,, = poP", sila loi u,, de X,, ne dépend pas
de n alors en particulier u; = po donne pg = pgP et py vérifie I'équation de Chapman-
Kolmogorov (7.1). Le sens réciproque est immédiat par (7.1) puisque si pg = m, on a

fy =TP" = (7P)P" ' =aP" ' = ... =7,

138
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Remarque 7.3 (Probabilité et mesure invariantes) Attention, quand E est infini, il se
peut qu’il existe une mesure invariante 7 mais pas de probabilité invariante, cf. I’exemple
de la marche aléatoire simple qui suit. Dans ce cas, 7 est de poids 7(FE) = 400 et n’est
pas normalisable en une probabilité.

Exemple 7.4 (Mesures invariantes de la chaine 4 deux états) Pour la chaine de Mar-
s , . 1—

kov a deux états de I'Exemple 5.1 avec la matrice P = ( . p 1€q ), on a vu

que les mesures invariantes sont proportionnelles & (¢, p) et il y a une seule probabilité

invariante donnée par :

Exemple 7.5 (Marche aléatoire symétrique sur Z) La mesure uniforme est I'unique me-
sure invariante pour la marche aléatoire simple sur Z mais il n’existe pas de probabilité
invariante.

Supposons que 7 est invariante pour la marche aléatoire simple sur Z. Alors pour tout
n€Z,ona: . .

m(n) = Pk,n)r(k) ==m(n—1)+ =m(n+1).

(1) = Pk a0 = gt =)+ (o +1)
D’ou
mn+1)—7n(n)=nn)—nn—1)=n(l) —7(0) = .

On déduit alors 7(n) = 7(0) + na pour tout n € Z. Si o # 0, c’est absurde pour n
grand ou —n grand car 7(n) devient négatif. Cela exige o = 0 et m(1) = 7(0) = 7(n)
pour tout n € Z, ie. m est une mesure uniforme. Réciproquement, la mesure uniforme
est bien solution de 7 = 7P donc invariante. A facteur multiplicatif pres, il s’agit donc
de I'unique mesure invariante de cette chaine. De plus, il est impossible de normaliser la
mesure uniforme sur Z en une mesure de probabilité : il n’existe donc pas de probabilité
invariante pour la marche aléatoire simple symétrique.

Exemple 7.6 On considére une chaine de Markov sur £ = {0, 1,2} de matrice stochas-
tique

1/3 1/3 1/3
1/4 1/2 1/4
1/6 1/3 1/2

Le graphe de transitions est :
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1/

Une probabilité invariante 7 est solution du systeme m = 7P :

2m(0) 4+ 4m(1) + iw(2) = 7(0)

sm(0) + 3m(1) +37(2) = (1)

sm(0) + gm(1) + 37(2) = w(2)
7(0)+m(1) +7(2) = 1

ou la derniere équation est donnée par le fait que 7 est une probabilité. On en déduit
facilement

6 2 9
On s’assure facilement que cette probabilité 7 est bien solution de (7.1), on a donc
existence et unicité de la probabilité invariante.

De fagon, générale, la recherche de mesure invariante 7 consiste a résoudre 1’équation de
Chapman-Kolmogorov (7.1) m = 7P, c’est a dire un systeme linéaire de taille card(E)
(possiblement infini). Méme si E est fini, le systéme peut étre de grande taille et difficile
a résoudre !

Exemple 7.7 (Matrice bistochastique) Une matrice est dite bistochastique lorsque P*
est stochastique, ie. en plus de ses lignes, la somme de chacune de ses colonnes fait 1.
Pour une telle matrice P, on observe que

(1,1,...)P = (1,1,...)

ie. (1,1,...) est vecteur propre a gauche de P pour la valeur propre 1. Comme ce vecteur
correspond a la mesure uniforme sur F, cela signifie que la mesure uniforme est invariante
pour une matrice bistochastique.

De plus, si E est fini de cardinal d alors on peut normaliser le vecteur (1,1,...) en
(1/d,...,1/d) et dans ce cas, la probabilité uniforme sur E est invariante pour P bisto-
chastique.

Proposition 7.8 L’ensemble des mesures invariantes d’un noyau de transition est fermé
et stable par combinaison linéaire a coefficients positifs. L’ensemble des probabilités in-
variantes est conveze, fermé et, si E est fini, il s’agit d’un compact.
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Démonstration : La linéarité et la fermeture suivent facilement de I’équation de Chapman-
Kolmogorov (7.1) (linéaire et fermée). Si E est fini, I’ensemble des probabilités invariantes
s’identifie & la partie de Ri

{(a, - pa) €RY -+ 4 pa = 1}, (7.2)

Comme en dimension finie, la compacité est équivalente a étre fermé et borné, I’ensemble
(7.2) est clairement compact. Des lors, la condition (7.1) définissant les mesures inva-
riantes étant fermée, la compacité de I’ensemble des mesures invariantes suit. O

Il n’existe pas toujours de mesure invariante pour une chaine de Markov comme on le
voit dans les exemples suivants :

Exemple 7.9 (Chaine de Markov sans mesure invariante) Soit (X,,),>o une chaine de
Markov sur £ = N avec P(i,i+ 1) = 1 pour tout i > 0.

@1@1 N A -

Si 7 est une mesure vérifiant I'équation de Chapman-Kolmogorov (7.1) m = P, alors
on doit avoir

n(i) = D nPG) =ali=1), iz,
et 7(0) = ZW(j)P(j, 0)=0 car P(j5,0) =0 pour tout j € N.

Il vient m = 0 et il n’existe pas de mesure invariante !

L’exemple suivant généralise I’'Exemple 7.9 a une chaine de Markov irréductible sans
mesure invariante :

Exemple 7.10 (Chaines de Markov irréductible sans mesure invariante) Soit (p;);>o telle
que po=1,p; >0et ¢, :=1—p; > 0 pour tout 7 > 1 avec Zi>1 ¢; < +oo (par exemple
pi = 1 —1/(2i?)). On considere la chaine de Markov (X, ),>0 sur E = N avec le noyau
de transition : P(0,1) =py =1 et
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Il s’agit d’'une chaine de Markov irréductible puisque pour tout 7,7 € N, le chemin
1—0—1—2— ... — 7 —1—> j est possible lorsque p; # 1 pour tout ¢ € N.

Pour une mesure 7 invariante, I’équation de Chapman-Kolmogorov (7.1) se réduit a

qu (1) =pim(i —1), Vi>1. (7.3)

i>1

Une récurrence immédiate assure
i1
0) [ [ »; (7.4)
=0

ce qui, reinjectée dans (7.3), donne

i—1 7

7(0) = Z(q,Hm) = 7( Z(Hpj—npj> =7(0 (1—nETEOOHPJ)

i>1 >1  j=0 7=0

Comme -, q; < +o0 implique [[;5, p; > 0, on doit avoir 7(0) = 0 (sinon on aurait
7(0) < W(O)) et donc par (7.4), il suit 7 = 0 et il n’y a pas de mesure invariante pour
cette chaine.

Réversibilité
Définition 7.11 (Réversibilité) Une mesure m (positive) non nulle sur E telle que m(x) <
+00 pour tout x € E est dite réversible pour le noyau P st pour tout x,y € E :

m(z)P(z,y) = 7(y)P(y, ). (7.5)

Par une récurrence simple, la définition (7.5) est équivalente a avoir pour toute suite
o, .., Ty € B

m(xo)P(zo, 1) -+ P(xp_1,2y) = m(xy) P(2p, Tp_1) - - - P21, 20). (7.6)

On en déduit immédiatement un résultat qui éclaire la terminologie dans le cas d’une
mesure de probabilité :

Proposition 7.12 (Réversibilité) Une probabilité  est réversible pour un noyau P si et
seulement si pour toute chaine de Markov (X,)n>0 de noyau P et de loi initiale 7 et
tout entier n > 0, on a

EW(X(],Xl, e ,Xn) == Ew(Xnaanla .o ,XO).

Démonstration : Pour le sens direct, cela vient de (7.6) puisque pour tout xy, ..., z, € E,
on a

IP’,r(XO =20, X1 =a1,... Xy, =x,) = 7w(xg)P(xo,21) - P(xp_1,2y)
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IP)W(XTL = IOaXn—l =T - - - Xo = xn) = IP>7r()(0 = an,Xl =Tp-1,-- Xy = xO)
= 7(xn)P(Tpn, Tpn_1) - P(x1,20).

Pour le sens indirect, £(X, X1) = £(X1, Xo) donne pour tout xg,z; € E :
Pr(Xo = 3o, X1 = 31) = Pr (X1 = w9, Xo = #1) = Pr(Xo = 21, X1 = ),
).

soit 7(xg) P(zg, 1) = m(x1) P(x1, 20 O

Proposition 7.13 (Réversibilité et invariance) Une mesure réversible pour un noyau mar-
kovien est invariante pour ce noyau.

Démonstration : On vérifie immédiatement I’équation de Chapman-Kolmogorov (7.1)
en utilisant la réversibilité (7.5) : pour une mesure 7 réversible, on a

(xP)(y) = Y_m(@)Pla.y) = Y w(y)Ply.2) = wly) (3 Ply.2)) = ().

zelR zeE zeE

ie. 7 est invariante. U

Exemple 7.14 (Mesures réversibles)

(1) Marche aléatoire sur Z avec P(i,i + 1) = p, P( i—1)=gqg=1-pavec p €0, 1]

(cf. Exemple 6.38). La mesure définie par (i (75’) i € Z, est réversible :
D @ pi+1 i+1
ﬂiPLi+1:<})p: P rGrV)PE 1,
(2)P( ) . ol (1 +1)P( )

puis comme P(i,7) = 0 lorsque |i — j| > 1 alors 7w(i)P(i,5) = 0 = w(j)P(j,1).
(2) Marche aléatoire sur un graphe de degré fini. La mesure définie par 7(z) = card(A,)
est réversible : si P(x,y) > 0 et P(y,z) >0

1 1

m = card(A,) ———— =7(y)P(y, x).

m(x)P(z,y) = card(A,) card(A,)

(3) Urne d’Ehrenfest sur {0,...,d}. Il s’agit de la chaine de matrice stochastique
Pjj+1)=1-2, 0<j<d,

Plj-1) =% 0<j<d

Alors une mesure 7 est réversible si et seulement si
. ] . 41 .
ﬂﬁ@_§>:w@+nQ%7) vje{0,....d—1}.

On vérifie sans peine que 7(j) = (;.l), 0 < j < d, convient. Comme Z?:o (‘;) =
(1+1)4 =24 alors 7(j) = (;l) /2% 0 < j < d, définit une probabilité invariante, c’est
a dire m = B(d, 1/2).
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Remarque 7.15 Pour trouver des mesures invariantes, il faut résoudre le systeme linéaire
donné par I’équation de Chapman-Kolmogorov (7.1). En pratique, ce systeme peut étre
compliqué a résoudre (il est méme infini si £ l'est). Dans ce cas, il est intéressant de
rechercher mieux en cherchant des mesures réversibles car I’équation (7.5) est en pratique
plus simple a résoudre. On est alors assuré par la Proposition 7.13 qu’une solution serait
aussi invariante.

7.2 Invariance et récurrence

Dans cette section, on discute de l'existence et de 'unicité de mesures ou probabilités
invariantes pour des chaines de Markov. On voit en particulier que les mesures invariantes
sont liées aux états récurrents (positifs).

Ci-dessous, les échanges de limites et de sommes sont justifiés par le résultat d’interver-
sion suivant di au théoreme de convergence dominée :

Lemme 7.16 (Convergence dominée) Soit (a(x)).cp € RE une suite de réels positifs de
somme finie et (b,(x))zer, n > 1, telle que, pour tout x € E, |by(x)] < 1, n > 1 et
limy, 4+ o0 by (z) = b(x). Alors on a

lim > a(z)by(z) = Y a(x)b(x).

n—-+o0o
zelR zeE

On commence par préciser le support d’une mesure ou probabilité invariante :
Proposition 7.17 (Support d’une mesure invariante) Soit w une mesure invariante d’une
chaine de Markov.

(1) Sim(z) > 0 alors on a aussi w(y) > 0 pour tout y tel que x ~ y.

(2) Sila chaine est irréductible, le support de 7 est E.

(3) Si en plus m est une probabilité (invariante) alors w(x) = 0 pour tout x transitoire
ou récurrent nul, ™ ne charge que les états récurrents positifs et son support est une
union de classes de récurrence positives (closes, irréductibles).

Démonstration : 1) Soit z € F tel que n(z) > 0 et © ~ y. Il existe n > 1 tel que
P"(x,y) > 0. L’équation de Chapman-Kolmogorov (7.1) m = 7 P™ pour ce n donne alors

w(y) =Y m(2)P"(z,y) > w(x) P"(x,y) > 0.

z€EE

2) Comme 7 # 0, il existe € E tel que 7(z) > 0 et comme par irréductibilité, z mene
a tout y, on a aussi 7(y) > 0 pour tout y € E.

3) On suppose que 7 est une probabilité invariante. Si x est transitoire ou récurrent nul
alors m, = E, [TA = +o00 et la Proposition 6.15 donne pour tout z € E :

hm Gn(Z,IL') _ pz,z
n—-+oo n mg

= 0. (7.7)
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Comme par invariance de 7, on a pour k > 1 : 7P* = 7, ie.

m(z) =Y m(z)P*(zx),

z€E
en sommant sur k =0,...,n et en divisant par n + 1, on obtient
Gn(z,x)

Comme 7 est une probabilité, le Lemme 7.16 s’applique et il permet de passer a la limite
avec (7.7) pour obtenir lorsque z est transitoire ou récurrent nul :

m(z) = lim_ <Zw<z>%) = _7(2) (NETOO %) -

zE

La probabilité 7 ne charge que des états récurrents positifs et comme d’apres le 1), son
support contient les classes de récurrence de ses éléments, le support est donc exactement
une union de classes de récurrence positive. Il

Remarque 7.18 — L’utilisation du Lemme 7.16 dans la preuve précédente exige que
Y epT(7) < 400 et, a normalisation pres, que 7 soit une probabilité. Le 3)
dans la Prop. 7.17 ne concerne donc que les probabilités invariantes (ou mesures
invariantes finies mais pas les mesures invariantes de poids infinis!).

— Par conséquent, une chaine qui n’a pas d’états récurrents positifs n’a pas de
probabilité invariante (une probabilité ne peut pas étre concentrée sur des points
qu’elle ne charge pas!).

Proposition 7.19 (Invariance et transience/récurrence nulle) Pour une chaine de Mar-
kov transitoire ou récurrente nulle, une mesure invariante est de poids infini. En parti-
culier, l'espace d’états doit étre infini et il n’y a pas de probabilité invariante.

Démonstration : Si 7 est une mesure invariante de poids 7(E) < +oo, alors 7 = 7/7(FE)
serait une probabilité. D’apres 3) dans la Prop. 7.17, T ne charge pas les états transi-
toires ou récurrents nuls, ce qui est absurde puisqu’il n’y a que de tels états. On doit
donc avoir 7(E) = +00. Le reste en découle facilement. O

Exemple 7.20 (Mesure invariante d’une chaine transitoire) On reprend ’exemple de la
marche aléatoire simple sur Z avec P(i,i+1) =p, P(i,i—1) = q¢=1—p avec p €]0, 1[.
D’apres 'Exemple 6.38, la marche est transitoire si p # 1/2. D’apres 'Exemple 7.14, la

mesure donnée par (i) = (g)i, i € Z, est invariante (car réversible) :
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On montre maintenant qu’on peut associer une mesure invariante a tout état x récurrent
en calculant pour chaque état y le nombre moyen de visite de cet état dans 'excursion
de la chaine entre deux visites de z. Il s’agit d’une construction trajectorielle de mesures
invariantes. On rappelle que T, = inf(n > 0 : X,, = x) (date de premier retour en z sous
P,) et on pose pour y € E :

v.(y) = E, [7;2:; ]-{Xk:y}:| (7.8)

= E, Lzz 1{Xk=y}] : (7.9)

L’égalité entre (7.9) et (7.8) vient de ce que sous P,, on a Xo = X7 = =. A titre
d’exemple, lorsque x est absorbant, on a v, = ¢,. Pour étudier la mesure v,, on utilise
le lemme technique suivant :

Lemme 7.21 Pour tout p >0, et x,y € E, on a :

(P+)A(Te~1) pA(Tz=1) _
Ex Z l{szy} = Z EU’C Z 1{Xk=Z} P(Z> y) + ]Px (Tx > p + 1) 5x,y-
k=0 2€E k=0
(7.10)
Démonstration : D’abord, on observe que
(p+1)A(Tw—1) (p+1)ATx
Y ey — YL Ly = lixe—y — Lixs =y L7 <piny
k=0 k=1
{ 0 siy#x
1= L7 cpry = YFooprny SIY=12.
On a alors
(P+A(Te—1) [(p+1)AT,
E, Z Lix,=y} = L, Z Lixp=yy + 1{i,;>p+1} Oz,y
k=0 | k=1
-p/\(ﬁc—l)
= B, | Y. Lixe—g| +Po(Te>p+1)0s,. (7.11)
k=0

Par la propriété de Markov faible (5.32) :

p/\(,fx_l)

E, Z Lixp=n| = Z Z E, [1{Xk=2}1{TI—12k}1{Xk+1=y}

p
k=0 z€FE k=0
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p -
= S BT oy BolL ]

z€FE k=0
Fr.-mesurable

p _
= ZZE»’C 1{Xk:Z}1{Tm—12k} EXk[l{X1=y}] ]
N ——

z€E k=0
E:[1{x,=y}]=P(2,y)

p _
- ZZECE _1{szz}1{1~“x—12k}] P(z,y)

z€E k=0
p/\(fw—l)
= Y E.| Y. x| P(zy) (7.12)
zelE k=0
Les égalités (7.11) et (7.12) concluent a (7.10). O

Proposition 7.22 (Mesure invariante d’un état récurrent) On considére une chaine de
Markov (X,)n>0 et x un état récurrent de la chaine (s’il y en a!).

(1) La mesure v, est invariante et v,(z) = 1.

(2) La mesure v, a pour support la classe de récurrence de x : v,(y) > 0 si et seulement
sty appartient a la méme classe de récurrence que x.

Démonstration : D’abord puisque sous P, Xo =z et X} # x pour 1 <k < fx —1,ona
Zfigl 1{x,—s} = 1 et donc v,(x) = 1 par la définition (7.8). Ensuite, si y n’est pas dans
la classe de récurrence de x, alors x et y ne communiquent pas et G(z,y) = 0, d’ou il
vient :

To—1

0=G(z,y) =E,[N,| =E, > E, [ Z 1{Xk:y}:| = v (y)

—+o0
Z 1ix,=y}
k=0

et donc nécessairement v, (y) = 0. A ce stade, le support de v, est inclus dans la classe
de récurrence de x. Lorsque 'invariance de v, sera établie, le 1) de la Prop. 7.17 donnera
que le support de v, est exactement la classe de récurrence de .

L’équation de Chapman-Kolmogorov (7.1) pour v, (v, = v, P) découle de (7.10) dans le
Lemme 7.21 en passant a la imite p — +o0o par convergence monotone, en notant que
comme z est récurrent, on a P, (7, < +00) =1 et donc P, (T, > p+1) — 0.

p—+o00

On acheve de montrer que v, est une mesure invariante en montrant que v,(y) < 400
pour tout y € E :
— si y n’est pas dans la classe de z alors on a vu que v,(y) = 0;
— si y ~ z alors il existe m > 1 tel que P™(y,z) > 0 et en itérant pour ce m la
relation v, = v, P obtenue précédemment, on a v, = v, P™ et

vo(2) = Y va(2) P™(2,2) 2 valy) P"(y, 2);

zeE
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comme v,(z) =1 et P™(y,z) > 0, cela exige v,(y) < +oc.
Finalement, v,(y) < 400 pour tout y € F et v, est bien invariante (Définition 7.1). O

Pour relier les mesures invariantes aux mesures v,, on commence par :

Proposition 7.23 Soit (X,,),>0 une chaine de Markov admettant un état récurrent x.
Si 7 est une mesure invariante alors pour tout y € E, on a m(y) > 7w(v)v.(y) ot
v, est associée en (7.8) a l'état récurrent x. De plus si y ~» x, alors il y a égalité :

m(y) = m(2)v.(y)

Démonstration : A I'aide du Lemme 7.21, on commence par montrer par récurrence que
pour tout entier p > 0, et tout état y € £, on a

p/\(fz—l

)
m(y) > n(x) E, Z Tix,—yy | - (7.13)
k=0

D’abord, I'inégalité (7.13) est facilement vérifiée si y =z oup =0 :

— si y = x alors pi(Trl) lix,—s3 = 1 (terme d’indice 0) et l'inégalité (7.13) se
k=0 {Xp=z}

réduit a m(x) > m(x) X 1 (qui est vraie)
— si p = 0 alors i/;(OTz_l) lix,—y3 = lyx,=y} et l'espérance dans (7.13) vaut

P, (Xo =y) = 0,y (7.13) se réduit a w(y) > 7(x)d,, (qui est vraie).

Pour le cas général (y # x et p > 1), on proceéde par récurrence sur p et on suppose que
(7.13) est vraie pour un entier p fini et y € E. Par le Lemme 7.21, on a

(p+1)A(To—1) PA(Tx—1)
T@)Ee | Y L=y | = Dm@E. | Y Lgxe—sy | P(2,y)
k=0 z€EE k=0
< Y w(2)P(z,y) = 7(y)
z€EE

par hypothese de récurrence (7.13) et invariance de .
En faisant p — +o00 par convergence monotone dans (7.13), on obtient

Tp—1

7(y) > 1@ Ee | 3 Lpxmy | = (@)waly). (7.14)

Pour la deuxiéme partie, en combinant alors I'invariance de 7, (7.14), 'invariance de v,
et v,(z) = 1 (Proposition 7.22), on a pour tout n > 1 :

m(x) = Y w(2)P"(zx)

zeE

> Z m(z)v.(2)P" (2, x) (7.15)

zeE
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= m(x) ve(x) = m(x). (7.16)

Cela exige 1'égalité ci-dessus dans (7.15) et donc dans (7.14) des que P"(z,z) > 0. Ainsi
pour y ~ x, il existe un tel n avec P"(y,x) > 0, ce qui assure 7(y) = 7(z)v,(y) dés que
P"(y,z) > 0. O

Théoréme 7.24 (Mesure invariante et classe de récurrence) On considére une chaine
de Markov (X,,)n>0. Sur une classe de récurrence Eg, (close, irréductible), il y a unicité
a facteur multiplicatif pres de la mesure invariante, en particulier ™ invariante s’écrit
7w = 7(x)v, pour tout x de la classe de récurrence. On a alors Ualternative :

(1) Si ces mesures sont de poids finis, il y a une unique probabilité invariante sur la classe
de récurrence et elle est récurrente positive ; la probabilité invariante est donnée par

Vo € Eg,, w(x)= —. (7.17)

(2) Si ces mesures sont de poids infinis, il n’y a pas de probabilité invariante sur la classe
de récurrence et elle est récurrente nulle.

Démonstration : Etant donné un état x quelconque de la classe de récurrence Eg, consi-
dérée, pour tout y de la classe, on ay ~» x. D’apres le Lemme 7.23, on a 7(y) = 7(z)v,(y).
Comme v, est concentrée sur la classe de récurrence (Proposition 7.22) et m aussi (par
hypothese), on a bien 7 = m(x)v,. Les mesures invariantes sur Eg, sont donc propor-
tionnelles ; en particulier, elles sont toutes de poids finis ou toutes de poids infinis.

1) S’il existe une mesure invariante finie sur la classe récurrente considérée, elles le sont
toutes et on note 7 'unique probabilité invariante et v, la mesure invariante associée a
un état z (récurrent!) en (7.8)

Tp—1

> Lixemy)
k=0

Comme 7 et v, sont proportionnelles (début de la démonstration), 7 est une probabilité
et v;(x) = 1 (Proposition 7.22), on a

ey = —*
= Vp = .
="z Vo (E)
On a donc 7(x) # 0 et
(0)=—
m(x) = :
ve(E)
De plus, par convergence monotone
Tp—1
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- E, %1(21{&1,}) — E,[T.] (7.18)

puisque Zye g l{x,=y = 1. On a donc E, [Tx] < 400 et x est récurrent positif et donc
la classe de récurrence est récurrente positive.

2) Dans le cas alternatif ol toute les mesures invariantes sont de poids infinis, alors v,

est de poids infini et donc E, [TI} = 400 par le méme calcul (7.18) que juste précédem-
ment : x est récurrent nul, et sa classe est donc une classe de récurrente nulle. U

Chaines de Markov irréductibles

Dans le cas irréductible, il n’y a qu'une classe de récurrence et le Théoreme 7.24 se
spécialise en le théoreme suivant qui dresse un bilan des résultats précédents pour 'inva-
riance d'une chaine Markov irréductible. Attention, on rappelle que d’apres I'Exemple 7.10,
il n’existe pas toujours de mesure invariante, méme pour une chaine irréductible.

Théoréme 7.25 (Invariance et irréductibilité) On considére une chaine de Markov (X,,)n>0
wrréductible. Alors, il y a trois cas distincts :

(1) La chaine est transitoire (tous les états sont transitoires) : toute mesure invariante
7 est de poids infini et il n’y a pas de probabilité invariante ;

(2) La chaine est récurrente nulle (tous les états sont récurrents nuls : pour tout x € E,
E, [Tx] = +00) : les mesures invariantes sont toutes proportionnelles et de poids
infinis (m(E) = +00) ; il n'eziste alors pas de probabilité invariante ;

(3) La chaine est récurrente positive (tous les états sont récurrents positifs : pour tout

r € F, E, [Tz} < 400) : les mesures invariantes sont toutes proportionnelles et
de poids finis (1(F) < +00), il existe une unique probabilité invariante et elle est
donnée par

1
Vee B, w(x)= ~
E.[T.]
Remarque 7.26 (Probabilité invariante) — En particulier, une chaine de Markov

irréductible sur un espace d’états fini est récurrente positive et admet donc une
unique probabilité invariante.
— On peut préciser 3) dans la Prop. 7.17 : Quand elle existe, 'unique probabilité

invariante est donnée par 7(z) = 1/E,[T,], z € E (et w(z) > 0 si et seulement si
x est récurrent positif). Elle est concentrée sur les états récurrents positifs.

On déduit du Théoreme 7.25 la caractérisation suivante pour I'existence et unicité de la
probabilité invariante

Corollaire 7.27 (Existence et unicité de probabilité invariante) Pour une chaine de Mar-
kov wrréductible, les assertions suivantes sont équivalentes :
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(1) il existe une (unique) probabilité invariante  ;

(2) la mesure © définie, pour x € E par n(z) = 1/E, [ﬁ] est la probabilité invariante ;
(3) il existe un état récurrent positif ;

(4) tous les états sont récurrents positifs.

Démonstration : (1)=(2)=(3) par le Théoreme 7.25 et la Remarque 7.26; (3)=-(4) par
irréductibilité ; (4)=(1) par le Théoréme 7.25. O

Exemple 7.28 (Marche aléatoire simple sur Z) On considere la marche aléatoire sur Z
aux plus proches voisins avec P(z,z+1) = 1—P(z,z—1) =pet P(z,y) =0siy # z£1.

P b b P

.......... .
‘. .

q q q q

— D’apres I'Exemple 6.38, la marche aléatoire non-symétrique (p # 1/2) est transi-
toire.

— D’apres I’Exemple 7.5, m uniforme sur Z est une mesure invariante. Comme cette
mesure est de poids infini, le Théoreme 7.25 montre alors que cette chaine est
récurrente nulle.

Exemple 7.29 (Chaine de naissance et de mort réfléchie) On considere la chaine de Mar-
kov irréductible de transition

Pk,k+1)=p, P(k,k—1)=1-—p, P(0,1)=1.

On vérifie que la mesure m = ((ﬁ)k) 150 €t réversible donc invariante.
— Sip < 1/2 alors 7 est de poids fini et la chaine est récurrente positive par le
Théoreme 7.25. La probabilité invariante correspondante, obtenue en normalisant

7, est la loi géométrique G(p/(1 — p)) sur N.

— Sip > 1/2 alors 7 est de poids infini et la chaine est récurrente nulle ou transitoire.
Pour trancher, il faut par exemple étudier en détails la probabilité de retour en 0
et on montre que
— pour p = 1/2 : la chaine est récurrente nulle ;

— pour p > 1/2 : la chaine est transitoire.
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Chaines de Markov non irréductibles

De fagon générale, une chaine de Markov admet une classification (6.31) non tri-
viale de ses états. Dans cette partition, les classes récurrentes positives F,+ sont les
. Ve . . “1e /. . ) ¥
seules classes irréductibles qui portent une probabilité invariante ;. L’ensemble des pro-
babilités invariantes est alors donné par les combinaisons convexes de ces probabilités
invariantes ;.

Théoréme 7.30 (Mesures invariantes pour les chaines non irréductibles) Soit (X,,),>0
une chaine de Markov non irréductible.

(1) Sur chaque classe de récurrence, il existe une mesure invariante (unique a facteur
multiplicatif prés).
(2) 1l existe une probabilité invariante sur cette classe si et seulement si la classe est

récurrente positive et elle est alors donnée par w(x) = 1/E, [Tm} pour tout état x de
la classe.

(3) L’ensemble des probabilités invariantes est donné par les combinaisons convexes des
probabilités invariantes de chaque classe de récurrence positive.

Démonstration : (1) Toute mesure v, associée a un z de la classe par (7.8) est invariante
sur la classe par la Proposition 7.22. Puis par le 1) dans le Théoreme 7.24, toutes les
mesures invariantes concentrées sur une classe de récurrence sont proportionnelles et
s’écrivent m = m(x)v,, pour tout état x de la classe.

(2) Cela découle de I'alternative du Théoreme 7.24.

(3) 11 est immédiat que toute combinaison convexe de probabilités invariantes est une
probabilité invariante (I’équation de Chapman-Kolmogorov (7.1) et étre une probabilité
sont des notions stables par combinaison convexe).

Par le Théoreme 7.24, il existe une probabilité invariante sur chaque classe de récur-
rence positive. Si 7 est une probabilité invariante arbitraire, il existe x, nécessairement
récurrent positif par la Prop. 7.17 tel que 7(z) > 0. On note Eg, la classe de récurrence
(positive) a laquelle z appartient et on montre que la restriction m; = mp, de m a la
classe E'g, de x reste invariante. En effet, pour y € Eg,, on a '

S r()Py) = 3 w(2)PEy) = 3 w()Ply) = 7ly) = mi(y)

z€E 2€ER, zelE

ou la premiere égalité vient de la restriction a Ep,, la deuxieme de ce qu'un état z qui
peut mener a y € Eg, est soit transitoire (et alors 7(z) = 0 par la Prop. 7.17) soit dans
la classe de récurrence E'g,, les autres ne communiquent pas avec y, la troisieme égalité
vient de l'invariance de 7. Puis pour y € Eg,, on a m;(y) = 0 et P(z,y) = 0 pour z € Ep,
si bien que

Y m(2)P(zy) = Y w(2)P(zy) = 0= m(y),

zelE z€ER,

assurant I’équation de Chapman-Kolmogorov m; = m; P et I'invariance de ;.
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Comme par ailleurs pour tout x; € Eg,, v,, est une mesure invariante (finie) de support
Epg,, T'unicité a facteur multiplicatif pres des mesures invariantes donnée par le Théo-
réeme 7.24 assure alors que m; = 7(x;)v, = w(x;)v, (E)V,, en notant v,, = v, /v, (F) la
probabilité associée a v,,. Finalement, comme 7 est concentrée sur les classes de récur-
rence positive (Prop. 7.17) qui sont disjointes, on a

™= Z ™= Z (7 (2:)v, (E)) T, (7.19)

Comme on a des probabilités, il vient >, (2;)vy, (E) =1 et (7.19) prouve que 7 est
combinaison convexe des U,,, i € I, O

On déduit immédiatement du 3) dans le Théoreme 7.30 que 'unicité d’une probabilité
invariante est équivalente a I'unicité d’une classe de récurrence positive.

Corollaire 7.31 (Existence et unicité des probabilités invariantes) Il existe une unique
probabilité invariante si et seulement s’il existe une unique classe de récurrence positive.
Dans ce cas, la probabilité invariante est donnée par n(z) = 1/E,[T,], v € E.

7.3 Périodicité et forte irréductibilité
Périodicité

Définition 7.32 (Période) On appelle période de l’état x € E d’une chaine de Markov
de matrice stochastique P [’entier

d, = PGCD(n>1 : P"(z,z) > 0)

avec la convention d, = 0 si P"(x,x) = 0 pour tout n > 1. Si d, = 1, on dit que l’état
x est apériodique.

Exemple 7.33 (Période)
— Pour la marche aléatoire sur Z, on a vu que P?""1(0,0) = 0 pour tout n > 0 et
P?*(0,0) > 0 pour tout n > 1 (Exemple 6.38). On a donc dy = 2.
— De méme dans le modele de 'urne d’Ehrenfest (Exemple 5.10, exercice).

Proposition 7.34 (Période commune des états communiquants) Si x ~ y alors d, =
dy.

Démonstration : Si x ~ y alors il existe des entiers n > 1 et m > 1 tels que P"(z,y) > 0
et P™(y,x) > 0. Des lors

PN (g 2 > P, y) (PR(y,y) " P (y, o).

Donc pour tout k& > 0 tel que P*(y,y) > 0 on a P™VE(z 2) > 0, ie. d, divise

n+m+ Nk pour tout N (d, | n +m + Nk). En particulier d, divise k (d, | k).
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On en déduit que d, divise d,, et par symétrie d, divise d,, soit finalement d, = d,. 0

D’apres la Proposition 7.34, la définition qui suit a un sens :

Définition 7.35 (Période) Si la chaine de Markov est irréductible, tous les états ont
meéme période, appelée période de la chaine. Si cette période est 1, on dit que la chaine
est apériodique.

Forte irréductibilité

Définition 7.36 (Forte irréductibilité) Une chaine de Markov (X,)n>0 de matrice sto-
chastique P est dite fortement irréductible s’il existe k > 1 tel que pour tout x,y € F,
on a P¥(x,y) > 0.

D’apres la Définition 6.26, un noyau P est irréductible si pour tout x,y € FE, il existe un
chemin fini de x a y : In > 1, (x;)o<i<n € E™ avec xy =z, x, = y et

Pn(xvy) Z P($,$1)P(ZL‘1,$2) s ‘P(xn—lay) > 0.

Il y a forte irréductibilité quand il existe une longueur commune de chemin reliant tout
r,y € B.

Proposition 7.37 Une chaine de Markov fortement irréductible est irréductible et apé-
riodique.

Démonstration : Il est immédiat que la forte irréductibilité implique l'irréductibilité. On
considere (z,y) € E? tel que P(y,x) > 0. Avec l'indice k de la Déf. 7.36 de la forte
irréductibilité, on a P*(z,z) > 0 et P*(x,y) > 0. On a donc

P*Y (2, 2) > P¥(z,y) Py, ) > 0.

Onadonck,k+1 € R(z) :={n € N : P*(z,x) > 0}, ce qui assure d, = PGCD(R(x))
1 et donc la chaine est apériodique.

ool

Proposition 7.38 Soit (X,,)n>0 chaine de Markov irréductible et apériodique. Alors pour
tout © € E, il existe n(x) > 1 tel que pour tout n > n(x), on a P"(x,z) > 0.

Démonstration : Par irréductibilité, pour tout =,y € F, il existe n(z,y) > 1 tel que
P@9)(z, y) > 0. Comme la chaine est apériodique, il existe ni,...,n, € R(z) des
entiers de PGCD égale a 1. Par le théoreme de Bézout, il existe q,...,qx € Z tels que
qini + -+ + qgpne = 1. On note

a(r) = Z gini, b(x) = — Z qin; > 0,

1:q; >0 3:q;<0
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de sorte que a(z) = b(z) + 1. Comme n; € R(x), on a

P (g, 2) > H PYi(z,z)% >0, P"O(z,z)> H Pri(x,z)"% > 0.

1:q;>0 1:¢;<0

On a donc b(x),b(x) + 1 € R(x). Pour tout n € N, on écrit la division euclidienne de n
par b(x) :

n=gb(x) +r=(q—r)b(z)+ ra(x) (7.20)
avec 0 < r < b(x) — 1. On pose alors n(x) = b(z)? — 1. Pour n > n(z), on doit avoir
q > r car ra(z) < (b(z) — 1)(b(x) + 1) = b(x)* — 1 = n(z). De Décriture (7.20) de n, i
suit

P*(z,x) > P"@ (2, 2)17" P*@ (2, 2)" > 0,

puisque a(x),b(x) € R(z). O

En fait, quand E est fini, on la caractérisation suivante de la forte irréductibilité :

Proposition 7.39 Si E est fini, la forte irréductibilité est équivalente a lirréductibilité
plus 'apériodicité.

Démonstration : On suppose (X,,),>0 irréductible, apériodique sur E fini et il s’agit
de montrer que (X,,),>0 est fortement irréductible. Pour cela, avec les notations de la
Prop. 7.38, soit k = sup (n(z) + n(z,y) : x,y € E). Observer que k est fini car I'espace
d’état E est fini. Pour x,y € E quelconques, on écrit k = n(z) + j + n(z,y) avec
j=7j(x,y) >0 et d’apres la Prop. 7.38, on a

P¥(z,y) > P (g, 2) P"@Y) (1,y) > 0.

7.4 Equilibre d’une chaine de Markov

Dans cette section, on considere une chaine de Markov (X,,),>0 sur un espace d’états
FE dénombrable, de matrice stochastique P.

Théoréme 7.40 (Convergence vers I’équilibre) On considére une chaine de Markov (X, )n>0
wrréductible récurrente positive et apériodique. Alors si m désigne 'unique probabilité in-
variante (Théoreme 7.24), pour tout x € E :

Jim 3 [P (X, = y) = 7()| = 0. (121)

yeE

On a aussi pour toute loi initiale v
Jim 3P (X, =) - W(y)‘ ~0. (7.22)

yekE
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Remarque 7.41 — Les convergences (7.21) et (7.22) impliquent en particulier
Po(Xy=y) = a(y) ot Py(X,=y) = a(y)

c’est a dire la convergence en loi de (X,,),>0 vers 7 sous P, ou sous P,.

— Noter que P,(X, = y) = P"(z,y) on a donc P"(z,y) === 7(y). De la vient
que sous les conditions du Théoreme 7.40, on a la convergence de P" vers P
dont toutes les lignes valent 7.

— Le Théoreme 7.40 implique que la convergence est uniforme en y € FE.

— La convergence (7.21) énonce en fait la convergence en variation totale de la loi

L(X,|Xo = ) vers la probabilité invariante 7 : 1, — 7 sous P, .

La démonstration du Th. 7.40 utilise un argument de couplage fondé sur le lemme
suivant :

Lemme 7.42 (Couplage) Soit P une matrice stochastique sur E. Alors :
(i) On définit une matrice stochastique P = P ® P sur E* avec

P((z1,22), (11,92)) = P(x1,51) P(22,92), (7.23)

et on a
P ((21,22), (y1.42)) = P™(x1,y1) P" (22, 92). (7.24)
(i) Si P est irréductible apériodique alors P aussi.

(iii) Si 7w est une probabilité invariante pour P alors 7 @ m = (71(2)7(Y)) (2,y)cr2 €n est
une de P.

(iv) Si (Xn), ., = ((XS),XS)))WO est une chaine de Markov sur E* de matrice sto-

chastique P et de loi initiale v sur E?* alors (Xff))nzg est une chaine de Markov
sur E de matrice stochastique P et de loi initiale v; (ot v1(A) = V(A X E) et
(B) =v(E x B)), ie.

P, (X =2)=P,(X,=12) i=12, (7.25)

en notant de fagon générique (X,)n>0 une chaine de Markov de matrice stochas-
tique P.

Démonstration : i) Pour tout (z;,72) € E? on a :

Z P((z1,22), (y1,42)) = Z P(x1,y1)P(22,y2)

(y1,92)EEXE (Y1,y2)EEXE

= (ZP($1,?J1>>(ZP($2,?J2)> =1lx1=1,

yner y2€F
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0. Puis on prouve (7.24) par récurrence : 'initialisation est due a (7.23); ensuite, en
supposant (7.24) vraie pour I'entier n — 1, on le montre pour l’entier n :

ce qui justifie que P est une matrice stochastique car en plus F((wl,xg), (yl,yz)) >

—_—n J—

P'((z1,02), () = . P ((w1,22), (21, 22)) P((21, 22), (91, 32))

(21,22)€E?
= Z P @y, 20) P (g, 22) P21, 41) P22, 42)
(21,22)€E?
= (Z Pn_l(ZE17Z1)P(21,yl)) (Z Pn_l(IQ,ZQ)P(ZQ,y2)>
Z1ER z0€FE

= P”(xl,yl)P”(xg,yg).

ii) Pour tout (z1,22), (y1,y2) € E?, par irréductibilité de P, il existe m; > 1 tel que
P™(xy,y1) > 0 et par irréductibilité et apériodicité (Proposition 7.38), il existe ny > 1
tel que P"**(z,21) > 0 pour tout k > 0. De la méme facon, il existe mq,ny > 1 tels
que P™2(xq,15) > 0 et P"24*(xy, 25) > 0 pour tout k > 0. Alors pour tout k > 0, on a :

Ptk ) > PR (g ) P™ (2, 1) > 0,
Pratmathpy yo) > P21y 10) P2 (29, 15) > 0.

Cela assure que pour tout n > max(ny + mq,ns + ms), on a

ﬁn((l’l,l'g),(yl,yQ)) = P"(x1,11)P" (22, v2)

Pn1+m1+k1 (l.l, yl)Pn2+m2+k2 (3727 y2> > O,

en écrivant n = ny +mq + k1 = ny + mo + kg avec ki, ky > 0 et la matrice stochastique
P est bien irréductible. De plus, de cette fagon, on montre que chaque (z1,7s) € E>

pour n assez grand ?n(<$1,$2>, (z1,22)) > 0 et ?nﬂ((xl,xg), (z1,22)) > 0 si bien que
la période de la chaine (Prop. 7.34) divise n et n + 1 et vaut donc 1.

iii) La mesure produit 7 ® 7 est invariante pour P puisque pour tout (yi,y:) € E? on
a:

Y (r@m) (e m)P((z1,22), (g, w)) = D wl@)w(w2) P(x1, 1) P2, 2)

(w1,22)€E? z1,22€E
- (z () Ples ) (z w<xz>P<x2,yz>)
€l r2€F

= m(y1)7(y2) = (7 @ 7)(y1,Y2),

soit I’équation de Chapman-Kolmogorov (7.1) pour P : (71®7) = (n@m)P, et 1@ # 0
charge finiment tous les points. De plus m ® 7 est une probabilité puisque

Z (@ m)(x1,x2) = Z m(xy)7m(zg) = < Z 7r(x1)> ( Z W(IQ)) =1x1=1.

(xl,:pg)GEz x1,02€FK €L xo€R
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iv) On montre que P, (Xy(LI) =z) =P, (XT(LI) = z) (on procederait de la méme fagon
pour ¢ = 2). Pour cela, on a :

P, (X => P,(x{V =2,XP =y)

yek

= Z Z $0,y0 ((l‘o,y0>,($,y))

YEE (z0,y0)€E?

- Z Z (o, yo) P™ (20, 2) P" (Y0, y)

YyE€E (20,y0)€L?

= Z P"(a:o,:r)< Z v(zo,Y0) ZP”(yo,y)>

ro€EE YyoEE yerR
= Z vi (o) P" (o, z) = Py, (X = z)
xoEFR
car » . P"(yo,y) = 1 et en notant v1(zo) = v({zo} X E). O

Démonstration :[Théoreme 7.40] On commence par prouver (7.21) en utilisant le cou-
plage du Lemme 7.42. On considere la chaine X = (XT(LI),Xff))n>0 de matrice sto-
chastique P en (7.23) qui est irréductible, apériodique, de probabilité invariante 7%
(Lemme 7.42). D’apres le Théoreme 7.25, (X,,),>0 est donc récurrente positive (car ir-
réductible et existence d'une probabilité invariante, cf. 3) dans le Th.7.25). On note
A ={(z,x) € E? : x € E} la diagonale de E?. Comme la chaine (X, ),>o est récurrente
et irréductible, elle atteint presque stirement en temps fini tout état de E? quelque soit
la loi initiale. Par conséquent, Th = inf (n >0: (XT(LI), X,(f)) € A) est un temps d’arréet
et il est fini presque stirement pour toute loi initiale de (yn)n>07 en particulier 7 ® 9.

L’identité (7.25) du Lemme 7.42 assure Prgs, (X( ) = =y) =Pu(X,, = y) et Prgs, (X,Sl) =
y) = m(y). On a donc

=l

s (X = y) — Prgs, (X =9)

E@éz [1{X7(12):y} — 1{X§f):y}]‘

Po(Xn=y)—7(y) =

En distinguant selon les valeurs de Th, on a :
Po(Xn =) = 7(y) = Bres. |1y, — Lixi_y)|

= Enrgs, |:1{TA>7L} (1{Xﬁf)=y} - 1{X£1)=y}>]

+ Z Eres, [1{TA:I€} <1{X£?):y} B 1{Xﬁf):y}>}
k=0

= Eres, [1{TA>”} (1{X§3)=y} B 1{Xﬁ1)=y})]
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3D Fren | Lrami Loy (Lo — Ly )] (7:26)

k=0 zeFE

En utilisant la propriété de Markov (Théoreme 5.36) au temps k avec loi initiale 7 ® 6,
(cf. Remarque 5.39), on a

EW@% [1{TA

— EW(X)&E

— EW@(SE

- Eﬁ@ﬁz

— EW@ﬁz

_l{TA:k}l{X]gl):Xég):Z}E(X(n x@) [1{)(

kT
_l{TA:k}1{X}(€1):X£2):Z}E(z,z) (x® - ]

:k}1{X£”=X,E2>:z}1{x,?>=y}]

_E@am [ 1{TA=k}1{X£1):X£2):Z]; Loy |7 ’“H

Fr-mesurable

@ y}]} (par Markov faible, Théoréme 5.36)

n—

L B L,
1{TA:’“}1{X,§1>:X,§2):Z}] Poi(z,y)

_l{TA:k}1{X£1)=X£2):z}1{X,(11)=y}:| (par symétrie entre X1 et X (2))

ce qui assure pour tout z € F

Ergs, [1{TA:k}1{X,g1>:X,g2>:z} <1{X£?)=y} B 1{X53):y}>} =0

et donc (7.26) se réduit a

Po(Xn = y) = 7(5) = Bros. | Lraom (Lxeoryy = Lixinoyy ) |

11 vient alors

Y Pa(Xn=y) —7(y)]| =D _|E

@3 |:]‘{TA>n} (1{X£f>:y} - 1{X53):y})] ‘

yer yeE
< 3 Eren [Lrasni Loy = x|
yek
< D Eres, [I{TAM} (1{x5?’=y} * 1{X$>=y})]
yeE
B [t (1 1)
yeE
= 2E7r®61 [l{TA>n}} = 2@7@)% (TA > n) (727)

pulsquezyeE (XW_yy ZyeEl{X@_y} 1.

Comme T est fini P,gs,-ps, par convergence monotone on a

lim ng)(; (TA > 7’L) =0,

n—-+0o
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et donc par (7.27)
lim Z |}P’$(Xn =y)— W(y)} =0.

n—-+400o
yer

On termine avec la preuve de (7.22) : on rappelle la définition (5.28) de P, (P, =
Y wepV(@)P;) et on a

(X0 =9) =) = | v@P(Xa =) = (3 w(@))r(y)]

— Z (Po(X, =y) — 7(y)) v(z)

et donc

SR (Xu=y) =) < DD |PX, =y) - 7(y)| v(z)

yelE yeE z€FE

= Y (XK =p) = 7)) v@).  (7.28)

el yeFE

En appliquant le Lemme 7.16 avec a = v de poids fini et by, () = >_ 5 |P2(Xn = y) — 7(y)|

vérifiant
0<b(2) Y Po(X=9)+ > 7(y) =2,

yek yeR

avec lim,,_, o bp(x) = 0 par (7.21), on obtient la conclusion (7.22) en passant a la limite
dans (7.28). O

Remarque 7.43 1) L’apériodicité est essentielle, sans elle, le couplage échoue en général.
Par exemple pour la chaine a deux états sur E' = {0,1} (Exemple 5.1)

0 1 (10 min_ (01
— — = >
P (1 0)’ P (0 1)’ P 1 o) =0

et si Xél) =0, XéQ) =1, on aura Xr(ll) #* Xg) pour tout n > 0 (ie. pas de couplage
possible).

Cas périodique
Dans le cas d'une chaine de Markov périodique, on généralise le Théoreme 7.40 comme

suit :

Théoréme 7.44 Soit (X, ),>0 une chaine irréductible récurrente positive, périodique de
période d et de probabilité invariante . Alors pour toute paire d’états x,y € E, il existe
r € [0,d—1] tel que P"(x,y) =0 si n # r mod d, sinonn =md+r et on a

lim P™(z,y) = dr(y).

m—-+00
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Exemple 7.45 (Chaine de de naissance et de mort) On considére une chaine de nais-
sance et de mort irréductible récurrente positive de période 2 . Si y — x est pair alors
P*™ (g, y) = 0 pour tout m > 0 et

lim P> (x,y) = 27(y).

m—+00
Si y — x est impair alors P*™(x,y) = 0 pour tout m > 0 et

lim P2t = 27 (y).
Jim (z,y) = 27(y)
Démonstration : On commence par une extension du Théoreme 7.40 pour une classe
close irréductible récurrente positive apériodique. Soit E; une telle classe et soit 7(®)
la probabilité invariante concentrée sur Eg, (Théoreme 7.30). En considérant la chaine
restreinte a Eg,, on a d’apres le Théoreme 7.40 :

1

lim P"(z,y) = 79 (y) = ~—, I,y € LR,
n—-+00 ( ) ( ) Ey[Ty] R

En particulier si y est un état récurrent positif de période 1 alors en choisissant pour
Epg, la classe close irréductible contenant y, on voit que :
1

lim P"(y,y) = — = 7.29
Jm Py, y) B 7] (7.29)

On prouve maintenant le Théoreme 7.44 pour le cas périodique. Soit donc (X,)n>0
une chaine irréductible récurrente positive et périodique de période d > 1. En posant
(Yi)m>0 = (Xomd)m>0, on définit une chaine de Markov de matrice stochastique Q = P,
Soit y € E, alors

PGCD(m : Q™(y,y) >0) = PGCD(m : P™(y,y) > 0)

1 n
= EPGCD(n : P'(y,y) >0) = 1.

Les états sont donc de période 1 pour la chaine (Y;,)m>0, qui est donc apériodique.

On suppose que la chaine (X,,)n>0, et donc aussi (Y,,)m>0, démarre de y. Comme la
chaine (X,,),>0 revisite y la premiere fois & un multiple de d, la durée d’un retour moyen
en y pour la chaine (V;,)m>0 est d'E, [fy} ou E, [Ty] est la durée d'un retour moyen
en y de la chaine (X,,),>0. En particulier, y est récurrent positif pour toute chaine de
Markov de matrice stochastique (). En appliquant le résultat préliminaire (7.29) a cette

matrice stochastique, on a

d
lim Q"(y,y) = o= dr(y),

m——+00 y

so1t
lim P™(y,y) =dnr(y), yé€E. (7.30)

m—-+00



Chapitre 7. (©)JCB — M1math — Université de Rennes 162

Soit x,y € E, par irréductibilité de P, il existe n > 1 tel que P™(z,y) > 0. On pose alors
ry =min(n >0 : P"(z,y) > 0). On a en particulier P™(z,y) > 0.

On montre que P"(x,y) > 0 seulement si n — ry est multiple de d : par irréductibilité,
on choisit ny > 0 tel que P™(y,x) > 0, alors

Pty y) > PM(y, )P (z,y) > 0

et donc 7 + ny est multiple de d. Réciproquement, si P™(z,y) > 0 alors de la méme
facon,

P (2, ) = P (z,y)P™ (y,2) > 0
et n+ ny doit étre un multiple de d; par conséquent n —r; = (n+ny) — (r1 + ny) aussi.
Finalement, n — r; doit étre multiple de d et n = kd + r; pour un certain k£ € N.
Il existe my € N tel que r; = myd + 1 avec r € [0,d — 1]. D’apres ce qui précede, on a
P™(x,y) = 0 si et seulement si n # r mod d. On déduit maintenant que

m

P (1) = Z]P’x (fy = kd + r) P M(y, ). (7.31)
k=0

On pose
P=Rd(y ) si0<k<m
bm(k)_{o sik>m

Alors par (7.30), pour chaque k fixé, on a lim,, 1 bn(k) = dr(y). En appliquant le
Lemme 7.16 (convergence dominée) avec E = N, b(k) = dr(y) et a(k) = P, (T, = kd+7)
(sommable) pour passer & la limite en m — +oo dans (7.31), on a

+oo
ml_l)I_Ii_loo P () = dr(y) ; P, (fy =kd+r)
= dn(y)P,(T, < +o0)
= dr(y),
ce qui acheve la preuve du Théoreme 7.44. Noter que Z;:()) P, (TV y = kd+ 7") =P, (T y <
+00) vient de P"(z,y) = 0 si n # r mod d.
O

7.5 Théoreme ergodique

Le théoreme ergodique relie moyenne temporelle et moyenne spatiale.

Théoréme 7.46 (Ergodique) Soit (X,,),>0 une chaine de Markov récurrente irréductible
et soit T une mesure invariante. Soit f, g € L'(r) avec fE gdm # 0. Alors pour toute lot
matiale v sur E, on a

lim > o (X) _ Jp fdx P
notoo Y0 0 g(Xy)  Jpgdnm

L-DS. (7.32)
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Remarque 7.47 En fait le résultat reste vrai si f est positive avec [ pfdr = +o0, il
suffit de prendre des fonctions fy ' f avec [ g Jedm < 400 et d’utiliser le théoreme de
convergence monotone : Comme f > fi, on a :

2 i F(Xi) o [u(Xi) [ fudm
g0 2 M TG T e

Puis comme [, fydr / +o0 quand k — +00, il vient

P,-ps.

=400 P,-ps.

Corollaire 7.48 (Ergodique) Soit (X,,),>0 une chaine de Markov irréductible récurrente
positive et m son unique probabilité invariante. Alors pour toute loi initiale v sur E et

feLYr), ona:
nETooﬁZf (X3) = / fdr P,-ps. (7.33)

Démonstration : Comme la chaine (X,,),>0 est irréductible récurrente positive, il existe
une unique probabilité invariante 7 par le Théoréme 7.25 et on a 1 € L(7). Le Théo-
reme 7.46 s’applique alors avec g(z) = 1 et assure (7.33). O

Remarque 7.49 Cette limite (7.33) est 'essence méme de la notion d’ergodicité : la
moyenne de f le long de la trajectoire de la chaine, ie. sa moyenne temporelle = ™7 f(X},),
converge en temps long (n — +00) vers la moyenne spatiale [  fdm de f (par rapport
a la probabilité invariante).

Puis en appliquant le Théoreme 7.46 avec f(y) = 1=z et g(y) = 1 (avec la Re-
marque 7.47 lorsque g € L'(m)), on récupere immédiatement le Théoreme 6.15 :

Corollaire 7.50 (Ergodique) Soit (X,,),>0 une chaine de Markov récurrente irréductible.
Alors pour toute loi initiale v sur E :

(1) Dans le cas récurrent positif :

lim _Zl{Xk —oy = m(x) Py-ps;

n—-+oo M,

(2) Dans le cas récurrent nul :

lim _Z]‘{Xk x}—O P v-PS.

n—-+oo N,
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Démonstration :[Théoreme 7.46] D’abord on observe qu’il suffit de voir la convergence
(7.32) pour P, pour tout # € E pour la récupérer pour toute loi v par (5.28) : si
P,(A) =1 pour tout = € E alors P,(A) = > pv(@x)Py(A) = pv(z) =1

Pour la suite, on fixe z € E. On commence par observer que m(x) > 0 : en effet, par

le Théoréme 7.24, les mesures invariantes m = 7(z)v, ou v, est la mesure invariante
associée a I’état x récurrent dans (7.8). Comme 7 # 0, cela exige 7(z) > 0.

On utilise les dates de retour de la chaine (X,,),>¢ en = définies par récurrence en (6.1)
par T{" = inf (k‘ > T Xy = x) et satisfaisant (6.2)

T =7 1L 7MW 00 (7.34)

Puisque z est récurrent, les temps (Tén))nzo sont P,-ps finis (Déf. 6.3 + Markov fort
(5.37)). Pour k£ > 1, on pose alors

Z(f)= > f(X). (7.35)

_plk=1)

1=lz

Lemme 7.51 La variable aléatoire Zy(f) est F ) -mesurable.

Démonstration :[Lemme 7.51] On montre que pour tout A € B(R), on a {Z;(f) € A} €

F ot . Pour cela, il faut et il suffit de voir que pour tout n > 1 {Zx(f) € A} N {ngk) =

n}xé Fn (cf. 2) dans la Prop. 3.15).

{Zi(f) e Ay {TY =n} = L_J <{Zk( f) € A} n{TW =n} N {TH = m})
= U <{ Z f(X;) € A} N{T® = n} N{THD = m}) € F,

car {Z?;fn f(X;) e A} EFo  CFLNATF YV =m) e Fyc Fo, {TH =n} e F,. O

Lemme 7.52 Les variables aléatoires (Zy(f))

on obtient que les variables aléatoires ™ — 1t
Proposition 6.14.

vy Sont ud. En particulier avec f = 1,

n_l), n > 1, sont iid et on retrouve la

Démonstration :[Lemme 7.52] Pour tout & > 1, il suffit de voir pour des fonctions g;
mesurables bornées sur R, (1 <i <k):

Hgi<Zi(f))

Pour cela, on raisonne par récurrence sur ’entier k.

Ey

= B [5:(z:(N)]. (7.36)

Pour k = 1, I'égalité (7.36) est immédiate. On suppose alors (7.36) établie pour k fixé
et on la prouve pour k + 1. Pour cela, on observe que
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— les variables aléatoires Z1(f), Z2(f), .- ., Zi(f) sont F w-mesurables (Lemme 7.51),

— @T£k> (w) est indépendante de FTé’“’ et de loi P, (propriété de Markov forte sous
la forme du Corollaire 5.38),

— Zi(f) = Z1(f) 0 O 4w . En effet, avec (7.34) on a :

Tk T k)
Zu(f) = Z f(X) = Z f(XHTgE’“))
=T a=0
ngl)o@Ték)*l 7y
= Y f(Xeew) = (X S(X) o0
j=0 Jj=0
= Zi(f)o @T;k).

En utilisant la propriété de Markov fort (Théoréeme 5.37), on a donc

k+1

E, ng(Zz(f))

B k
= E. <H9i<Zi(f))> e+1(Z1(f) © Opw)

= E, (ﬁ%(zz(f))) EXT;’“) [9’“*1(21(”)}]

E, [gk+1 (Zl (f))}

= K, ng<Z1(f>>

k
— (H E, [gZ(ZZ(f))]) E, [ng(Zl(f)ﬂ (par hyp. de récurrence),
i=1
ce qui prouve (7.36) pour k + 1 et donc le Lemme 7.52 par récurrence. Il

Suite de la preuve du théoréme ergodique (Théoréme 7.46). Afin d’appliquer la loi des
grands nombres (LGN) aux variables aléatoires (Zx(f))k>1 %id (Lemme 7.52), on montre
quelles sont L! lorsque f € L'(7) : en effet

7 -1 -1
E[|Z1(N)] < Eo| D XD =B | DD IfW)x=y (7.37)
k=0 k=0 yeE

7 _q N
= D FWIE | D 1 ZZIf(y)\vx(y)=m (7.38)

yerR yerR 7T($)
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puisque 7 = 7(x)v,. Le méme calcul avec f a la place de |f|, et égalité dans ce ce cas
dans (7.37), donne

E.[Z1(f)] = Es Z f(Xk)| = fifdw < +00.

La LGN assure alors

d
lim —sz fEf T P,ps. (7.39)

n—+oo N )
Maintenant, on note N, (n) = > req Lix,—} de sorte que

xT

Lorsque f est une fonction positive, on a

(N () _ " (N (m)+1) _
o F(X) o S (Xl ()
N.(n) ~ N.(n) N.(n)
En regroupant les paquets Z;(f) définis en (7.35), on a :
T(ﬁz<”)) 1 ( T;é”—l ]V,c(n)
Z ka:Z(Zf X)) =3z,
=1 gD j=1

et donce

No(n) o n Na(n)+1 -,
Zj:i Z;(f) < Zkio f(Xk) < ZFIN Zi (f) (7.40)

Comme z est récurrent, N,(n) — +oo et (7.39) assurent que les termes de gauche et
de droite de (7.40) convergent P,-ps vers [, fdr/m(x) et donc par le théoréme des

gendarmes
fE f dm

()

Si f € L'(m) est de signe quelconque, on applique (7.41) & f* = max(f,0) et & f~ =
max(—f,0) et par différence on obtient (7.41) pour f = f* — f~ (la différence dans
(7.41) a bien un sens car f € L'(7)) :

lim —
n——+o0o NI

P,-ps. (7.41)

1 n
= +Xk.— (X
Nx<n)2(f( ) — (X))

1 n n

A Zf* > Fd

) k—o
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Jpfrdr  fofdr _ [(f* = f)dr _ [, fdx

novtes () () ()

De la méme facon, on obtient pour la fonction g :

. 1 2 [pgdnm
lim — g(Xp) = 22— 40 P,-ps.
n—too N (n) kZ:O (X) 7(x) 7

Le rapport des deux limites donne alors

1 _
S X T [gdn

prouvant le Théoreme 7.46.

z~PS,

()

P,-ps.

Exemple 7.53 (MCMC) La méthode de Monte Carlo par chaine de Markov (Monte
Carlo Markov Chains) vise a estimer une somme S := )  _.v(z)f(z) ol v est une
probabilité, et f € L'(v), a priori difficile & calculer, en trouvant une chaine de Markov
(Xn)n>o (irréductible, récurrente positive) admettant v comme probabilité invariante.

On a alors

n—-+o0o

E DI EARE A
k=0

et pour n assez grand L ") (X)) est une bonne estimation de la somme S. Cf. [Rob].
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