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Introduction

Ces notes de cours sont en deux parties : [JCB-proc] et [JCB-stoch].

La partie [JCB-proc| correspond aux chapitres 1-6. Elle a pour but de présenter la
notion de processus stochastique, en particulier ceux a trajectoires continues, avec un focus
important sur le mouvement brownien qui est le processus stochastique emblématique. Les
notions de martingales, martingales locales et semi-martingales sont présentées afin de
construire I'intégration stochastique.

La partie [JCB-stoch] correspond aux chapitres 7-12. Elle introduit au calcul stochas-
tique et a ses outils fondamentaux.

Ces notes sont principalement destinées aux étudiants du Master 2 Mathématiques
et applications de 1’Université de Rennes. Elles ont plusieurs sources d’inspiration, dont
principalement [LG1] mais aussi les notes de cours [Gué|, [EGK], [Mal]. Par ailleurs, des
références standards conseillées sur le sujet sont les livres [KS], [RY] (en anglais) et [Gall,
[CM] (en frangais).

Le contenu de ces notes est le suivant :

On commence par quelques rappels gaussiens en introduction. La notion générale de
processus stochastique est présentée au Chapitre 1. Le Chapitre 2 introduit la classe des
processus gaussiens. Ces chapitres s’inspirent de [Dav] et des références classiques sont
[Bil2], [Kal].

Au Chapitre 3, on présente le mouvement brownien, processus stochastique central,
dont on discute de nombreuses propriétés (en loi, trajectorielles).

Au Chapitre 4, on introduit la notion de martingale en temps continu. On y revi-
site les principales propriétés connues dans le cas des martingales discretes : inégalités de
martingales, théoreme d’arrét et on discute en plus de régulatisation des trajectoires de
martingales, a indistinguabilité pres.

La notion de semimartingale, essentielle dans la théorie de I'intégration stochastique,
est présentée au Chapitre 5. Pour cela, on discute des deux parties qui forment une semi-
martingale : les processus a variation bornée et la notion d’intégrale de Stieltjes d’une part,
et la notion de martingale locale, et de son outil caractéritique qu’est le crochet d’autre
part.

Le Chapitre 6 est consacré a la construction des intégrales stochastiques et a ses prin-
cipales propriétés.

Dans le Chapitre 7, on présente la formule d’Ito, ce résultat est essentiel et constitue le
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point de départ du calcul stochastique qui est la suite naturelle du cours et pour laquelle
on renvoie a [JCB-stoch]. Dans le Chapitre 9, on présente la notion d’équation différentielle
stochastique (EDS) a laquelle on donne un sens grace a 'intégration stochastique. Le calcul
stochastique et la formule d’Ito en particulier permettent de créer des liens féconds entre
processus stochastiques et équations différentielles partielles (EDP). Ils sont illustrés dans
le Chapitre 10 par les liens entre mouvement brownien et équation de la chaleur.

On s’intéresse ensuite aux processus de diffusion, qui sont des solutions d’EDS particu-
lieres, on les introduit dans le Chapitre 11. Le Chapitre 12 présente la notion de probleme
de martingales qui permet de donner des solutions faibles d’EDS.

Les prérequis de ce cours sont des probabilités de base (des fondements des probabilités
aux conséquences de la LGN et du TCL — niveau L3) pour lesquelles on pourra consulter
[JCB-probal, les martingales en temps discret (niveau M1), voir [JCB-discret].
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Chapitre 7

Formule d’Ito et conséquences

Dans ce chapitre, on prouve la formule d’Ito, véritable clef de voute du calcul stochas-
tique. Celle-ci montre que lorsqu’on applique une application C? & une semimartingale,
on conserve une semimartingale; elle en donne en plus la décomposition (martingale lo-
cale + processus a variation bornée). La formule d’Itd est prouvée en Section 7.1. Des
conséquences importantes en sont présentées dans les sections suivantes : théoreme de
Lévy (caractérisation du mouvement brownien par son crochet, Section 7.3 ), théoreme de
Dubins-Schwarz (Section 7.4), inégalités de Burkholder-Davis-Gundy (BDG, Section 7.5),
théoreme de représentation des martingales (Section 7.6), formule de Tanaka (Section 7.7).

7.1 Formule d’Ito

La formule d’Ito est I'outil de base du calcul stochastique : elle montre qu'une fonction de
classe C? de p semimartingales & trajectoires continues est encore une semimartingale a
trajectoires continues, et elle exprime explicitement la décomposition de cette semimartin-
gale.

Pour commence, on rappelle la formule de changement de variable classique : lorsque F, g
sont des fonctions de classe C! alors (F o g)'(t) = F'(g(t)) ¢'(t) s’écrit

Flg(t) = F(g(0)) + / F(g(s))g/(s) ds.

Lorsque F' est une fonction C' et g est une fonction continue, & variation bornée (cf.
Prop. 5.10-6) en Section 5.1.1) alors on a encore avec I'intégrale de Stieltjes (Section 5.1.2) :

F(g(t) = F(g(0)) + / F'(g(s)) dg(s).

La méme formule reste vraie pour un processus X a trajectoires continues et a variation
bornée en faisant un calcul trajectoriel (pour chaque w fixé, la trajectoire ¢t — X;(w) est a

3
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variation bornée et le cas précédent s’applique) : pour F une fonction de classe C, on a
alors

t
F(X;) = F(Xp) + / F'(X,) dX,.
0
La formule d’Ito généralise cette propriété pour des semimartingales a trajectoires continues

lorsque F' est C?; la formule fait alors apparaitre un terme supplémentaire di au fait que
ces processus ne sont pas a variation bornée, cf. (7.1) ci-dessous.

Théoréme 7.1 (Formule d’It6) Soit X une semimartingale a trajectoires continues et F :
R — R une fonction de classe C?. Alors presque stirement pour tout t > 0, on a :

t 1 t
F(X;) = F(Xo) +/ F'(X,)dX, + 5/ F"(X,)d(X, X)s,. (7.1)
0 0
Lorsqu’on considére p semimartingales & trajectoires continues X, ..., X®) et F: RP —

R de classe C?, alors presque sirement pour toutt >0, on a :

p t
OF ,
FORY X = RO ) 3 [ 2 i) ax

=1 8:61 ) ’
= XM XPYyg(x® X0y 7.2
;/axlax]w,sw X0 (12)
Remarque 7.2 — Pour une semimartingale a trajectoires continues X de décomposi-
tion X = Xo+ M + Aet FF € C?, (F(X;))>0 est une semimartingale de décompo-

sition

P(X) = F(Xo)+ / tF’<X5>dXS+§ / (X d(X, X),

t t t
- P+ [ POOAL 4 [ PO [ PG de ).
0 0 0

J (. S

v~

~
partie martingale locale partie variation bornée

— Pour une martingale locale M A trajectoires continues et F'(z) = 22, la formule d’Tt6
(7.1) se lit

t
MZ = M2+ 2/ M, dM, + (M, M),
0

soit

t
Mf—(M,M)t:MngQ/ M, dM,
0

ce qui identifie la martingale locale qui définit le crochet en (5.11). On aurait pu faire
directement cette observation dans la démonstration du Th. 5.31 donnée en Section
5.2 puisqu’une lecture attentive de la démonstration indique que la construction
de (M, M), fait intervenir > ") Myn(Me  — Min) qui sont des approximations de

Riemann de 'intégrale stochastique fot M, dM,.
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— En prenant Xt(l) =tet Xt(z) = X;, on a aussi pour toute fonction F' de classe C?
sur Ry x R

F(t, X,) = F(0, X,)

82

Xs)dXs+ — X)d(X, X)s. (7.3

/axs [ G xas g [ R x) a0 30, 0
martmgalc locale Variati;:bornéc

En fait, il suffit de prendre F € C'?(Ry x R,R), ie. F est C' ent € Ry et C? en

rz e R.

Démonstration : On traite d’abord le cas (7.1) c’est a dire p = 1. On fixe t > 0 et on
considere une suite {0 = #f < --- <t = t},> de subdivisions emboitées de [0,?] de pas
tendant vers 0. Alors en télescopant la somme, on a :

pn_]-

F(Xt X() + Z Xt" - (Xt?))'

La formule de Taylor (Lagrange) a lordre 2 sur l'intervalle (non ordonné) (Xt?,XthH)
donne pour chaque w € € :

fn,i(w)
F<Xt?+1) - F<Xt?> - F/(Xt?xXt?H B Xt?) + 9 (thnﬂ

— Xty)Q
ou

Jni € | Inf F"(Xip +0(Xip, = Xip)), sup F" (X +0(Xin | — Xin))

0€l0,1]

Noter qu’avec la formule de Taylor a reste intégral, on a

2
Inil) ey, = Bt = Xe)
2 ! K 2

1+1

1
/0 (1= F" (X + u(Xey,, — X)) du

et donce )
fnJ(W) = /0 (1 — U)F”(Xt;? + U(Xtﬁl — Xt?)> du

est bien mesurable (ce qui n’est pas directement clair par Taylor-Lagrange). D’apres 6)
dans la Proposition 6.20 (approximation de Riemann des intégrales stochastiques) avec
H, = F'(X,), on a, dans le sens de la convergence en probabilité :

pn_l t
ST P (X)) (Xep,, — Xep) —— | F'(X,)dX..

g n——+oo
i=0 0

Pour prouver la formule d’'It6 (7.1), il reste a établir la convergence en probabilité :
pn—1

me )(Xig,, — Xip)? —— tF”(XS)d<X,X>s, (7.4)

n—-+o0o 0



6 Chapitre 7. (©)JCB — M2 Math. — Université de Rennes

car alors, par unicité presque stre de la limite en probabilité, on aura pour tout ¢t > 0 :

PO = PO+ [ PO axs [T ax, s

Les deux termes de ’égalité ci-dessus étant continus en ¢, les deux processus seront en fait
indistinguables, ce qui assurera (7.1).

Il reste donc & établir (7.4) ; pour cela, on note pour n < m :
pm—1

Z S (@) (X, = Xin)?

pnl

=Y failw) D (X, — Xm)%
=0

(gt <em<tr, )}

-1 _ -1
Comme > 07" =377 > m<im e, 1 (subdivisions emboitées), on a

To=2 > fus@) Xy, = Xep)?

i=0 {jup<tm<er, |}
et on peut écrire

|Tm - Tn,m|

pn—1 pn—1

=D D> i@ X, X ) =D D> fua(@) (X — Xym)?

=0 dity St <L 1=0 JAF UL
[3 +1 [3 i+1

pn—1

Y (@) = faalw) (X, — Xip)?

i=0 {j:r<tm<t

1+1}

pn—1 pm—1
2 2
< Zom (Xem, = Xem)* = Znm > (Xim | — Xim)
i=0 {jip<tm<tr, |} §=0
avec
0<ispn—1 \ {jp <t <tl ,}
Comme F” est continue, s € [0,f] — F”(X) est uniformément continue (théoreme de
Heine) et cela assure que Z, —+> 0. D’apres la Proposition 5.47 (interprétation
m—r—+00

variation quadratique du crochet), on a

pm—1

2 P
jz:; (Xim | — Xim) P (X, XD
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Et donc pour € > 0 donné, il existe N; > 1 tel que pour tout m > n > Ny,

pm—1

P(|T, — Tom| > ¢/3) <P (Zn,m S (X, — Xen)? > e/3> <e/3. (7.5)

=0
(Comme Z,,,, P L0t me 1(Xt;_n+1 — Xym)? LN (X, X)¢, le lemme de Slutsky

n,m—-+00 J m——+oo

assure Z, pm_l(Xtm — X )? ———0)

n,m——+o0o

Ensuite, comme les (t]").¢n <¢m<¢z, | forment une subdivision de [¢7', ¢7,,], la Proposition 5.47
montre qu’on a aussi, en probabilité :

Yoo K, = X)) ——— (X, X, — (X, X

m——+00
{] t”<tm<t”+1}

soit
pn—1
. 2
P i Ton =B lin D i D, (KX, = Xip)
{tp<tm<in, |}
pn_l
= > fui (1 Xhip, = (X, X))
i=0
t
= [ hao)dx.x)
0
ou on a noté h,, = f;gl fn,il[tg,tg+1[- Ainsi pour chaque n > 1, il existe Ny(n) > 1 tel que

pour m > Ny(n) :

T — / t ha(s) d(X, X),| > 5/3> <e/3. (7.6)

"

Puis comme F est C?, on a lim,_, 1o hy(s) = F”(X;) ps. De plus, pour tout s € [¢t7, ¢ ],
on a:

’hn(S)—F”(Xs)‘:lfn,z_ lim fm,](m)‘z lim |fnz fm] ‘< lim an7

m——+00 m——+00 m——+00

et donc

sup |h,(s) — F"(X,)| —— 0,
s€[0,4] n—+0o0
puis
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< ( sup |hn(s) — F”(Xs)\) (X, X), ——— 0.

s€l0,] n—-+00

Il existe donc aussi N3 > 1 tel que pour n > N3

"

pm—1 t
S foi (X, — X ) — / FY(X.) d(X, X).
7=0

/O () (X, X) — / P UKL X,

0

> 5/3) <e/3. (7.7)

Comme

+

Y

/Ot ha(s) d(X, X), — /Ot F"(X,) d(X, X),

t
Ty — / ho(s) d(X, X)s| +
0

on a
([T — T < £/3}
t

m{ Ty — / () d(X, X),
0

m{ /Othn@) d(X,X>S—/OtF”(XS)d<X,X>S

pm—1
C {

t
> sy, — X = [P0, ),
§=0
et en passant au complémentaire :

{

< 5/3}

< 5/3}

pm—1

t
D fmi(Xem = Xym)? —/ F'(X,) d(X, X)s| >
7=0

0

C AlTn —Taml =2 ¢/3}

U { Tom — /Ot hn(s)d(X, X)s

8

En prenant les probabilités, et en combinant (7.5), (7.6), (7.7), avec n > max(Ny, N3) et
m > Ny(n), on a :
> 6)

Ty — / () dIX. X,

> 6/3}

[ haoacex. - [ Fc a2 <)

pm—1

t
> fniXig, = X = [ P (X, 3),
j=0

o(f

< BT~ Tunl 2/3)+ B

> 6/3)
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+P ( / o (s) d(X. X — /0 CF(X) (X X0,

< 13 +_6 +_5 — .
- 3 3 3 7

>23)

[e=]

ce qui prouve (7.4) puisque € > 0 est arbitraire. Finalement, la formule d’Ito (7.1) est
prouvée pour p = 1.

Dans le cas ou p est quelconque, la formule de Taylor toujours a ’ordre 2 donne

F(Xt(i) ,...,X(”) ) - F(x0, . x®)

n
i1 t; i

P k,l
k k j%i k k !
= Z 8xk X LX) (X = X)) Y TG - X)) - X))

avec

0’F
E f Xn eXn - n PICIEEE Y X’n QX _Xn S
frsi Gé%J]awkaxl( T ( o, r ) ) eiﬁa]axkaml( gt ( ) )

Le 6) dans la Proposition 6.20 donne a nouveau la limite cherchée pour les termes faisant
intervenir les dérivées premieres :

pn—1
oF ) ®)\ (3 (k) (1) ®)Y 73 )
Z Fon (Xs o X)) (), = X — Z/ axk (XD, XxP)dx®.

En adaptant légérement les arguments du cas p = 1, on montre que pour tous k,[ € [1,p] :

pn—1 t a2
k k ! ! P 0°F
D I, = X)X, = X)) = [ (KD, X Al ®, X O),,

i n—+o0

Cela acheve la preuve de la formule d’It6 dans le cas général (7.2). U

Un cas particulier important de la formule d’It6 est la formule d’intégration par parties.

Corollaire 7.3 (IPP) Soit X etY sont deux semimartingales a trajectoires continues. Alors
on a :

t t
XYy = XoYo+ [ X, dYs + / YodXs + (X, V). (7.8)
0 0

Le terme (X, Y') est nul si X ou Y est a variation bornée. Il est présent quand on considere
de (vraies) semimartingales et ce terme supplémentaire témoigne de la différence entre le
calcul stochastique et le calcul différentiel déterministe.
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Démonstration : Appliquer la formule d’It6 & F(x,y) = xy qui est bien de classe C? en
x,y et noter que

OF oF
a(xay):i% a_y(l‘ay):x
0*F 0*F 0*F

(%ay(fmy) @Y= ayQ(rﬂ,y) 0

En particulier, si Y = X on obtient

t
X2= X2+ 2/ X, dX, + (X, X),.
0

7.2 Premieres applications de la formule d’Ito

Formule d’It6 pour le mouvement brownien

Pour un (F;)-mouvement brownien B, la formule d’It6 s’écrit

F(B,) = F(By) + /t F'(B,)dB, + % /t F"(B,) ds.

En prenant Xt(l) =tet Xt(Q) = By, (7.3) devient : pour toute fonction F de classe C? sur
R, xR, ona:

LOF tOF
XM Xx@yaxW
0 825 ( ) + 0 ax
82

Z X D Xx@)yq(x@ x@y,
+3 [ SR O, X ax®, X

"(OF  10°F
= F(O,Bo)+/0 %(S7Bs)st+/ <E+§w) (S,Bs)ds.

puisque avec Xt(l) =t, X,;(Q) = B, (X@ XY, =¢ (XD X0 =0 pourie {1,2}.

F(t,B) = F(0,By)+ o (X, X dx?

? S

Si B = (Bt(l), VN Bt(p )) est un (JF;)-mouvement brownien en dimension p alors les B sont
des mouvements browniens indépendants. On a vu au chapitre précédent que dans ce cas
(BW BUY = 0 lorsque i # j et d(B®, BW), = ds. La formule d’It6 montre alors que,
pour toute fonction F de classe C? sur R?,

F(B!,....B") = F(B",. Z/ axz BW, ... B®)dBY
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Ll $ /t OF g By, po)
2 o Omdr, s s s

1<i,j<p
(1) oy 5 [ OF g ®)) ¢BY
= F(By’,...,By By,...,BY) dB;
(07 70)+;Aaxl( ’s) s
1 t
+§/ AF(BW, ... BP)ds (7.9)
0
OUAF =" a £ est le laplacien de F'. On a aussi une formule analogue pour F(t, B() .,Bt(p )).
F(t,BY",....B") = F(0,B",... / BWY,...,B®)dBY
<7tv7t) (0a> +Z axl 75)5

+/ (%—f+ SAF) (s, By ds.

En particulier si F' est harmonique (ie. AF = 0) alors F (Bt(l), cey Bt(p )) est une martingale
locale.

Exponentielles stochastiques

On définit maintenant 'exponentielle stochastique £(M) d’une martingale locale M
quelconque. Pour commencer, on dit qu'un processus a valeurs dans C est une martingale
locale si ses parties réelle et imaginaire en sont.

Définition 7.4 (Exponentielle stochastique) On appelle exponentielle stochastique d’une
martingale locale complexe M, a trajectoires continues, le processus

E(M), = exp (Mt - %(M, M>t> >0, (7.10)

La formule d’'It6 justifie qu'il s’agit d’'une martingale locale (Prop. 7.5) et explique la
terminologie, cf. la Remarque 7.6 ci-dessous.

Proposition 7.5 L’ezponentielle stochastique E(M) = (E(M))i>0 d’une martingale locale
complexe M, a trajectoires continues, est encore une martingale locale a trajectoires conti-
nues.

Démonstration : Si F'(z,r) est une fonction de classe C? sur R x R, la formule d’Tt6 assure

F(M,, (M, M),) = F(Mo,0)+/t oF My, (M, M),) dM,

el

"(OF  10°F
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Le processus F' (Mt, (M, M >t) est une martingale locale des que sa partie a variation bornée
s’annule, ie. lorsque F' vérifie la condition :

OF 10*F
— + === =0.

or 2022

La preuve s’acheve en observant que cette condition est satisfaite par la fonction F'(z,7) =
exp (x — %7") (plus précisément par les parties réelle et imaginaire de cette fonction). O

Remarque 7.6 (Exponentielle stochastique) Avec F/(z,r) = exp (z—7/2), ona 2 (z,r) =

oz
F(z,7), si bien que I'identité

F (M, (M, M),) :F(MO,O)Jr/t or M,, (M, M),) dM;

o Oz (
s’écrit

E(M), = E(M)o + / e (D), dM, (7.11)

ou en écriture symbolique d’EDS (cf. Chapitre 9) : d€(M) = E(M)dM, ce qui généralise
I'équation dy = ydz de solution y(r) = e* avec la condition y(0) = 1 ou I’équation
dy = y; dg; de solution y; = exp(g;) lorsque g est a variation bornée nulle en 0 et avec la
condition initiale yy = 1. Cette propriété justifie ’appelation exponentielle stochastique de

M pour E(M).

Proposition 7.7 (Intégabilité de I’exponentielle stochastique)

(1) Soit f € L2 (B) avec fot f(s)%ds < C ps pour une constante C finie alors E( f, fodBs)

loc
est une vraie martingale de carré intégrable. En particulier pour tout t > 0, on a

E[E([, fsdBs)] = 1.
(2) Si f € L2 (B) est a valeurs complezes, on a

loc
’5(/ deB5> < +4oo et E {5(/ fsdBS” — 1.
0 t 0 t

Démonstration : 1) On fixe ¢ > 0 et on pose Z; = &( [, f(s)dB;);. On commence par
supposer que |f(s)| < k pour tout s € [0,¢]. Pour 'exponentielle stochastique, la formule
d’Tto s’écrit

2

/t|f(s)|2ds§ ¢ = E
0

Zy =1+ /t Z,f(s) dBs. (7.12)
0

< +oo}

On montre alors que

t
fZ e L[207t](B) = {H :Q xRy — R: progressif avec E [/ HZ%ds
0
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pour assurer que fg Z,f(s) dBs est une (vraie) martingale et que E[Z;] = 1. De (a + b)? <

2(a* +v?), on déduit
u 2
Zﬁ§2<1+ (/ ZSdeBS) > u < t.
0

Pour le calcul du moment d’ordre 2 de fou Z fsdBs, on utilise I'isométrie d’Ito pour déduire
pour u <t :

B[] gz(H/ouE[zgfg} ds)
<2 (1 + K /OU]E[ZS?} ds> : (7.13)

A priori comme E[Z2] n’est pas finie, on utilise les temps d’arrét T, = inf (¢ > 0: Z; > n),
n > 1, qui réduisent la martingale locale Z. En faisant comme précédemment, on peut
remplacer (7.13) par

E|[Z1u<ry| <E[Z).7] <2 (1 + K / E[Z21.<1,] ds) : (7.14)
0

On peut alors appliquer le résultat classique suivant a E[Zg]_{ung}] :

Lemme 7.8 (Gronwall) Soit g une fonction positive localement intégrable définie sur R,
telle que pour a,b >0

t
g(t) <a-+ b/ g(s)ds. (7.15)
0
Alors g(t) < aexp(bt) pour tout t > 0.

Preuve (Grénwall). En multipliant par e~ I'’hypothese (7.15) s’écrit

d t
— [exp(—bt)/ g(s)ds} < aexp(—bt)
ce qui, en intégrant, donne
¢ a
exp(—bt)/ g(s)ds < E(l — exp(—bt)).
0
On obtient le résultat en reportant I'inégalité ci-dessus dans I'hypothese (7.15) :

g(t) <a+ b%ebt(l — exp(—bt)) = ae™.
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Le lemme de Gronwall (Lemme 7.8) assure alors E[Z21,<7,1] < 2exp(2k®s) et par conver-
gence monotone on obtient E[Z2%] < 2exp(2k?s) lorsque n — +oo. Pour s € [0,¢], on a
donc Z, de carré intégrable et borné dans L?. Cela garantit fZ € L[Zovﬂ(B) et & partir de

(7.12) : E[Z,] = 1. De plus, comme f est bornée et Z est bornée dans L?, on a

E [(Z, Z),] = E[/Ot fofds] < +00,

ce qui assure que Z est une martingale L? par le Th. 5.36.

Dans le cas général, on pose f,, = (fAn)V(—n) et on applique le cas precedent a f, (fonction
bornée par n). Par convergence monotone, on a f(f fo(u)?du fo u)?du, n — +oo,
presque surement et par isométrie d’Ito et convergence dommee

/fn )dB, m/otf(u)dB

(/Ot fulu) dB, /Ot Fu) dBu>2
/Otf"(SMBS_%/Otf”(sydsﬁ/Otf(s)st—%/otf(s)st

et, comme la convergence en probabilité se conserve en appliquant une application continue,

avec des notations évidentes, on a : Z,(t) % Z(t). Puis
n—-+0oo

E[Z,(t)?] =E [exp (2 /t fu(s)dBs — (4 —3) /t fn(s)st)]
<E[exp< /fn ) dBs —8/ fuls ﬂ E[exp (6/0tfn(s)2ds>y/2

<1 x exp(3C) (7.16)

car

TR —

n—-+o0o

On a donc

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et le cas précédent pour avoir

E [exp (4/Otfn(s) dBS—S/Otfn(s)zds)] _E {5 (/Otélfn(s) st)] _1

La borne (7.16) assure que (Z,(t)),>1 est uniformément intégrable. D’apres le Théoreme

de Vitali, la convergence Z,(t) % Z(t) se renforce en Z,(t) L—i> Z(t) et on a en
n—-+0oo n——+0oo

particulier lim,,, ., E[Z,(¢)] = E[Z(t)], ce qui assure E[Z(t)] = 1. Pour s < ¢, on a aussi
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E[Z,(t)|F] L—+> E[Z(t)|F.]. En passant & la limite dans E[Z,(£)|F,] = Zu(s) ps, il vient
n—-+0oo

donc E[Z(t)|Fs| = Z(s) ps pour s < t (unicité ps de la limite en probabilité), ce qui établit
que Z est une martingale.

Il reste & voir que cette martingale est L?. Pour cela, on observe qu’on a mieux que l'uni-
forme intégrabilité dans L' avec une meilleure propriété que (7.16), en effet :

E[Z.(t)’] =E :exp (3 /Ot fa(s)dB, — g/ot fn(s)2ds>]

—F :exp (3 /Ot fu(s)dB, — 18 ; 15 /Ot fn(s)2d3>]

<E :eXp <6 /Ot fn(s)dBs — 18/0t fu(s)? ds)} UQE [exp (15 /Ot fn(s)2d8)]l/2

<E 5(/0‘ 6fn(s) dBS)t} exp(15C/2) = exp(15C/2),

ce qui justifie que (Z,(t)),>1 est uniformément intégrable dans L% On en déduit alors que
Zn(t) L—i> Z(t) et donc Z(t) € L.
n—-+0oo

2) Pour le cas complexe, on écrit f = Re(f)+iIm(f) et on se ramene sans difficulté au cas
réel. g

7.3 Théoreme de Lévy

Le résultat suivant permet de caractériser le mouvement brownien par son crochet parmi
les martingales locales a trajectoires continues.

Théoréme 7.9 (Lévy)

Soit X = (X(l), . ,X(d)) un processus a trajectoires continues (JF;)-adapté issu de 0. Les
assertions suitvantes sont équivalentes :

(1) X est un (F;)-mouvement brownien en dimension d.

(2) Les processus X ... XD sont des (F;)-martingales locales d trajectoires continues
et de plus
<X(Z)7X(J)>t =6t

ol 0;; désigne le symbole de Kronecker.

En particulier, une (F;)-martingale locale a trajectoires continues M issue de 0 est un
(Fi)-mouvement brownien si et seulement si (M, M), =t.

Remarque 7.10 Il est crucial que le processus soit a trajectoires continues. Par exemple le
processus de Poisson (standard) vérifie la méme propriété de crochet mais il est a trajec-
toires cadlag (continues & droite avec des limites a gauche).
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Démonstration : Le sens 1) = 2) est connu, cf. Remarque 5.32 et Proposition 5.44. On
montre la réciproque 2) = 1). Pour u,v € R% on note u - v := 22:1 uivg le produit
scalaire euclidien de R?. Etant donné u € R - X = (u- X¢)i>0 est une martingale locale
(Proposition 5.23) de crochet

d d
Z g (X®, X0y, = Zuit = [Jullt.
k=1

k=1

On applique la Proposition 7.5 sur les exponentielles stochastiques a la martingale locale
complexe M =iu- X (o= —1):

2
E(iu- X); = exp (iu-Xt — %(u-X,u-X)t)
: Lo
=exp | u- Xy + §Hu|] t

est une martingale locale. Comme pour tout 7" > 0, cette martingale locale est bornée sur
les intervalles [0, 77 :

1 1
EGiu- X)| = exp (;mu%) < exp (§HuH2T) . telo,T)

il s’agit en fait d’une vraie martingale (complexe) pour laquelle la propriété de martingale
donne alors

1 1
E {exp (zu - X+ éﬂuHQt) ‘}"81 = exp (zu - X+ §Hu|]25) Vs < t.

En particulier, pour A € F,, on a :

E[14exp (iu- (X — X))
—E [IE [1A exp (iu - (X; — X)) ‘]:SH

1 1
— 8 |Laexp (=iu- X, = gllulPe) 8 oo (i X0+ gl ) 7]
. 1 , 1
=FE |1sexp —zu-Xs—§||uH t ) exp w'XS—i-§||u|| s
1
=P(A) exp <—§||u||2(t - s)) . (7.17)

Avec A = Q, l'identité (7.17) montre que X; — X ~ N (0, (t — s)I;). Ensuite pour A € F;
de probabilité P(A) > 0, en notant P4(-) = P(-|A), I'identité (7.17) s’écrit

E, [exp (w (X — XS))} = exp <—%||u]|2(t — s))
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ie. L(X;— X,|A) = N (0, (t — s)1 ). Pour toute fonction mesurable positive f sur R% on a
Ealf(Xe = X)] = E[f(X¢ — X,)]

soit

E [1Af(Xt - Xs)] = ]P(A> E [f(Xt - Xs)] :
Comme c’est vrai pour tout A € F,, on a X; — X, I F.
Finalement, pour tout 0 =ty < t; < --- < t,, le vecteur (Xt(j) — Xt(;)*l)%éﬁf,l, est un vecteur
gaussien (car obtenu en regroupant p vecteurs gaussiens indépendants). Par transformation
linéaire, (X}, )1<i<p est encore un vecteur gaussien pour tout (¢;)1<;<, et donc X est un pro-

cessus gaussien. Comme le vecteur (Xt(j) —x9 )1§i§d a ses composantes indépendantes,

t]'_l

1<j<p
le processus X est finalement gaussien, a accroissements indépendants et stationnaires et
(par hypothese) a trajectoires continues, achevant de prouver que X W, X9 sont d
mouvements browniens indépendants. Il

7.4 Dubins-Schwarz

Le résultat suivant montre que pour les martingales locales a trajectoires continues,
le crochet est une horloge interne qui permet de retrouver le processus quand on évalue
un mouvement brownien standard avec cette horloge. C’est une preuve supplémentaire du
role central du mouvement brownien dans la classe des martingales locales a trajectoires
continues.

Théoréme 7.11 (Dubins-Schwarz) Soit M une martingale locale a trajectoires continues
issue de 0 et telle que (M, M), = +oo ps. Alors, il existe un mouvement brownien standard
B tel que

ps ‘v’tZO, Mt:6<M,M>t'

Remarque 7.12 — En grossissant ’espace de probabilité, on peut se débarrasser de la
condition (M, M), = 400 ps.
— Le mouvement brownien [ n’est pas adapté par rapport a la filtration (F;):>o initiale
de M, mais par rapport a une filtration « changée de temps ».
— Il s’agit d’un résultat existentiel : le résultat est valable pour un mouvement brow-
nien spécial (construit par la preuve du théoreme en (7.18)) et pas pour un mouve-
ment brownien quelconque.

Démonstration : Pour tout » > 0, on définit

TT:inf(tZO (M, M), >r).



18 Chapitre 7. (©)JCB — M2 Math. — Université de Rennes

Il s’agit d'un temps d’arrét car c’est un temps d’atteinte du processus adapté (M, M). De
plus, 'hypothese (M, M),, = 400 assure que, pour chaque r > 0, 7, < +00 ps : en effet
pour tout A >0 on a {7, < A} = {(M, M) > r} et par monotonie

{r, < +oo}t = | J{mn < A} = [ J{M, M) > r} = {(M,M)s >}

A>0 A>0

Ensuite, on observe que la fonction r € R, — 7, est croissante et cadlag :
— elle est croissante car si s < r alors

{t>0: (M, M)y >r} C{t>0:(M,M); > s}

et donc 7, < 7, en passant aux inf;

— elle est continue a droite car si on note o = limg\, 7, on a d’abord a > 7, par
croissance, puis si 'inégalité est stricte, il existerait § < «a tel que 7, < 8 < a < 75
pour tout s > r et nécessairement r < (M, M>B < s pour tout s > r ce qui est
absurde car on peut prendre s arbitrairement proche de r;

— elle admet des limites a gauche en r > 0 qui existent par monotonie, de plus elles
sont données par

lim7, =7- =inf (¢t >0: (M, M), =r).

s/
En effet, comme par croissance 7,- > 7, pour tout s < r, on a (M, M), > s
et a la limite s 7 r, on a (M, M), > r. Puis comme (M, M) est continue, on
doit avoir (M, M), _ = r sinon on aurait lim, (M, M), = (M, M), _ >, c'est a
dire (M, M), > r pour s assez grand et I’application continue (M, M) ne prendrait
aucune valeur dans |s, r], niant le théoreme des valeurs intermédiaires.

On pose alors

Br=M,, r=>0. (7.18)

Le processus (B est adapté par rapport a la filtration donnée par G, = F,, r > 0. Il
s’agit bien d’une filtration car pour s < r, on a 7, < 7, et par 6) dans la Prop. 5.38 on
a gs = F,, C F. =G, De plus, on remarque que cette filtration satisfait les conditions
habituelles puisque lorsque (7},),>1 est une suite de temps d’arrét décroissant vers 7" on a
Fr=,>; Fr., cf. Prop. 4.9. De la Prop. 5.38, on déduit directement :

Lemme 7.13 Les intervalles de constance de M et de (M,M) sont ps les mémes. En
d’autres termes, on a ps pour tous a < b,

M, =M, Vtelab <= (MM)y,=(MDM), Vt€lab

On revient a la preuve du Théoreme 7.11. Le processus [ est presque stirement a trajectoires
continues :
— r+— [, = M, est continue a droite en tant que composition de telles fonctions;
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— r+ B, = M, est continue a gauche ps car pour tout r > 0,

limfBs =lim M, =M, =DM, =0,
s/‘rﬁ s 'r r 6

ou l'avant derniere égalité vient du Lemme 7.13 et de

(M, M), =r Vte|r-, 1] (7.19)

On montre ensuite que 3 = (8;)s>0 et (82 — s)s>0 sont des martingales relativement a la
filtration (Gs)s>o. Cela prouvera en particulier que (3, 5)s = s. Comme

(M™ M™) = (M, M), =n,

le Théoreme 5.36 assure que pour tout n > 1, les martingales locales arrétées M™ et
(M™)* — (M, M)™ sont de vraies martingales uniformément intégrables. Soit s < 7 et
n > r. Le théoreme d’arrét s’applique alors pour ces martingales uniformément intégrables
M™ et (M™)2 — (M, M)™ avec les temps d’arrét 7, < 7, et donne

E[ﬁr ’gs} = E[Mn "FTS] = E[M:: |-7:‘rs] = M:-: = MTS/\Tn = Mrs = B
et

E [BE -r ‘QS} = [ M M>Tr |fT] =K [(MTT/\Tn)2 - <M7 M>TT/\Tn |~FTS}
=E [( MT” (M™, M™), |Fr,] = (M]")? = (M™, M™).,
= ( TS/\Tn) - <M7 M)TS/\Tn = 63 — 8.

Ainsi, le processus = (s)s>0 est une (G;)-martingale a trajectoires continues, de crochet
(B, 8)s = s. Le Théoreme 7.9 (Théoréeme de Lévy avec d = 1) s’applique pour prouver que
B est un (Gs)s>o-mouvement brownien. Finalement, par définition de  en (7.18), on a : ps
pour tout ¢ > 0,

/6<M,M>t - MT(]W,M)t7

et on observe que
Ty, = inf (s >0+ (M, M), > (M, M),) >t

Si I'inégalité précédente est stricte alors (M, M) est constante sur [t, 7, : en effet

[tﬂ'(M,M)J = [t’T<M,M);[ U [T(M,M);7T<M7M>t]

t (M,M), = (M,M), pour s € [t,Tomum),[, car (M, M), > (M, M), par croissance
lorsque s > tet ( M), < (M, M) lorsque s < T, puis par (7.19) (M, M) est
constant sur |7 T M)~ ,T(M wy.]- D’apreés le Lemme 7.13, M est constante sur [¢, T(a,ary,), ie.
M, = MT<M’M>t = Bm,umy, ps. Par continuité des trajectoires de M et de B nr),, les deux
processus sont indistinguables. U
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7.5 Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy

Dans cette section, on prouve les inégalités Burkholder-Davis-Gundy (BDG) qui montrent
que pour une martingale locale M a trajectoires continues

E[(M,M)7"] et E[|M["]
ou M} = maxg<s<t | M| sont de méme ordre de grandeur sur [0, +oo[ pour tout m > 0.

Théoréme 7.14 (Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy) Pour tout réel p > 0, il existe
des constantes cp, C, telles que pour toute martingale locale M, a trajectoires continues,
1ssue de 0, on a :

¢ B [(M,M)P?] <E[(MZ)") < Cp E[(M, M) . (7.20)

Remarque 7.15 Si T est un temps d’arrét quelconque, en remplacant M par la martingale
locale arrétée M7, on obtient les mémes inégalités avec T' & la place de +o00; en particulier,
on a aussi les mémes inégalités avec t a la place de +oo0.

On commence par les résultats préliminaires suivants :

Proposition 7.16 (Inégalités de martingales) Soit M une martingale a trajectoires conti-
nues bornée et de variation quadratique bornée. Mais pour tout temps d’arrét T, on a

E[|Mr|*"] < CLE[(M,M)7], m >0 (7.21)
B,E[(M,M)}] <E[|M]*™], m>1/2 (7.22)
B,E[(M,M)}] <E[(M})*™] < ClE[(M,M)}], m>1/2 (7.23)

ot By, Cp, C!. sont des constantes universelles (qui dépendent seulement de m mais pas
de la martingale M ni du temps d’arrét T ).

Remarque 7.17 En localisant correctement, on montre que (7.21) et (7.23) restent valables
pour M martingale locale a trajectoires continues. Pour que (7.22) reste valable, il faut
supposer en plus que E[(M, M)7] < +oc.

Démonstration :[Inégalités de martingales] On considere le processus
Yy =6+ e(M, M), + M;

t
:5+(1+5)<M,M>t+2/ MM, t3>0,
0

ou d > 0 et e > 0 sont des constantes qui seront choisies plus tard et la deuxieme expression
vient de la formule d’It6. En appliquant la formule d’It6 pour f(z) = 2™, on a pour ¢t > 0 :

t t
Y =0"+m(l+e¢) / Y d(M, M) + 2m(m — 1) / Y2 M2 d(M, M),
0 0
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t
+2m/ Y M, dM,.
0

Comme par hypotheése M, Y et (M, M) sont bornées et Y est bornée de 0, l'intégrale
fot Y I M,dM, est une (vraie) martingale uniformément intégrable. Le théoreme d’arrét
(Théoreme 4.32) s’applique et donne

T
E U Ysm‘lMSdMS] = 0.
0

En prenant les espérances dans la formule d’Ito, on a donc
T
E[Y/'] =6 +m(l+¢)E U Yt d(M, M>s}
0

+2m(m — 1)E { /O ' Y2 M2 d(M, M)] : (7.24)

Ci dessous, on passe a la limite dans les espérances avec le théoreme de convergence dominée
en utilisant que M et son crochet (M, M) sont bornés.

Cas 1 : borne sup (7.21) pour 0 < m < 1. Comme le dernier terme a droite de (7.24) est
négatif pour m < 1, en faisant 6 — 0, on a

E [(e(M, M)r + M2)"] < m(1+¢)E [ /O (e(M, M), + M2)™ L d(M, M)s]

< m(l+2)e™'E [ / Lt aon M)S]
= (1+¢)e™"E[(M, M)7] (7.25)

en utilisant la décroissance de 2™ ! pour 0 < m < 1. Comme pour ces valeurs de m,
x — 2™ est concave, on a

2 @™y < (@)™, 20,y >0, (7.26)

et (7.25) donne
e"E[(M, M)7] + E [|Mr[*"] < (1+¢)(e/2)" "E[(M, M)7]. (7.27)

On déduit alors
E[|Mr]P"] < (1 +¢€)(2/e) ™™ — ™) E (M, M)}]. (7.28)

Cas 2 : borne inf (7.22) pour m > 1. Dans ce cas, le dernier terme a droite de (7.24) est
positif, x — ™! est croissante et z — =™ est convexe. Les inégalités dans (7.25), (7.27),
(7.28) se renversent pour mener a

E[IMr?"] 2 ((1+€)(2/e)" ™ — ") E[(M, M)F].



22 Chapitre 7. (©)JCB — M2 Math. — Université de Rennes

Cas 3 : borne inf (7.22) pour 1 < m < 1. En faisant £ = 0 et § — 0 dans (7.24), on a

E [|Mg[?™] = 2m<m - %)E { /0 ' | M, |20 d(M, M>51 . (7.29)

De plus, on déduit de (7.26) et (7.24) et de la décroissance de ™!
21 (< E[(M, MY}] + E[(3 + M2)"]) < E [((M, M)z + (0 + M2))"] = E[¥#"
T
<0 +m(l+¢e)E [/ (6 + M2)™ "t d(M, M)S} :
0
En faisant ¢ N\, 0, on obtient alors
T
27 (eME (M, M)}] +E [|[Mr[*"]) <m(1+¢)E U | M |21 d(M, M)s] . (7.30)
0

En combinant (7.29) et (7.30), on a la borne inférieure valable pour tout € > 0 :

(14¢)2t-m

- 1)_1]E[<M,M>$].

Cas 4 : borne sup (7.21) pour m > 1. Dans ce cas, I'inégalité (7.30) s’inverse et on a

1 + 6)21—m

B ) <o (L2 0) e gn g

ot £ doit vérifier € > (2m — 1)2m! — 1.

Les cas 1-4 établissent (7.21) et (7.22). Pour prouver (7.23), on applique I'inégalité maxi-
male de Doob a la (F;)-martingale (Mza:)i>0. On a alors pour m > 1/2:

BmE [<M7 M>7173/\t] < E UMT/\tlQm} < E [(Mit/\t)Qm]
om \ " "
(s st

om 2m .
<G (5om) B, 120

ce qui est (7.23) avec T remplacé par T' A t. On conclut alors a I'aide du théoreme de
convergence monotone en faisant ¢t — +oo0. Ul

En plus des inégalités de martingales de la Prop. 7.16, la preuve des inégalités BDG du
Th. 7.14 utilise également 1'inégalité de Lenglart :
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Proposition 7.18 (Inégalité de Lenglart) Soit (X;);>¢ un processus a trajectoires continues
et positives partant de 0 et (Ay)i>o un processus continu croissant tels que

pour tout temps d’arrét T borné : E[X7p] < E[Ar]. (7.31)

Alors pour tout temps d’arrét T :

E[5 A A
P <m<ajg(X5 > 8) < M +P(Ar >9), £,0>0, (7.32)
2 —
E[(X;)] < IT?E[A’;}, 0<p<l (7.33)

Remarque 7.19 (1) Noter que la condition (7.31) est remplie si X = M? ou M est une
martingale & trajectoires continues bornée dans L? car par définition du crochet de
M, on a X; — Ay = M? — (M, M); martingale locale et c’est une vraie martingale car
M € L% Le théoréme d’arrét (avec T borné et 0 < T') donne en prenant I'espérance
E[M} — Ar] = E[M§ — Ao}, ie. E[X7] = E[A7].

(2) La condition (7.31) est encore remplie si M est une martingale locale réduite par 7T, :
on peut supposer que M7 est une martingale L? pour laquelle d’apres 1) (7.31) est
vraie, ie.

E[X7ar,] = E[Arar,] < E[A7].

Mais comme T, " +oo et T est borné, par le lemme de Fatou, il vient :

E[X7] = E[liminf X7a7,| < liminf E[X7.7,] < liminf E[A7az,] < E[A7].

n—-+o0o n——+o0o n—+0o00

Démonstration :[Lenglart] Soit d’abord 7" un temps d’arrét borné et ¢ > 0. On note
R = inf(t >0:X; > 5). Sur {X5 > ¢}, on a R < T ou encore R = RAT. Comme par
continuité des trajectoires Xz = €, on a alors :

X X
P(X72e)=E|[Lpgeg] =E {fl{xwe}} E { RATl{xw}}
1 1 1
< ZE[Xnur] < _ElAnar] < ZEl4r) (7.34)

ou on utilise d’abord (7.31) avec T' A R borné puis la croissance de A.

Si T est un temps d’arrét quelconque, alors (7.34) s’applique au temps d’arrét borné T,, =
TAn:P(X;, >e) < 1E[Ag,]. Mais comme T,, = T (n — 400), U,»,{X7, >} = {X; >
e} (réunion crmssante) et en passant a la limite, on a :

P(X;>e)= lim P(X; >¢) < lim E[AT | = ]E[AT].

n——4o00 n—4oo £

On a donc encore P(X7 > ¢) < 1E[A7].
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Finalement, soit £,0 > 0 et S = inf (t >0: A > (5). On a

=
53

V
I

|

X5 >e Ar < 8) + P (X5 > e, Ap > )
X5 >e,T<8)+P(Ar > 6)

>
(X7 >
(XTps =€) + P(Ar > 9)

IA A

IN

E [Arps] + P(Ar > 9)

IA
M=o~ =g 8 &

E[Ar A 6]+ P(Ar > 9)

en utilisant (7.34) avec T'A S puis la définition de S, qui assure Arpg = Ar A Ag = Ap AJ.

Pour la derniére partie, on utilise E[Z] = 0+°° P(Z > x)dx valable pour toute variable

aléatoire Z positive. En utilisant ci-dessous (7.32) avec e = 6 = 27'/7, on a
+oo
B[P < [ PGP > o)
0
+o0
S/ IP’(X{F>:L’1/”) dx
0
—+oo —+o00
§/ VPR [AT/\xl/p} +/ IP’(AT>x1/p) dx
0 0

AL 400
/ dx
0

<E Apz~Pdx
(th. de Fubini)

+o0
+E +/ P (AL > x) dx
0

Ap

< E[4%] + E {AT x5 pr;}l} + E[A8]

2—p
< —E[AP].
=7 [T]

g

Corollaire 7.20 Soit (M™),>; une suite de martingales locales et T un temps d’arrét tels
que (M™ MMy 25 0. Alors SUp,< |Ms(")| 250 quand n — +o0.
Démonstration : D’apres la Remarque 7.19, la borne précédente reste vraie pour X =

(M™)2 et Ay = (M™ M®™), ot M™ est une martingale locale. On a alors

1
P (sup MM > 5) <-E (M MYy A S|+ P (MM, M)y > 6).

s<T

Le deuxieme terme tend vers 0 directement par ’hypothese. Comme (M ™, M) A6 < 6
est borné et uniformément intégrable, le premier terme tend aussi vers 0 par le théoreme
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de Vitali. Finalement, lim,, , . P (supng |M§n) % > 5) = 0, ce qui assure en probabilité :

sup | M| L so.
s<T n—-+00

g

Avec les inégalités de martingales (Prop. 7.16) et I'inégalité de Lenglart (Prop. 7.18), tout
est en place pour prouver les inégalités BDG (Th. 7.14) :

Démonstration des inégalités BDG (Théoréme 7.14). D’apres les inégalités de martingales
précédentes (Proposition 7.16) et la Remarque 7.17 qui les suit, (7.20) est valable pour
p = 2m > 1. Il reste a voir le cas 0 < p = 2m < 1. Quitte a localiser les processus, on
suppose que M et (M, M) sont bornés et on utilise I'inégalité de Lenglart (7.33).

D’apres I'inégalité droite dans (7.23) avec m = 1, on peut appliquer I'inégalité de Lenglart
(7.33) avec
X =(M*? A=C)(M,M)

et on a pour tout 0 <m < 1:

(\V]

—m

E[(M7)™"] < 7=

(CO™E[(M, M)7].

3

De la méme fagon, I'inégalité a gauche de (7.23) avec m = 1 permet d’appliquer 'inégalité
de Lenglart avec
X =By(M, M), A= (M)

ce qui donne pour 0 <m < 1

1—m m m *\2m
s, B E[(M, M)F] <E [(M7)*™].
Cela acheve la preuve des inégalités BDG (7.20). O

7.6 Représentation des martingales browniennes

Nous montrons que lorsque la filtration est engendrée par un mouvement brownien,
toutes les martingales pour cette filtration peuvent étre représentées comme intégrales
stochastiques par rapport a ce mouvement brownien. Dans cette section, on considere sur
Q2 la filtration brownienne (F;)¢>o, c’est ta dire I’augmentation habituelle de la filtration
canonique d’'un mouvement brownien B issu de 0. On commence par un lemme de densité
utile.
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Lemme 7.21 (Densité dans L2 (92, F.)) On considére la filtration brownienne. L’espace
vectoriel engendré par les variables aléatoires

exp (7, i (B, — Btj,1)>
=1

pour 0 =tg < t; < -+ <t, et A\i,..., \, € R est dense dans LE(Q, Fao).

Démonstration : II suffit de montrer que si Z € L4(Q, Fy,) vérifie

Z exp (z Zn: \(By, — Btjl))] ~0 (7.35)

pour tout choix den>1let 0=ty <t; <--- <t,, A\i,..., A\, € Ralors Z =0 ps.

On note ¢, ,2(x), z € R, la densité de la loi N'(m,0?), m € R,0? > 0 et on rappelle sa
fonction caractéristique N (m, 0?) : E[ exp(iuX)] = exp (ium — (02u?/2)).

Soit n > 1let0 =1t <t <---<t, fixés. La condition (7.35) assure que pour tous

o2 ...,02>0etmy,...,m, ER ona

0 — /H%J Zexp(Z)\ 1)>]d)\1...d)\n
_E zH(/ Oyt (M) 3D (mj(Btj—Bt“)>dAj>]

2(B,, — By, )’
- E ZHeXp <ka;(Btk - Btk—l) - Uk( tk 2 tk—l) )]

k=1

ou la deuxieme égalité vient du théoreme de Fubini et la troisieme de 'expression de la
fonction caractéristique de A'(m, 0?). On obtient pour tous my, ..., m, € Ret ay,...,q, >

0:

E|Z Hexp (ka(Btk — Btkfl) — Oék(Btk — Btk1)2>] = 0.
k=1

Un théoreme de type Stone-Weierstrass garantit que les combinaisons linéaires complexes
de la fonction constante égale a 1 et des fonctions de la forme

(Y1, Yn) = exp (Z(imkyk - akyi))

k=1

avec aq, ..., Qy, > 0 et my,...,m, € R sont denses dans I'espace Cy(R™, C) des fonctions
continues de R™ dans C qui ont une limite a U'infini, muni de la norme de la convergence
uniforme. Par un passage a la limite, on obtient donc, pour toute fonction ¢ € Cy(R", C),

]E[Z SO(BtU Bt2 — Bt17 ey Btn — Btn—l):| =0.
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On a donc, d’abord par approximation, pour tout ouvert borné U de R™ puis, par un
argument de classe monotone, pour tout borélien U de R™ :

E[Z 1U(Bt178t2 - Btl? s 7Btn - Btn—l)} =0.

Finalement, on a obtenu 1'égalité E[Z14] = 0 pour tout A € o(By,,..., By, ). Avec un
dernier argument de classe monotone, on montre que cette égalité reste vraie pour tout
A€ o(By;:t>0); puis, par complétion, pour tout A € F.

En prenant A = {Z > 0} € F,on a Z14 > 0 et E[Z14] = 0 donc Z14 = 0 presque
strement ce qui exige Z < 0 ps. De méme avec A ={Z < 0},ona Z > 0psetdonc Z =0
ps. On conclut finalement que Z = 0 ps ce qui établit le Lemme 7.21. U

Théoréme 7.22 (Représentation de variables L?) On considére la filtration brownienne.
Alors, pour toute variable aléatoire Z € L*(Q), Fao), il existe un (unique) processus h €
L3(B) (en particulier progressif donc adapté) tel que

Z—E[7]+ / " h(s.0) dB.. (7.36)

Démonstration : D’abord, on établit 1'unicité de h € L*(B) : si h et I correspondent 2 la
méme variable aléatoire Z € L*(Q), F), par 'isométrie d’'Tt6 on a :

( /0 +OO h(s,w)dB, — /0 +°O?L(s,w)) dBS)Q

+oo

Z=E[Z]+ /+OO h(s,w)dBs = E[Z] —|—/ h(s,w) dBs.

E U;w (h(s,w) — h(s,w))’ ds] =E =0,

puisque

On a donc h = h dans L%(B) et I'unicité.

Pour D'existence, on note H 'espace vectoriel des variables aléatoires Z € L*(§2, F.) qui
ont la propriété (7.36). Le but est de voir que H = L*(Q, F.).
Ensuite, on montre que H est fermé : si Z € H correspond a h,

( /O - h(s,w) dBS)

2

E[Z?] = E[Z]*+2E[Z]E Uom h(s,w) dBS} +E

— EZP+E Vom h(s, w)? ds} ,

par I'isométrie d’Ito et parce que f0+°° h(s,w) dB; est centrée. Il en découle facilement que
si (Z,)n>0 est une suite dans H qui converge dans L*(Q, F,) vers Z, on a

E[(Z, — Zw)?] = E[Z, — Zn]> + E [/;m (hn(s,0) = Bn(s,0)) ds} ,
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et les processus h,, associés a Z,, forment une suite de Cauchy dans L?(B) donc convergent
versh € L*(B). D’ apres la proprlete d’isométrie de I'intégrale stochastique (Théoréme 6.10),
on a alors Z = E[Z f (s,w)dB;s et donc H est un espace fermé.

Ensuite, on montre que H contient les variables aléatoires du Lemme 7.21 : pour 0 = {5 <
tp < - < typet A,..., A\, € R, notons [ = Z?Zl ALy, ity et &' la martingale expo-
nentielle € (i [, f(s) dB;) (cf. Proposition 7.5). La formule d’It6 (7.11) pour I'exponentielle
stochastique montre que

(508~ 5 -1 et
j=1

soit

n

exp (z Z (B, — Bt]._l)>
= exp<—%i)\?(tj—tj_1)>+i/0+ooexp<——z,\2 >5ff() -

On a donc
{exp (iZAj(Btj —Bt]._l)> A ERO=t <ty <ty,,ne N} CH
j=1

Finalement, avec le Lemme 7.21 on a :

L*(Q, F) = Vect {exp <iZAj(Btj — Btj1)> NERO=t <t <t,,ne N} CH=H.
j=1

On a donc H = L?*(2, F.,) ce qui prouve le Théoréme 7.22. 0

Théoréme 7.23 (Représentation de martingales bornées dans L?) On considére la filtra-
tion brownienne. Alors, pour toute martingale M a trajectoires continues et bornée dans
L2, il existe un (unique) processus h € L*(B) et une constante C réelle tels que

t
= C+/ h(s,w) dBs.
0

Démonstration : Soit M une martingale & trajectoires continues et bornée dans L?, alors
elle converge vers My, € L*(Q, Fy). D’apres le Théoreme 7.22 appliqué a Z,, il existe
h € L?(B) telle que M, € L*(Q, F..) s'écrive

—+00
M, = E[M.] +/ h(s,w) dBs.
0
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Par conditionnement, il vient :
t
M; = E[My|F] = E[My)] +/ h(s,w) dBs.
0

L’unicité de h € L?(B) s’obtient comme dans le Théoréme 7.22. g

Théoréme 7.24 (Représentation de martingales locales) On considére la filtration brow-
nienne. Alors, pour toute martingale locale M a trajectoires continues, il existe un (unique)

processus h € L2 (B) et une constante C' réelle tels que

t
M, = C’+/ h(s,w) dBs.
0

Démonstration : Pour une martingale locale a trajectoires continues, M, on a d’abord
My = C € R parce que Fy est P-triviale (ce qu’'on peut déduire soit de la premiere
partie de la preuve soit du Chapitre 3). Soit T,, = inf(t > 0 : |[M;| > n), M™ est une
martingale locale arrétée donc une martingale locale et bornée par définition de I'arrét. Il
s’agit donc d’une vraie martingale. Comme en particulier elle est bornée dans L?*(Fy,), le
Théoréme 7.23 s’applique et donne h,, € L*(B) tel que

¢
M = C’—I—/ hn(s,w) dBs.
0

Par unicité dans la deuxieme partie, si m < n, on a h,(s,w) = hy(s,w), ds-pp sur [0, T,,]
ps. 11 est alors facile de construire h € L} (B) tel que, pour tout m, h(s,w) = hy(s,w)
ds-pp sur [0, T,,] ps. La formule annoncée découle ensuite de la construction de I'intégrale
stochastique fg h(s,w)dBs et 1'unicité de h € L2 (B) s’obtient aussi facilement par un

loc
argument de localisation de I'unicité dans le Théoreme 7.23. Il

Remarque 7.25 Sous les hypotheéses du Théoreme 7.23, notons N la classe des P-néglige-
ables de o(B; : t > 0) et pour tout t > 0, G, = o(Bs : 0 < s < t)VN. A priori, on a
Fi = Gy+. En fait, le Théoreme 7.23 entraine que G; = G+ = F; (le cas t = 0 est la loi de
Blumenthal!). En effet, si Z est une variable aléatoire F;-mesurable bornée, on a

t—e

t
7 / h(s,w)dB, = (L?)-Tim | h(s,w)dB,
0 0 Jo

et quitte a prendre une sous-suite, on voit que Z est limite ps de variables (G;);-mesurables
(carsie >0 : F_. CGy).
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7.7 Formules de Tanaka

La formule de Tanaka est une variation autour de la formule d’It6 pour des fonctions
qui ne sont pas C2.

Théoréme 7.26 (Formules de Tanaka) Soit X une semimartingale a trajectoires continues.
Il existe (L{)i>0, a € R, processus croissant a trajectoires continues, appelé temps local en
a de la semimartingale X, tel que

t
1
(X — a>+ = (Xo— a)+ + / 1{Xs>a}dX3 + EL? (7.37)
0 :
(Xi—a) = (Xo—a) — / Lix.codX + 5L (7.38)
0
t
| Xt —al =X —al + / sgn(Xs —a)dXs + L} (7.39)
0
ou sgn(z) = —1,1 selon que x < 0,2 > 0. De plus, la mesure (de Stieltjes) dL{ associée a

L} est portée par {t € R : X; = a}.

Démonstration : On considere d’abord ¢ une fonction convexe continue. Bien que ¢ ne
soit pas C?, on tente d’écrire une formule d’Itd pour ¢(X;).

Soit j une fonction positive de classe C* a support compact inclus dans [0, +oo[ telle que
f0+°°j(y)dy = 1. On pose e,(y) = nj(ny) et @, = ¢ * e,, soit

+o0o
on(z) = / (@ — y)enly) dy = n / o — y)j(ny) dy.

Comme ¢ convexe est localement bornée, ¢, est bien définie. De plus, ¢,, est C'*° et converge
simplement vers ¢ et ¢!, croit vers ¢’ , dérivée a gauche de ¢.

En appliquant la formule d’It6 & la fonction ¢, de classe C?, on a pour chaque n > 1 :
t
1
Pn(Xt) = @n(Xo) + / Pu(X)dX, + S A7 (7.40)
0

ol 47 = [ g(X.)d(X, X)..

On a lim, 1o @on(Xy) = p(Xy) et lim, 00 0n(Xo) = ©(Xp). En arrétant X, on peut
supposer que X et ¢/ (X;) sont bornées (uniformément en n car @] < ¢ < ¢' ). Par le
théoreme de convergence dominée pour l'intégrale stochastique (Th. 6.22), on a alors

t t
/ (X)X, s / o (X)dX,
0 0

uniformément sur les compacts. Par conséquent, A™ converge vers un processus A¥ croissant
car limite de processus croissants. En passant a la limite dans (7.40), il vient

PX) = o(Xo)+ [ ¢ (X)X, + 547 (7.41)
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puis le processus A peut étre choisi continu (par indistinguabilité car il s’exprime comme
différence de processus continus).

On applique (7.41) & p(z) = (x —a)* fonction convexe de dérivée a gauche ¢’ = 1j, 1o
il existe un processus croissant A' tel que

t
1
(Xt — a,)Jr = (XO — a,)Jr —|—/ 1{Xs>a}dXs -+ §At+ (742)
0

De la méme fagon avec ¢(r) = (x — a)~ fonction convexe de dérivée a gauche ¢’ =
—1j_c,q : il existe un processus croissant A~ tel que

t
1
(Xt — a)* = (XO — a)* — / 1{nga}dXS + 514; (743)
0
Par différence de (7.42) et (7.43), comme z =z — 2z, on a
! 1
X, =Xo+ / dX, + §(At+ —A;). (7.44)
0

Il vient AT = A~ et on pose alors L := A,. En sommant (7.42) et (7.43), comme |x| =
T +27,ona

t
| Xy —a|l =|Xo—q] +/ sgn(Xs — a)dXs + L.
0

Pour la derniere partie, en appliquant la formule d’It6 a la semimartingale |X; — a| avec
f(x) = 2°, on a en utilisant aussi (7.44)

X, —al® = | Xy —al* + 2/; | Xs —ald(|Xs —al)s + (| X —al,| X —a|);
= (Xo—a)?+ 2/t | X, — a| sgn(X, — a)dX, + 2/t | X —aldL? + (X, X),.
0 0
En comparant avec la formule d’Tt6 pour X avec f(x) = (z — a)?,
(X, —a)?=(Xo—a)*+ z/t(XS —a)dXs + (X, X)q,
0

il vient [ |X, — a|dL? = 0 ps, ce qui est le résultat. O

Exemple 7.27 Pour le mouvement brownien B, la formule de Tanaka (Th. 7.26) s’écrit :

t
|By| = / sen(B,) dB, + LP
0

= B+ L7, (7.45)
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olt LB = (LB);>¢ est le temps local du mouvement brownien en 0. Par le théoréme de Lévy
(Th. 7.9), on observe f3; = fot sgn(B;)dBs, t > 0, est un (autre) mouvement brownien.
L’identité (7.45) ci-dessus correspond aussi la décomposition de Doob-Meyer de la semi-
martingale (|By])i>o.

Lorsque ¢ : R — R est une fonction convexe, on peut préciser (7.41) en utilisant le temps
local (L{)¢>0qcr €t la mesure p, associée a ¢ convexe par

po(la, b)) = ©(b) — ¢’ (a). (7.46)

Théoréme 7.28 (Formule d’It6-Tanaka) Soit X wune semimartingale a trajectoires conti-
nues et ¢ : R — R une fonction convere. On a

t 1 “+00
P(X) = o(X0) + [ o (XaaXo g [ Line(do) (7.47
0 —o00
Remarque 7.29  — Noter que lorsque ¢ = |z|, on a ¢’ (z) = sgn(z) et

po(la, b) = @' (b) — ¢"(a) = sgn(b) — sgn(a) = 25o([a, b]).

donc pu, = 20y et (7.47) retrouve bien (7.39).
— La formule (7.47) se généralise immédiatement & une combinaison linéaire de fonc-
tions convexes ¢ = Y »_, a;p;. Dans ce cas, u, devient une mesure signée.

Démonstration : On commence par localiser X en utilisant le temps d’arrét 7,, donné par
T, = min <t >0 X, = n, (X, X), = n, Var(A4, [0, ]) = n)

ol A est la partie & variation bornée de X et Var (A, [0,1]) sa variation totale sur [0, ¢].
Ainsi pour la semimartingale arrétée X", on a

sup | X[ <m, (X7 X <my Var(A[0,1]) = n.
t>0

Quitte a utiliser un argument de localisation par un arrét adéquat, on peut supposer

Sup|Xt’§Ka <X7X>00§K7

t>0

variation bornée de la partie variation bornée de X bornée K,

On peut supposer également que ¢’ est constante hors de [—n, n| de sorte que j, en (7.46)
a pour support [—n, n]. Pour x € [—n,n] fixé, on pose alors

0 pour a < —n — 1
(a) = (x+n)(a+n+1) pour —n—1<a<-n
9o\W) =N 4 _¢q pour —n<a<uzx

0 pour z < a.
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On observe que g, est C' par morceaux et g,(a) = (x — a)* sur le support [—n,n] de p,.
Par intégration par parties dans une intégrale de Stieltjes avec g, C' par morceaux, par

définition de y, en (7.46) on a

+o0 400 +o0
/ (x — a)* pp(da) = / 02() pip(da) = — / d(a)¢' (a) da
—(x +n) /_: ¢ (a)da+ /_I gol(a) da
(e + ) (—n) + p(z) — p(—n), (7.48)
et par définition de la mesure p, :
+o0
| set0) slde) = sl ol) = () = () (7.49)

En intégrant la formule de Tanaka (7.37) pour (x — a)™, on obtient

—+00

/_+°°(XtT” —a)" py(da) = /_Do (XT — @) pp(da) + /_:O </Ot 1 xrns g dX ) 11y (da)

5 [ o)

En utilisant (7.48) pour z = X/ et x = XJ" puis (7.49) combiné avec le théoreme de

Fubini ci-dessous :
—+o00

+oo pt t
| gt ety = [ ([ 68 ) )

= /O (X)) = (—n)) dX ]
(

[ axs) o (- X
0

on obtient :
— (X[ + )l (=n) + F(X[) = f(=n) = =(Xg" +n)¢_(=n) + f(X5") = f(-n)
t 1 —+o00
# ([ e exmyaxs) - g o - xpy g [ )
0 —00
Apres simplifications, on obtient
T, T, ! T, T, 1 e T,
PX) = ) 4 [ XXt 5 [ (L™ ()

0

puis la formule de Ito-Tanaka (7.47) en faisant 7,, /* +o00 avec n — +o0.
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Chapitre 8

Théoreme de Girsanov

La formule d’Ito étudiée au Chapitre 7 explique comment se transforme une semimar-
tingale quand on lui applique une transformation C?. On étudie maintenant comment se
transforme une semimartingale lorsqu’on change de mesure de probabilité P. C’est ’ob-
jet du théoreme de Girsanov qu’on prouve en Section 8.2 et dont on étudie les premieres
conséquences en Section 8.3.

Commencons par une approche heuristique pour des variables aléatoires : la densité gaus-

: 2 . s i
sienne standard ¢(x) = \/%7 gxp(—%) possede la propriété suivante : ¢p(z—a) = @(z)e® /2
pour tout a € R qui se réécrit

E[f(N +a)] — /f(x + a)(z)dz

= [ swrota
- /f Jers 2 )

= E[f(N)exp(aN - a*/2)] = E,[f(N)] (8.1)

pour f mesurable bornée et N ~ N (0, 1) et en notant E, pour I'espérance sous
dQ@ = exp(aN — a*/2) dP.

Observer que Q@ est bien une probabilité car le calcul précédent spécialisé & f = 1 assure
QW(Q) =E, 1] =E[1] = 1.
L’identité (8.1) signifie que la variable aléatoire translatée N + a suit la méme loi que N
en changeant la probabilité en dQ(® = exp(aN — a?/2) dP ie. Py, = QS\‘;).
C’est cette observation, généralisée au mouvement brownien, qui constitue la formule de
Cameron-Martin (1944, cf. Corollaire 8.15) puis le Théoreme de Girsanov original (1960, cf.

Corollaire 8.14). Ce théoréme a ensuite été étendu a des martingales locales plus générales,
c’est cette version que nous présentons.

Dans ce chapitre, on considere (2, F, (Ft)i>0, P) un espace filtré satisfaisant les conditions
habituelles.

35
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8.1 Logarithme stochastique

La propriété de martingale est liée a la probabilité utilisée : si on change P en Q,
une martingale X (pour P) n’a pas de raison de rester une martingale pour Q. Dans
cette section, on étudie comment se transforme une semimartingale quand on change la
probabilité P en Q <« P. La réponse est donnée par le Théoreme de Girsanov (Th. 8.4).
Pour éviter les confusions dans un tel contexte, on indique la probabilité par rapport a
laquelle une martingale est considérée et on écrira ainsi : soit X une P-martingale ou une
(Fi, P)-martingale et on notera Ep pour une espérance relative a P.

Dans la suite, on considere Q < P sur F,. Bien str, on a alors Q < P sur F; pour tout
t > 0 et on note D, = %| 7 la dérivée de Radon-Nikodym de Q par rapport a P sur F;.
Dans un contexte statistique, D s’appelle la vraisemblance de Q (par rapport a P). Le
processus D vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 8.1 (Processus dérivée de Radon-Nikodym)

(1) D est une (Fy,IP)-martingale uniformément intégrable.

(2) D admet une modification cadlag; pour cette version et pour tout temps d’arrét T, on

(3) Si Q~P sur Fu (ie. Q K P et P < Q) alors ps pour tout t >0, D; > 0.
Démonstration : 1) Pour A € F, C F, on a
Q(A) = Eg[14] = Ep[14Dw] = Ep[14Ep[ Do | F]].

Comme Ep[Dy|F;] est Fi-mesurable, par unicité de la dérivée de Radon-Nikodym, il vient
Dy = Ep[D|Fi] ps, ce qui assure que D est une (F;)-martingale (filtration complete); de
plus, elle est uniformément intégrable car fermée.

2) D’apres le Théoreme 4.24 (régularisation trajectorielle des martingales), D admet une
version cadlag. On peut donc considérer que D est cadlag, ce qui permet d’appliquer le
théoreme d’arrét (D est uniformément intégrable) : si T est un temps d’arrét et A € Fr,
on a :
@(A) - EQ[lA] - EIP’[]-ADOO] - ]E]p[].ADT].

Comme Dr est Fpr-mesurable, par unicité de la dérivée de Radon-Nikodym, on a Dy =
dQ

dP |Fr*

3) Posons S = inf (¢ > 0: D, = 0); il s’agit d'un temps d’arrét. Sur {S < 400}, on peut
considérer s, N\, S avec Dy = 0, la continuité a droite de D assure alors Dg = 0. Avec
A ={S < +oo} € Fg, on a d’apres le 2) : Q(A) = Ep[14Ds] = 0 et donc par hypothese
on a aussi P(A) = 0. Ainsi, S = 400 P (ou Q)-presque surement, c’est a dire D; > 0 pour
tout ¢t > 0. ]
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Dans la suite, on suppose en général D a trajectoires continues. La notion d’exponentielle
stochastique a été visitée au Chapitre 7. On lui associe maintenant la notion de logarithme
stochastique :

Proposition 8.2 (Logarithme stochastique) Soit D une martingale locale a trajectoires conti-
nues strictement positive. Alors, il existe une unique martingale locale, a trajectoires conti-
nues, L, appelée logarithme stochastique de D, telle que

1
Dt = exXp (Lt — §<L, L>t> = 5(L)t (82)
De plus, L est donnée par [’expression
t
L, =1nD, +/ D;'dD,. (8.3)
0

Démonstration : Unicité. Si D, = exp (L, — (L, L);) = exp (L, — (L', L’);) pour tout
t > 0alors Ly — Lj = X(L,L), — 3(L', L), pour tout t > 0 ce qui exige L = L' par le
Théoreme 5.30 (une martingale locale a variation bornée et issue de 0 est nulle!).

Existence. Prenons L donné par (8.3) et remarquons que

- [ 40D

Comme D > 0 et In est C? sur R* , on applique la formule d’It6 a In D :

YdD, 1 ["d(D,D) 1
InD, =1InD S - S 1, — (L. L
n t n 0 + ; DS 2/0‘ _Dg t 2< ) >t7
ce qui donne (8.2) en appliquant la fonction exponentielle. O

Proposition 8.3 (P-martingale et Q-martingale) Soit Q ~ P sur F et L le logarithme
stochastique associé a la martingale Dy = (dQ/dP)z, qu’on suppose a trajectoires conti-
nues.

(1) Soit X un processus continu adapté et T un temps d’arrét tel que (XD)T est une
P-martingale alors XT est une Q-martingale.

(2) En particulier, si X D est une P-martingale locale alors X est une Q-martingale locale.

Démonstration : La seconde partie de la proposition découle facilement de la premiere
partie qu’on se contente de prouver.
Pour cela, on a d’abord X! € L*(Q) car d’apres la Proposition 8.1,

Eo[|X1atl]] = Ep|| XAt Dracl] < 400,
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puisque (X D)T est une P-martingale. Puis considérons s < t et A € F,. Comme AN{T >
s} =AN{T <s}¢ e F,et (XD)T est une P-martingale, on a

Ep [1Am{T>s}XT/\tDT/\t} = Ep [1Am{T>s}XT/\s DT/\s} (8-4)

par propriété de P-martingale pour (X D)?. On a aussi AN {T > s} € Fr car pour tout
u >0,

sis<u  AN{T >s}nN{T <u} e FsNF, C Fu,
sis>u  AN{T>s}nN{T <u}=0¢€F,.

Comme aussi AN{T > s} € F,, on adonc ANA{T > s} € Fras C Fras, I'égalité (8.4) se
réécrit
Eg [Langrss1 Xrae] = Eg[lan(rss} X1as]
car on rappelle que par la Proposition 8.1 :
dQ dQ

Drpne = — Ths = — :
dPP |-7:T/\t7 ° dPp | Fras

Par ailleurs, comme il est évident que Eq[1anir<syX7at] = Eg[lanir<s)Xras) (car dans ces
deux intégrales Xrp; = X1 = Xrps), il vient Eg[14X71a] = Eg[14X7as] pour tout A € F.
Cela établit que X7 est une Q-martingale et prouve la Proposition 8.3. U

8.2 Théoréeme de Girsanov

Théoréme 8.4 (Girsanov) Soit Q ~ P sur F et L le logarithme stochastique (supposé
a trajectoires continues) associ€ a la martingale Dy = (dQ/dP)z,. Si M est une (F,P)-

martingale locale a trajectoires continues, alors le processus M = M — (M, L) est une
(Ft, Q)-martingale locale a trajectoires continues.

Démonstration : On applique la formule d'Itd avec F(z,y) = zy de classe C? aux P-
semimartingales M = M — (M, L) et D :

t t
M,D, = MyDy+ / M,dD, + / D,dM, + (M, D),
0 0
t t t
= MyDo + / M,dD, + / D,dM, — / D,d(M, L), + (M, D),
OtN Ot 0
= MyDo + / M,dD, + / D,dM, (8.5)
0 0

puisque d’apres la Proposition 8.2 on a d{(M, L), = D;'d(M, D),. Comme M et D sont
des P-martingales locales, les intégrales stochastiques contre D et M en sont aussi aussi et
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’égalité (8.5) montre alors que MD est une P-martingale locale. La conclusion vient de la
Proposition 8.3. U

En notant g(g(M )= M , le Théoreme 8.4 affirme que g(g envoie ’ensemble des P-martingales
locales a trajectoires continues dans I’ensemble des Q-martingales locales a trajectoires
continues. On a aussi :

Corollaire 8.5 Une (F;,P)-martingale locale M d trajectoires continues reste une (Fz, Q)-
semimartingale a trajectoires continues avec la décomposition M = M + (M, L).

Démonstration : Comme M est une Q-martingale et (M, L) est un processus a variation
finie, I’écriture M = M + (M, L) justifie I'affirmation. O

En particulier, ce corollaire montre que la classe des (F;,[P) semimartingales a trajec-
toires continues est contenue dans celle des (F;, Q) semimartingales a trajectoires conti-
nues puisque si M est une P-semimartingale de décomposition M = N + A avec N une
P-martingale locale alors M = N + (N, L) + A est une Q-semimartingale puisque N est
une Q-martingale locale (Théoreme 8.4) et (N, L) + A est un processus a variation finie.
En fait, on a mieux :

Corollaire 8.6 Sous les hypothéses du Théoréme 8.4 (Girsanov), les classes des (Fi,P) se-
mimartingales a trajectoires continues et des (F;, Q) semimartingales a trajectoires conti-
nues coincident.

Démonstration : La classe des (F;,P) semimartingales a trajectoires continues est incluse
dans celle des (F;, Q) semimartingales & trajectoires continues. Pour montrer 'inclusion
réciproque, il suffit de montrer que sous les hypotheses du Théoreme : 8.4 (Girsanov), les

roles de P et Q sont symétriques. Notons que d‘%‘ = =1/ ( d@\f) = D;'. On applique alors

le Théoreme 8.4 4 M = —L. Ona M = M — (M, L) = —L + (L, L) est une Q-martingale
locale a trajectoires continues avec (M, M) = (L, L). Ainsi

1~ —

E(M), = exp (Mt——(M M),

[\

= exp (—Lt+<L,L>t— <L,L>t)

N——
Mle

1
— exp (—Lt+§<L,L>t
—1 _
= &(L), =D,

On peut donc échanger les roles de P et Q quitte a remplacer D par D! et L par
—L+ (L, L). O
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Corollaire 8.7 Sous les hypotheses du Théoréeme 8.4, on a gﬁ? o Q(g = Id.

Démonstration : En notant comme précédemment M = M — (M, L) et L = —L + (L, L),
on a

Go(M) = M —(M,L)
GZ(N) = N—(N.L)
= N—(N,(-L+(L,L)))

= N+ (N,L)
et donc
Gs 0 Go(M) = Go(M) +(Gg(M), L)
= M —(M,Ly+ {((M —(M,L)),L)
= M- (M,Ly+ (M,L) =M.

g

Corollaire 8.8 (Girsanov et intégrale stochastique) La transformation de Girsanov Q(g com-
mute avec l'intégrale stochastique, ie. si H est un processus localement borné alors [, Hy d(g(g(M))S =

g}g( Ji H, dMs).

Démonstration : On a

/Hsd]\/[s = /Hdes—</ HdeS,L>—/ Hsd]\/[s—/ Hyd(M, L),
0 0
= /H d(M /H dM

g

Corollaire 8.9 Soit XY deux semimartingales a trajectoires continues (relativement a P
ou a Q). La valeur du crochet (X,Y) est la méme sous P et sous Q.

Démonstration : En effet dans les deux cas, (X,Y) est donné par approximation de la
Proposition 5.47 qui ne change pas si on change P en Q. Ou encore, le changement de pro-
babilité n’affecte que la partie a variation finie d’'une semimartingale donc pas son crochet.
O

De méme, si H est un processus localement borné, l'intégrale stochastique H - X est la
méme sous P et Q (utiliser des approximations par des processus élémentaires).

Le Théoreme de Girsanov s’utilise souvent a horizon fini :
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Corollaire 8.10 PourT > 0 une date déterministe fizée, on se donne une filtration (F;)icpo,r)
et on suppose qu’elle vérifie les conditions habituelles (chaque F; contient les P-négligeables
de Fr). St Q ~ P, on définit comme précédemment la martingale (Dy)icor) et, si D a une
version a trajectoires continues, on définit la martingale (Li)icpor. Alors, l'analogue du
Théoréme 8.4 (Girsanov) reste vrai pour [0, T].

8.3 Mise en ceuvre de Girsanov

Dans les applications pratiques du théoréeme de Girsanov (Th. 8.4), on ne dispose pas
en général de la probabilité QQ mais plutot de ce qui joue le role du logarithme stochastique
L de sa dérivée de Radon-Nikodym D = dQ/dP. On reconstruit alors la probabilité Q
comme suit :

— on part d’'une martingale locale a trajectoires continues L telle que Lo = 0;

— alors £(L); est une martingale locale a trajectoires continues a valeurs strictement

positives, c’est donc une surmartingale (Proposition 5.24);
— cela assure 'existence ps de la limite £(L)s, (Théoréme 4.25); en plus, d’apres le
lemme de Fatou, on a

EE(L)] < 1 (8.6)

puisque

E[£(L).] = E [tgglmg(mt} ~E [gﬂ&fg@)t] <lminfE[E(L)] <1 (87)
[E(L)s] <E[E(L)o] = 1.

car,si0 < s <t, E[E(L)) <E
8.6) :

— Mais si on a égalité dans (

on a bien mieux : dans ce cas, Q = £(L) - P est une probabilité équivalente a P avec
processus dérivée de Radon-Nikodym D = £(L) et donc de logarithme stochastique
L. Cela assure qu’on est donc bien dans le cadre du théoreme de Girsanov (Th. 8.4).

En pratique, si M est une P-martingale locale, si on change sa partie a variation finie en
retranchant (M, L), on a toujours une martingale locale en changeant P en Q, probabilité
équivalente de densité donnée par I'exponentielle stochastique £(L). Il faut cependant que
la condition (8.8) soit satisfaite. Il est donc important de pouvoir donner des conditions
qui assurent (8.8). C’est I'objet du résultat suivant :

Théoréme 8.11 (Conditions de Novikov) Soit L une martingale locale a trajectoires conti-
nues telle que Lo = 0. Considérons les conditions suivantes :

(1) E[exp 3(L,L)] < +o0;
(2) L est une martingale uniformément intégrable et E[exp(5Lso)] < +00 ;
(3) E[€(L)s] =1, c’est a dire (8.8) :
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(4) E(L) est une martingale uniformément intégrable et Q = E(L) P définit une probabi-
lité.
Alors on a les implications 1) = 2) = 3) = 4).

Démonstration : | (1) = (2) | Comme d’apres (1) E[(L, L)s] < 400, L est une vraie mar-

tingale bornée dans L? (cf. Th. 5.36). Elle est donc uniformément intégrable. Puis, par
définition de £(L) :

exp (%LOO) = E(L)/%exp (%(L, L>Oo)1/2.

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, comme 'inégalité (8.6) est toujours vraie, on a

1

2<L,L>m)} > ]E[exp (%<L,L>m)]1/2 < +o0.

E[exp (%LOO)] <E [S(L)Oo]l/2]E[exp (

(2) = (3) | Puisque L est une martingale uniformément intégrable, elle est fermée et on a

L; = E[Ly|F;]. Par I'inégalité de Jensen avec exponentielle, on a alors

o (41) o (e ) 5[ (3) 7]
ce qui assure, par (2), que exp(%Lt) € L'. Par convexité de exp, eXp(%Lt) est une sous-
martingale qui, par I'inégalité précédente, est fermée par exp(%Loo) (en tant que sous-
martingale). En appliquant le théoreme d’arrét (Th. 4.32) pour les (sur)sous-martingales
fermées, pour tout temps d’arrét 7', on a exp(2 Lr) < Elexp(3 Loo)| Fr]. Cela assure que la
famille { exp(3Lr) : T temps d’arrét} est uniformément intégrable.

On commence par montrer que £(al) est une vraie martingale uniformément intégrable-

pour tout 0 < a < 1. Pour un tel a €]0, 1] fixé, on pose Zt(a) = exp (%) Un calcul direct

donne

E(al); = exp

Soit I' € F et T est un temps d’arrét. L’inégalité de Holder avec les indices conjugués
p=1/a*et ¢ =1/(1 — a?®) donne

a2 a —(12 a —a2
E[1r&(aL)r] <E[E(L)r]  E[1:2] ™" <E[1:2]' (8.9)
ou, pour la derniere inégalité, on a utilisé que (L) est une surmartingale positive, ie.

E[E(L)r] <E[E(L)] =1.
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En utilisant 1'inégalité de Jensen avec op(x) = x(1+%/(2%) (convexe pour 0 < a < 1), on a

(8[a02?])"™"™ = (e [1r2]) < [oar)] =5 [0 (310)]

ce qui permet de poursuivre (8.9) en
1 2a(1—a)
E[1r€(aL)r] < ]E[lp exp <§LT>] . (8.10)

Comme la famille {exp(%LT) : T temps d’arrét} est uniformément intégrable, I'inégalité
(8.10) montre que la famille {8 (aL)r : T temps d’arrét} I’est aussi. D’apres la Proposition
5.27, cela entraine alors que £(aL) est une vraie martingale uniformément intégrable. Il
suit alors

2 1—a? 1 2a(1-a)
1=E[E(aL)o] =E[E(al)s] SEE(L)]" E[ZW] " <E[E(L)a]” E [exp (§Lm>]

avec, & nouveau pour la derniere égalité, I'inégalité de Jensen avec p(x) = x(1+2/(29) En
faisant @ — 1, la derniere borne implique E [£(L)] > 1 et donc avec (8.6) toujours valable
on a obtenu E [€(L)] = 1.

(3) = (4) | On montre d’abord que £(L) est une vraie martingale sous (8.8) : en effet sous
(8.8), il y a égalité dans les inégalités (8.7), soit nécessairement E[E(L),] = E[E(L)s] pour
tout s < t, ce qui combiné avec E[E(L)|Fs] < E(L)s exige E[E(L):|Fs] = E(L)s, Clest a
dire £(L) est une vraie martingale.

Puis comme E(L); 225 £(L)o avec E[|E(L)]] = E[|€(L)|] =1 alors le lemme de Scheffé
(Lemme 8.12 ci-dessous) garantit que E(L); — £(L)o dans L.

D’apres le Th. 4.28 sur la convergence des martingales, ¢’est équivalent a avoir £(L) uni-
formément intégrable (ou martingale fermée). O

Lemme 8.12 (Scheffé) Soit X,, 2= X. Alors E[|X,|] — E[|X|] si et seulement st E[|X,,—
X|] =0, ie. X, = X dans L'.

8.4 Girsanov dans le cadre brownien

Dans cette section, on spécialise de plus en plus le théoréme de Girsanov (Th. 8.4) dans
le cadre brownien.

Corollaire 8.13 (Girsanov brownien 1) Soit B un (F;,P)-mouvement brownien et L sa-
tisfaisant (8.8) (en satisfaisant une des conditions de Novikov du Th. 8.11). Alors B =
B — (B, L) est un (Ft,Q)-mouvement brownien.
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Démonstration : Par le Théoreme 8.4 (Girsanov), B = B — (B, L) est une (F;,Q)-
martingale locale a trajectoires continues de variation quadratique (B, B); = (B, B); = t,
t > 0. Le Théoreme de Lévy (Th. 7.9) assure alors que B est un (F;, Q)-mouvement brow-
nien. U

Dans le corollaire suivant, on prend L; = f(f f(s)dBs; il s’agit du théoreme de Girsanov
original (1960). On rappelle que, pour le mouvement brownien B,

L2

loc

¢

(B) = {H : Q2 — R : progressif avec pour tout t > 0 E {/ HS(-)QdS] < +oo}
0

et ici on considere

T
L[QOVT](B) = {H : Q2 — R : progressif avec E {/ Hs(-)st] < +oo} ‘
0

Corollaire 8.14 (Girsanov brownien 2) Soit B un (F;, P)-mouvement brownien et, pour T
déterministe fixé, f € L[207T}(B) telle que L, = fg f(s)dB;s satisfait (8.8) (en satisfaisant
une des conditions de Novikov du Th. 8.11). Soit Q de densité (par rapport o P)

pr=ew ([ srim— [ seras).

Sous Q, le processus B s’écrit

, = B2 t s)ds .
B B+/Of() (8.11)

ot BQ est un (F;, Q)-mouvement brownien.

Démonstration : On applique le théoreme de Girsanov (Th. 8.4) a M = B avec L, =
f; f(s)dBs et on remarque que (B, L); = fot f(s)ds. Alors B = B — (B,L) = B? est

une Q-martingale locale a trajectoires continues de crochet (B, B); = (B, B); = t. Donc
BQ = B est un Q-mouvement brownien. O

On spécialise encore davantage le théoreme de Girsanov (Th. 8.4) dans le cadre brownien
en prenant maintenant des intégrales stochastiques avec des intégrants f déterministes. On
obtient la formule de Cameron-Martin (1944) :

Corollaire 8.15 (Cameron-Martin) Soit (By);>0 un (Fi, P)-mouvement brownien et f €

L2([0,T7).
pr = ([ soram = [ sras)

(1) La variable aléatoire
est une densité de probabilité qui définit une probabilité Q (par dQ = DrdP).
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(2) Le processus
BY =B, — / f(s)ds,t >0,
0

est un Q-mouvement brownien. Autrement dit, sous Q, le P-mouvement brownien B
s’écrit .
B, = Bg@+/ F(s)ds
0

Démonstration : 11 suffit de prouver le point 1). Le point 2) est alors donné par le Corol-
laire 8.14. On prend L, = [ f(s)dB; dans (8.2). On a (L,L), = [, f(s)?ds et comme f
est déterministe, la condition E[exp(L, L)r| < +00o est garantie. Le Theoreme 8.11 assure
alors la condition de Novikov (8.8) et donc (Dy)cjo,r) est bien une densité de probabilité
et Q une probabilité. O

Dans le cadre gaussien pour L; = fo ) dB; avec f € L[0 T](B), on donne une condition
plus explicite qui garantit (8.8) mais pour un horizon 7 fini :

Proposition 8.16 Soit T une date déterministe fixée et f € LfO7T](B). On suppose qu’il
eziste a > 0 et C' €0, +o0] tels que pour tout t € [0,T] on ait

E[exp(af(t)Q)} < C < +o0,

alors E[E(L)r] = 1, ie. la condition (8.8) garantissant le théoréme de Girsanov (Th. 8.4)
sur [0,T] est satisfaite.

Demonstration On localise afin de pouvoir appliquer la Proposition 7.7 qui garantit que
si fo s)%ds est bornée alors E[E( ) f(s)dBs)r] = 1. Pour cela, on pose 7, = inf (£ > 0:

ds > n). La suite f, = flj,, est telle que quand n — +oo
0 [0,70]
I fu(w)2du < n, (8.12)
Jo £l fn Vdu 2 [ f(u)?du, (8.13)
fo fn(uw)dB, 2 fo u)dB, (isométrie d’Tto). (8.14)
On note V,, = S(f ) et V = 5(]0' ) Avec ces notations, il s’agit de

montrer que E[V(T)] = 1 leons r, s tels que 0 < r<s<Tavec|s—r|< a/6 et écrivons

&(i) § - exp | 2 sfn(u)dBu [ fulu)?du
n(7) i :
= exp (2 /Ts fu(w)dB, — 4/: fn(U)2dU) exp (3 /Ts fn(u)Qdu) ‘
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique
()
Va(r)
s s 1/2 s 1/2
< (]E {exp (4/ fn(u)dB, — 8/ fn(u)Qdu)] > X (E [exp (6/ fn(u)Qdu)]>

EE(S fu(u)dBu)]=

(o o))

(/ E[exp(6(s — r) fo(u)?)] -2 )

sS—rT

VAN

en utilisant le théoreme de Fubini, I'inégalité de Jensen pour la fonction convexe exp et
la mesure uniforme du/(s — r) sur [r, s] et enfin I'hypothese sur a > 6(s — r) ainsi que la
Proposition 7.7 pour

E {exp (4[ fu(uw)dB, — 8[ fn(u)Qdu)] =1

Va(s)
V()

intégrable. De plus, avec (8.13) et (8. 14) on montre que V(%) N V(t) (cf. preuve de la

Comme les moments d’ordre 2 de 22 sont bornés, on en déduit que y; E ; est uniformément

Proposition 7.7). On a donc aussi K"Erg SN VES§ et avec le théoreme de Vitali :
Va(s) _ V(s)

dans L.

niﬁlmm N V(T)

Par continuité L' de 'espérance conditionnelle, il vient

= v 7] = i B [

7]

ou la limite 1 vient de ce que pour f,, on a (8.12), assurant par la Proposition 7.7 que
V., = 8( fo fn(s)st) est une vraie martingale :

E Va(s) F| = E[Va(s) |F7] _ Va(r) —1
Vn(r) Vn(r) VH(T)
Pour conclure, on décompose [0,7] en une subdivision t; = %T, 0 < k < m, avec
m assez grand pour que le pas vérifie T/m < a/6. On écrit alors V(T') = V(tp-1) X

(V(tm)/V (tm—1)) avec V(t,,—1) variable aléatoire F;, _,-mesurable et par ce qui précede :

BV (tm)/V(tm-1)|F._.] =1.
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Finalement, par récurrence :

EV(T)] =E[V(tn)] = E[V(tm-1) x (V(tn)/V (tm-1))]
= E[V(tn-1)EV (tn)/V (tn-1) |Fi,i]]
- E[V(tmfl)] = 17
ce qui acheve la preuve de la Proposition 8.16. O

Exemple 8.17 (Etude du sup d’un mouvement brownien avec dérive) Pour étudier la loi
du sup de By = B; + bt sur [0, 77, il suffit de connaitre la loi du couple (Br,supy<;<r B).
En effet, d’apres la formule de Cameron-Martin, on a

1
P ( sup (Bt + bt) 2 ZL‘) = EIP’ |:eXp (bBT — §b2T>1{SuPO§t§T B>z} | -

0<t<T

Exemple 8.18 (Application statistique a la détection d’un signal) Considérons un signal
(temporel, déterministe) représenté par une fonction m. On cherche a tester la présence ou
non du signal m. La difficulté vient de ce que le test se pratique dans une ambiance bruitée
(représentée par B). On observe alors

— soit B (le bruit pur) si le signal est absent,

— soit m + B (le signal utile m bruité par B) si le signal est présent.
L’observateur n’observe (!!) qu'une seule des deux fonctions (sans savoir laquelle) w =
(we : t €[0,T]) € {B,m + B} et le but est précisément de déterminer laquelle des deux
fonctions il observe.

Plutot que de considérer les deux fonctions aléatoires B et m + B dont la loi est mesurée
par la méme probabilité P, il est équivalent de considérer qu’il ne peut observer qu’une
fonction X, qui modélise son observation, mais sous deux probabilités différentes selon que
le signal est présent ou pas. Ainsi w est observée avec la probabilité P(dw) ou Q(dw) selon
le cas.

On suppose que

— le bruit est modélisé par un mouvement brownien B ;

— le signal est de la forme m(t) = fot f(s)ds ou f est déterministe mesurable.
On interprete alors m comme le crochet m(t) = (B, [, f(s)dB);. Sous la probabilité Q
donnée par dQ = DpdP avec

Dr = exp </OT f(s)dB,s — %/OT f(s)2ds)

B est un processus (mouvement brownien) décentré par m (ie. B = B¢ + m), tandis que
sous P, B est un mouvement brownien standard donc centré.
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La vraisemblance associée a I’observation de la trajectoire w est donnée par Dy (w) qui vaut
1 ¢’'il n’y a pas de signal et qui peut étre tres grand s’il y en a un. On en déduit une regle
de décision : si on observe w, on décide que le signal est présent lorsque

T 1 I 1,
U::/O F($)B. > 5 Vars(U) = 5/0 F(s)?ds = 50"

Cette régle n’est pas infaillible : Sous P, U ~ N(0,0%) ~ Ny (o Ny ~ N(0,1)) et si le
signal m est réellement absent, la probabilité de prendre une mauvaise décision est

p= ]P’(U > %02) = P(Ng > %O’).

Tandis que si le signal est vraiment présent, QQ est la probabilité qui gouverne le phénomene ;
sous Q

T T T
U= [ tein = [ seisis [ s
0 oT oT
= [ ris [ st
0 0
~ N(o? d%).
La probabilité d’erreur est alors
1 2
= — = <
q @(U < 2Veur[[»(U)) IP’(UNO—f—J <30 )
1 1
= < _——0%) = > _g2) =
IP’(UNO < 20 ) ]P’(aNo > —0 > P

(selon les cas, c’est P ou Q qui gouverne les lois). D’apres la table de la loi N'(0,1), on a
p,q < 5% sio >4



Chapitre 9

Equation différentielle stochastique

On présente dans ce chapitre la notion d’équation différentielle stochastique (EDS)
brownienne. On commence par en donner une motivation en Section 9.1 en tant que géné-
ralisation des équations différentielles ordinaires dans un contexte d’incertitude représentée
par un bruit aléatoire. Des exemples d’EDS classiques sont présentés en Section 9.2. Les
principaux résultats d’existence et d’'unicité sont donnés en Section 9.3. On étudie les so-
lutions d’EDS dirigée par un mouvement brownien comme fonctionnelle sur 'espace de
Wiener en Section 9.5. La propriété de Markov pour les solutions d’EDS homogene est
présentée en Section 9.6.

9.1 Introduction et définitions

Equations différentielles et EDS

Les équations différentielles (ordinaires) gouvernent de nombreux phénonénes détermi-
nistes. Pour prendre en compte des phénomenes aléatoires, formellement on doit prendre
en compte des « différentielles stochastiques », ce qui transforme les équations en équations
différentielles stochastiques (EDS).

Les équations différentielles sont des équations d’évolution du type

#(t) = a(t, =(t)) (9.1)

ou l'inconnue est une fonction x(t) qui doit vérifier une équation impliquant sa dérivée &
et elle méme. Les cas les plus simples sont les équations différentielles d’ordre 1 comme en
(9.1) (seule la dérivée lere est impliquée) avec a(t,x) = a + bz indépendant de ¢ et affine
par rapport a x. Symboliquement, 1’équation (9.1) se réécrit

dx(t) = a(t,x(t)) dt. (9.2)

Cette équation modélise typiquement une quantité (x(t)):>o qui évolue avec le temps de
fagon que z s’accroit, a la date ¢, selon le taux a(t, z(t)). Par exemple, avec a(t, x) = a(t)x,
I'équation dz(t) = a(t)x(t) dt modélise le cours d'un actif financier x(t) soumis au taux

49
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d’intérét variable a(t) ou d’une population avec un taux de natalité a(t). Il est bien connu

que la solution est
t
x(t) = xoexp (/ a(s) ds) :
0

Les EDS sont des généralisations des équations (9.2) ou la dynamique déterministe d’évo-
lution a est perturbée par un terme aléatoire (stochastique). On parle alors d’équation
différentielle stochastique. En général la perturbation aléatoire est considérée comme un
bruit. Par un argument du type TCL!, il est légitime de considérer que ce bruit est un
processus gaussien et en général il est modélisé par un mouvement brownien B et une
intensité de bruit o(¢, x) :

dXt = CL(t, Xt) dt + O'(t, Xt) dBt (93)

ol ¢ est une fonction du temps ¢ et de I'inconnue X; au temps ¢ mais pourrait juste
dépendre du temps (0y) ou de la valeur X; en t (o(X;)) ou encore étre constante o.

Définitions

En fait, I'écriture (9.3) est symbolique car dB; n’a pas de sens, le mouvement brownien
n’étant pas dérivable! Il faudrait écrire (9.3) sous la forme

t ¢
X, =Xo+ / a(s, X,)ds +/ o(s, Xs) dBs (9.4)
0 0

qui, elle, a un sens si I'intégrale stochastique f(f o(s,Xs)dBs en a un, cf. Chapitre 6. On
généralise encore dans la définition suivante la notion d’EDS dans un cadre vectoriel.

Définition 9.1 (EDS) On appelle équation différentielle stochastique (EDS) une équation
en le processus X (a valeurs dans RY) de la forme

dX; =a(t, X;)dt + o(t, X;) dB; (E(a,o0))

ce qui, en terme intégrale, s’écrit
. ' t mo o '
Xt(z) = X(()z) +/ ai(s, Xs) ds + Z/ RIC.®) ngj)v l<i<d, (9.5)
0 = /o

o1, pour m,d des entiers positifs,
— a(t,z) = (a;(t,7))1<i<a est un vecteur mesurable de R? défini sur Ry x R? appelé
dérive ou drift de I’EDS,
— o(t,z) = (0i(t,x))1<i<a est une matrice d x m mesurable définie sur Ry x R?
1<57<m

appelé coefficient de diffusion de I’EDS,

1. la résultante d’un grand nombre d’erreurs indépendantes X; indépendantes (de carrés intégrables) a
pour loi approchée une loi normale N'(n 7 E[X;], Y"1 ;| Var(X;))
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et B=(BW,..., BM™) est un mouvement brownien standard en dimension m.

La solution d'une EDS est une fonction aléatoire. Il s’agit donc d’un processus qu’on note
X = (X¢)t>0. Plus précisément, on a :

Définition 9.2 (Solution d’une EDS) On appelle solution de I’EDS E(a, o) la donnée de
— un espace de probabilité filtré (Q,F, (.Ft)tzo,IP’) satisfaisant les conditions habi-
tuelles ;
— un (F)-mouvement brownien B = (B(l), e ,B(m)) dans R™ défini sur cet espace
de probabilité ;
— un processus (F;)-adapté continu X = (X(l), e ,X(d)) a valeurs dans R? tel que
(9.4) soit vérifiée, c’est a dire, coordonnée par coordonnée, pour tout 1 < i < d :
(9.5).
Lorsque de plus Xo = x € R, on dit que le processus X est solution de E,(a,o).

En pratique (dans les cas simples), pour trouver la solution d’une EDS, on intuite la forme
de la solution et on vérifie que 'EDS de départ est bien satisfaite en appliquant la formule
d’Tto, cf. Section 9.2. On propose des résultats généraux d’existence et d'unicité des EDS,
du type théoreme de Cauchy-Lipschitz dans la Section 9.3.

9.2 Exemples d’EDS

Les EDS affines admettent des solutions explicites qu’on peut obtenir comme dans le cas
déterministe par la méthode de variation de la constante. Le cas affine est important car
les EDS affines apparaissent comme des linéarisées d’EDS plus complexes qu’on ne sait pas
toujours résoudre. On se place dans le cas réel, ie. d = m = 1.

9.2.1 Equations linéaires

Ornstein-Uhlenbeck : équation a(t,2) = —ax (a > 0) et o(x) = o. Il s’agit de 'équation
de Langevin :
dXt = —aXt dt +0 dBt (96)
c’est a dire avec a(t,z) = —ax, et o(x) = 0. La solution est donnée par
t
X, =Xpe %+ 0o / e~ =) 4B, (9.7)
0
Sans le terme odB;, I'équation dX, = —aX, dt se résout immédiatement en X, = Ce %,

Pour tenir compte du terme odB;, on fait « varier la constante C' » :

dCe ™ —aqCe ™ dt = dX; = —aX,dt+ odB,
dC = oedB,
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t
Cc = Xo—f—/ae“sst
0

et, avec X; = Ce™, I'expression (9.7) est obtenue.

On peut observer directement que (9.7) est satisfaite en dérivant X; = Xoe~*+oe™ f(f e d By
avec la formule d’It6 (sous la forme dérivée de I'IPP (7.8), Corollaire 7.3) :

t
dX; = Xo(—ae™™) + o(—ae™™) (/ e’ dBS>dt + oe= " (e™dB,)
0

t

= —a(XOe_“t + e / e’ dBS> dt + odB;
0

= —U/Xtdt + O'dBt

Il s’agit du processus d’Ornstein-Uhlenbeck (cf. Section 2.4 ). Ce cas se généralise au cadre
vectoriel.

Equation a(t, z) = a;x et o(z) = o,2. On suppose les processus (a;)s>o et (07 )0 vérifient la
condition d’intégrabilité fOT |laz| dt < +o0, fOT |o¢|* dt < +o00 (par exemple en étant bornés).
L’EDS

dX; = Xy(adt + 00dBy), Xo =z, (9.8)

¢ ¢ 1t
X; = zexp (/ asds +/ osdBg — —/ Jgds> ) (9.9)
0 0 2 Jo

Pour le voir, on suppose X positivement bornée sur [0, 7] (minorée par 1/n et majorée par
n). Sinon, on introduit le temps d’arrét 7,, = inf(¢ : X; < 1/n ou X; > n) et on arréte les
processus a ces dates ; on applique la formule d’'Tt6 & X;n7, et & la fonction In (qui est C? sur
[1/n,n]). De équation (9.8), on déduit d(X, X); = X2o}dt. Le processus Y; = In (X;n7,,)
vérifie alors

admet pour solution

1 1d(X, X o2 1
d}/t = ZdXt — §<X—]€2>t = (atdt + O'tdBt) — ?tdt = <at — 50’?) dt + oy dBt,
ce qui prouve l'expression (9.9).
Black et Scholes. C’est le cas particulier ou a(t, z) = ax et o(t,x) = oz, ie.

dXt = aXt dt + O'Xt dBt (910)

Cette EDS modélise ’évolution d'un cours X soumis a un taux d’intérét déterministe a
et a une perturbation stochastique cX;dB;. Dans un contexte financier, le coefficient de
diffusion o est appelé volatilité. Noter que la partie déterministe de 'accroissement de X;
(aX}) et sa partie aléatoire (0.X};) sont toutes les deux proportionnelles & la valeur courante
X; en t (ce qui est typique des modeles de croissance).

La solution de (9.10) est un cas particulier de (9.9) :

o2
X; = Xgexp <at — 775 + aBt) )

On retrouve le mouvement brownien géométrique .
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9.2.2 Equations affines

On suppose que a(t, ) = ax + ¢ et o(t,x) = o + §, c’est a dire qu’on considere
I’EDS affine générale

dXt = Xt(at dt+0t dBt) +Ct dt—i—5t dBt (911)

Elle a une solution construite a partir de la solution Z de 'EDS linéaire associée dZ; =
Zi(ay dt + o dBy) de condition initiale Zy = 1 donné par (9.9), ie.

t t 1 t
Zt:exp(/ asds—i-/asst——/azds).
0 0 2 Jo

En notant ¢; = ¢; — 04d;, la solution de (9.11) est alors donnée par
t
0

En effet, avec la formule d’It6, on vérifie que (9.12) satisfait I’équation (9.11) :

t t
dX, = th<X0+/ Zs—l(ESds+(5sst)>+dZt <X0+/ Zs—l(ESds+(5sst)>
0 0

+d <Z, (XO + / Z Ny ds + 6, dBS)) >
0 t

= Z,(Z7\@dt + 0,dB,)) + Xi(audt + 0,dBy) + d<zt,/ 7, @ds +6,dB,) )

0 t

Comme l'expression de Z assure
d<Z, B)t = Ztat d<B, B>t = ZtO't dt,
Le crochet se calcule comme suit

(z / 27\ @ds +0,dB,)) = / V@ d(Z, ), + 8, d(Z, B).)

0 t
t t
- /Zg153d<Z,B>s=/ 5.0, ds.
0 0

On a donc d<Z, fo Z7 N (Csds + 6, dBS)> = §,04 dt et on obtient :
t

dXt = 5,5 dt + (St dBt + Xt<CLt dt + oy dBt) + O‘tfst dt
= Xt(at dt + oy dBt> + ¢ dt + 515 dBt,

justifiant que (9.12) est bien solution de (9.11).
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9.3 Existences et unicités

Comme d’habitude pour les équations différentielles, les notions d’existence et d’unicité
sont essentielles. Dans le contexte des EDS, il existe plusieurs types d’existence et d’unicité
des EDS. Dans toute cette section, on considere 'EDS E(a, o).

Définition 9.3 (Existence, unicité des EDS) Pour [’équation E(a,o), on dit qu’il y a

— emistence faible si pour tout x € R?, il existe une solution de E.(a,c) c’est a dire
un triplet {X, B, (Q,F, (E)tZO,P)} ou B est un (F;)-mouvement brownien et pour
lequel X est solution satisfaisant (9.4) (c’est a dire (9.5));

— ezistence et unicité faibles si de plus toutes les solutions de E,(a,o) ont méme loi;

— unicité trajectorielle si, l’espace de probabilité filtré (Q,]:, (E)tZO,IP’) et le mouve-
ment brownien B étant fixés, deux solutions X et X' de E(a,o) telles que Xy = X,
ps sont indistinguables.

— existence forte si une solution X de E.(a,o0) est adaptée par rapport a la filtration
canonique de B ; X est alors appelée solution forte.

— wunicité forte pour E(a, o) si pour tout mouvement brownien B, deuz solutions fortes
associées a B sont indistinguables.

Il peut y avoir existence et unicité faibles sans qu’il y ait unicité trajectorielle.

Exemple 9.4 C’est le cas par exemple de :
dXt = Sgl’l(Xt> dBt, X() =Y, (913)

associé a un mouvement brownien B standard, cf. aussi I’Exemple 7.27.

Pour voir cela, on considéere un mouvement brownien 3 issu de 5y = y et on pose
_ t
B, = / sgn(fs) dpBs (9.14)
0

avec sgn(z) = 1si z > 0 et sgn(z) = —1 si # < 0. On observe que dB, = sgn(8,) df, et
donc B
sgn(B;) dB; = sgn(B:)* B = dp,

soit :

ﬁt =Y+ /0 Sgn(ﬂs) dés (915)

Comme B en (9.14) est une martingale locale a trajectoires continues et que

(B.Bh = [ sl g = [ds .

le théoreme de Lévy (Théoreme 7.9) assure que B est un mouvement brownien (issu de 0).
On voit alors que § est solution de 'EDS (9.13) pour laquelle il y a donc existence faible.
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Par contre, 3 n’est pas solution forte de (9.13) : si elle était, 3 serait FP-adapté, ce qui
impliquerait F? C FB, ce qui n’est pas possible car on montre ci-dessous que FZ c FIAl,
ce qui impliquerait encore F# C FB c FI¥l ¢ FP et donc des égalités alors que F1¥l ¢ F5,
[ n’étant pas de signe constant.

Pour justifier FB c FIPl, on utilise la formule de Tanaka pour le mouvement brownien (3
(cf. Exemple 7.27) et pour a =0 :

t
18] = Iyl +/ sen(B,) dB, + I = |yl + Bi + L
0

d’ott B, = |B,] — LY — |y|. Mais comme fot 8| dL? = 0, la. mesure dL} est concentrée sur

{t >0:|8,] = 0}; le processus L est donc FI¥l-adapté. Il suit que B; est .7-",15 |_mesurable
et donc FB < FIAl. (En fait, on peut méme montrer qu'il y a égalités des filtrations
FcB = FlAl)

A nouveau, par le théoreme de Lévy (Théoreme 7.9), on prouve 'unicité faible : toute
solution X de (9.13) est une martingale locale a trajectoires continues et vérifie

(X, X), = /Ot sen(X,)*d(B, B), = /Ot ds =t

et doit donc étre un mouvement brownien (théoreme de Lévy : Th. 7.9).

Par contre, il n’y a pas en général unicité trajectorielle : pour y = 0, on voit facilement
que (3 et —f sont deux solutions de (9.13) associées au méme brownien B. Noter que
f(f 1{,—0} dBs = 0 car avec 'isométrie d’Ito :

t t t t
(/ 1{5520} dBS) =E |:/ 1%5310} d8:| =E |:/ 1{58:0} dS} - / P(ﬁs - O) ds =0
0 0 0 0

et donc [} 1¢s,—0) dB, = 0 ps.

2

E

Finalement, pour 'EDS (9.13), il n’y a pas unicité trajectorielle, et on a observé que  en
(9.15) est solution faible mais pas forte de (9.13).

Toutefois, le théoreme suivant donne un résultat positif entre ces differentes notions d’exis-
tence et d’unicité :

Théoréme 9.5 (Yamada-Watanabe) Lorsque les coefficients a et o sont boréliennes et lo-
calement bornées alors existence faible et unicité trajectorielle impliquent unicité faible.
De plus, dans ce cas, pour tout espace de probabilité filtré (Q,]:, (]:t)tZO,IF’) et tout (JF)-
mouvement brownien B, il existe pour chaque x € R une (unique) solution forte de
E.(a,0).
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La preuve de ce théoreme est donnée au Chapitre 12 avec la notion de probleme de mar-

tingale, cf. Théoreme 12.11.

Dans toute la suite, on suppose remplies les conditions suivantes :

Hypothéses lipschitziennes. Les fonctions a et o sont continues sur Ry x R? et lipschit-
ziennes en x, ie. il existe une constante K €]0, +oo| telle que pour tout t > 0 et x,y € R?

la(t,x) —a(t,y)] < K|z —y]
lo(t,z) —o(t,y)| < Klv—y|

et pour tout T' > 0
T
/ la(t,0)| + |o(t,0)* dt < +o0
0

ot |a| et |o| représentent la norme du vecteur a et de la matrice o.

Noter que sous la condition de Lipschitz, on a
la(t,2)] < la(t,0)] + Kl2| et |o(t.a)] < |o(t,0)] + Kla
ce qui assure

T T
/ lo(t,z)[*dt < 2/ lo(t,0)]2dt + 2K*T2?,
0 0

T T
/ la(t, )| dt < / la(t,0)|?dt + KT)|z|.
0 0

Proposition 9.6 Sous les hypothéses lipschitziennes, une solution

t t
Xy = Xo+ / o(s, Xs)dBs + / a(s, X,)ds
0 0

de E(a,0) n’explose pas ps.

Démonstration : On considere ¢ € [0,T]. A partir de

t

X2 §3(X§+ (/Ota(s,Xs)st>2+ (/0 a(S,Xs)dS>2>

due a la convexité de = — 22, on a

Bxt) < a(e)+ B[ [ ot xan) ] +( [ a6 x0as))
X2—|—IE/03X ds —I—IE /|asX)]ds>]>

IN

(9.16)
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(isométrie d’Ito)

t t )
< 3(E[X3+E /203,02+K2xj ds)| +E / a(s,0)] + K|X,|ds
(L +E[( [ 2(ts,0) yis)| +E[( [ lats,0)l+ K1x| ds) ] )
(conditions lipschitziennes)
t t t
< 3(E[X§]+E[(/ 2(0(3,0)2+K2X52)ds)]+E[2(/ |a(s,0)|ds)2—l—2K2t/ |XS|2dsD
0 0 0
(inégalité de Cauchy-Schwarz)
T t T 2 t "
< 3<E[X§]+ (/ 20—(3,0)2ds+2K2/ E[X?| ds> +2</ |a(s,0)|ds> +2K2T/ E[X2] ds)
0 0 0 0 A
(Fubini et ¢ € [O T))
<

cm/

C = 3E[Xg]+6/TU(S,0)2d8+6</T|a(8,0)|d8>
D = 6KX(1+T).

avec

Le lemme de Gronwall qui suit assure alors que E[X?] < CePT pour tout t € [0,7] et
établit la Proposition 9.6. O

Lemme 9.7 (Gronwall) Soit T > 0 et g une fonction positive mesurable bornée sur [0,T].
On suppose qu’il existe des constantes a > 0, b > 0 telles que pour tout t € [0,T], on a

t
g(t) <a-+ b/ g(s)ds. (9.17)

0

Alors on a g(t) < aexp(bt) pour tout t € [0,T].

Démonstration :[Gronwall] En itérant la condition (9.17) sur g, on a pour tout n > 1 :

bt)?
g(t) <a+a(bt) + a% +- —|— b”“/ ds; / dssy- - / 9(Spa1) dSpy1-

Si g est majorée par A, le dernier terme se majore par A(bt)"™/(n + 1)! et il tend vers 0
quand n — 400, ce qui prouve le lemme car le développement & droite tend vers a exp(bt). [J

On a alors le principal résultat d’existence et d’unicité pour des EDS :

Théoréme 9.8 (Cauchy-Lipschitz pour EDS) Sous les hypothéses lipschitziennes, il y a
unicité trajectorielle pour E(a, o). De plus, pour tout espace de probabilité filtré (Q, F, (Ft)t>o0, IP)
et tout (F;)-mouvement brownien B, il existe pour chaque x € RY une (unique) solution
forte de E,(a,0).
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Ce résultat entraine en particulier qu'’il y a existence faible pour E(a, ). L’unicité faible
sera une conséquence du Théoreme 9.13 (cf. remarque qui suit ce résultat) ; elle vient aussi
de l'unicité trajectorielle si on utilise le théoreme de Yamata-Watanabe (Théoreme 9.5).

Remarque 9.9 On peut affaiblir '’hypothese de continuité en ¢, celle-ci n’intervient essen-
tiellement que pour majorer supg<,<p |0(t,2)| et supg<,;<p |a(t,z)| pour x fixé : on peut
« localiser » I'hypothése lipschitzienne sur a et o et se contenter d’une constante K qui
dépend du compact sur lequel ¢ et x sont considérés. Il faut alors conserver une condition
de croissance sous-linéaire :

o, 2)| < K1+ [z]), |a(t,2)] < K(1 + |]).

Comme pour les équations différentielles (ordinaires), la croissance sous-linéaire prévient
I’explosion de la solution de 'EDS comme dans la Proposition 9.6.

Démonstration : Pour simplifier la présentation de la preuve, on considere le cas d = m = 1.

Unicité trajectorielle. On considere deux solutions X et X’ de E(a,0) avec Xy = X,
définies sur le méme espace et avec le méme mouvement brownien B. Pour M > 0 fixé, on
considere le temps d’arrét

r=inf (t>0:]X)| > M,[X]| > M).

Noter que grace a la Proposition 9.6, on a 7 — +o00 lorsque M — +o00. D’apres E(a, o),
on a pour tout ¢t > 0 :

tAT tAT

Xipr = X0+/ o(s, Xy) st+/ a(s, Xs)ds
0t/\'r 015/\7'

X, = X(’)—|—/ J(S,X;,)dBS—I—/ a(s, X}!)ds.
0 0

On considere ¢ € [0,7]. Par différence, comme X, = X{ et comme X, X’ sont bornées
par M sur |0, 7|, I'expression de la variance d'une intégrale stochastique L?, I'inégalité de
Cauchy-Schwarz, les hypotheses lipschitziennes et la majoration (z + y)? < 2(2? + y?)
donnent

E[(Xt/\T - Xt//\T)2:|

- (E (/OW (o5, X.) — o5, X7)) dBS) (/OW (a(s, Xs) — a(s, X)) d3)2]>
(convexité)

2 (IE UOW (o(s, X,) — (s, X1))? ds] +TE UOW (a(s, X,) — als, X)) dsD

(isométrie d'It6 et inégalité de Cauchy-Schwarz)

2
+E

IN
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< 2K*(1+T)E UMT (X, — X!)*ds
(hypothese lipsc%itziennes)

= 2214 T) [ B[ - X)) s
(Fubini). ’

Si on pose h(t) = E[(Xinr — X{AT)Q] et C' = 2K?*(1+T), alors on a établi que h vérifie
pour t € [0, 7] 'inéquation :

t
h@gC/h@@.
0
De plus, par définition de 7, la fonction h est bornée par 4M?, le lemme de Gronwall
(Lemme 9.7) s’applique avec a = 0 et b = C' et donne h = 0, c’est a dire Xya, = X],., ps.

Finalement, en faisant M — 400, on a 7 — +o0 et donc X; = X ps. Les processus X
et X’ sont des modifications a trajectoires continues, ils sont donc indistinguables par la
Proposition 1.8, ce qui prouve I'unicité trajectorielle.

Existence forte. On procede comme pour les équations différentielles (ordinaires) avec une
méthode d’approximation de Picard. Pour cela, on pose

Xt(o) =
t t

xV = :L‘+/ a(s,x)st—i-/ a(s,x)ds
0 0

¢ ¢
x® = m—i—/ U(S,Xs(l))st+/ a(s, XM ds
0 0

S

t t
XM o= x4 / o(s, X{""V)dB, + / a(s, X{""V) ds. (9.18)
0 0

Les intégrales stochastiques ci-dessus sont bien définies puisque par récurrence, on constate
que, pour chaque n, Xt(") est continu et adapté donc localement borné si bien que le
processus a(t,Xt(")) I'est aussi (hypotheses lipschitziennes) et l'intégrale correspondante
est bien définie.

On fixe maintenant 7" > 0 et on raisonne sur [0, 7]. On prouve par récurrence qu’il existe
C,, tel que, pour tout t € (0,77,

E[(X{")?] < C,. (9.19)
En effet, (9.19) est immédiate si n = 0 avec Cy = z%. Puis, on suppose que (9.19) est vraie
au rang n — 1. Avec (9.16), on déduit

lo(t,2)] < C+ Klz|, la(t,z)| <D+ Klz|, t€[0,T],z€R,

avec des constantes

C = sup |O-(t70)|7 D = sup |a(ta0)|
tefo,T tel0,T
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Noter que par la croissance sous-linéaire de o et ’hypothése de récurrence (9.19), on a
t t
E[/ o(s, X"1)2 ds] < QE[/ (C2 4+ K| X?) ds]
0 0
t
< 2C*T + 2K2/ E[| X% ds
0

< 2C°T +2K*TC,_, < +0.

On a donc par 'isométrie d’Ito

(/Ota(s,Xs(”_l)) dBS)

Comme (z +y+2)? < 3(2% +y* + 2?), par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, I'isométrie d’Tto,

et les hypotheses lipschitziennes, on majore comme suit
t t 2
( / o(s, X)) st> ( / a(s, X("1) d5>
0 0
(convexité)

3 (W +E :/Ota(s,Xyl))st} +E [(/Ot la(s, X("D)] ds)2]>

(isométrie d’Ito)

r t t 2
3(yx\2+E /(C+K|X§"1>\)2ds] +E [(/ D+K|X§”’1)]ds> D
LJO 0

(hypotheses lipschitziennes)

rrt t
3 (W +E / (2C2 + 22| X (=12 ds} +E [Q(DT)2 + 2K2t/ | X (=12 dsD
L/ O 0

2

¢
E =E [/ o(s, X"~1)? ds] < 4o00.
0

2

E[(X)?] < 3<|:c|2—|—]E +E

IA

IA

IA

(convexité de z? et inégalité de Cauchy-Schwarz)

IN

t
3(|z]> +2(C*T + D*T?) + 2K*(1+ 1) / E[| X"V ds
0
(Fubini et t € [0,7])
< 3(|zf +2(C*°T + D*T?) + 2K*(1 + T)T2C, 1)) =: C,,

ce qui établit (9.19) par récurrence.

La borne (9.19) et la croissance sous-linéaire de ¢ assurent alors que, pour chaque n, la

martingale locale fot o(s, Xgn))st est une vraie martingale bornée dans L? sur l'intervalle
[0,7]. En effet, son crochet est intégrable, ce qui garantit l'affirmation par le Théoreme

5.36 :
IE[</0'0(3,X§”))dBS,/O.U(S,ng”))st>j = E[/Ota(s,xgn>)2d<B,B>s
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_ EUJ (s, X(1\2ds

On majore maintenant par récurrence E | supy<,<p X Xt(")ﬂ. On a

< +00.

¢ ¢
Xt(nH) — Xt(n) = / (U(S,Xﬁ")) —o(s, X )) dB, +/ (a(s,Xs(")) —afs, Xé”_l))) ds
0 0

t

(X0 - x™M)? < (/t (o(5, X)) — o (s, X*D)) dB) + (/ (a(s,Xs‘”))—a(s,Xﬁ"”))d5)2-

En utilisant les inégalités de moment de Doob (Prop. 4.18) et de Cauchy-Schwarz ainsi que
les hypotheses lipschitziennes, on déduit

E [Sup |X("+1 S(”)|2}

0<s<t
s 2 s 2
< 2E | sup / (U(U,Xén)) —o(u, X&"il))) dB,| + sup / (a(u,XfL")) — a(u,X&”fl))) du ]
o<s<t | Jo o<s<t | Jo
(convexité)
[ t 2 t 2
< 9 <4E </ (O’(U,,Xﬁn)) _ U(U,Xénil))) dBu) +E (/ ‘(l(u,XqS’U) — a(u, Xz(Ln—l))| du> ])
0 0
(inégalité de Doob)
r rt t
< 2 <4E / (o (u, XM — a(u,Xé”l))fdu} +TE l/ (a(u, X{M) - a(u,Xé”l)))Qdu])
LJo 0
(isométrie d’Ito, inégalité de Cauchy-Schwarz)
t
< 24+ T)KE { / X — x \Qdu] (9.20)
0
(hypotheses lipschitziennes)
t
< CrE [/ sup |X7§”) — Xﬁ"1)|2du1 (9.21)
0 0<r<u

avec Cp = 2(4+ T)K?. Si on note
gn (1) :E[ sup ‘X Xﬁ”’l)ﬁ et go(u) = E[ sup ‘Xﬁo)m =22,

0<r<u 0<r<u
alors (9.21) s’écrit
t
Gnr1(t) < C’T/ gn(u)du. (9.22)
0

Par ailleurs, par (9.19) et les inégalités précédentes telles (9.20), on voit que les fonctions
gn sont bornées sur [0, 7. En effet, go(t) = 22 pour ¢ € [0, T] et par une récurrence utilisant
(9.22), on établit que pour tout n > 1 et t € [0, 7], on a

ntn
gn(t) < x2C’Tm.
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On déduit alors que S g,(7)/2 < 400. Comme

+oo
su X(n+1 (n) < su X (n+1) _ 1/2 < +00,
> s, i) x| <3 | -3 0
n=0 2
cela entraine que ps
+oo
Z sup |Xn+1 s(n)’<+00,
—0 0<s<T

et donc ps la suite (Xt(n))te[o,ﬂ converge uniformément sur [0,77] vers un processus limite
(Xt)icp,r] qui est nécessairement continu. Comme par récurrence, chaque processus X ()
est adapté par rapport a la filtration canonique de B, X l'est aussi a la limite.

Les estimations (9.21) établissent aussi que

1/2
(n) _ 2 — (n) _ — k+1)
R R A | Y0 -l
—+00
(X® X(k+1 T)Y? - .
e B S

k=

On déduit alors de I'isométrie L?, des hypotheses lipschitziennes que, avec des limites dans
L? ona:

t t
/ o(s, X)) dB, —/ o(s, Xs)dB;
0 0

2 2

= E (/Ot (o(s, X)) — o(s,Xs)) dBS)

2

= E _/Ot (o(s, XM — a(s,Xs))st}

r rt
E /K2|XS(”)—XS|2ds}
LJ O

IN

< K?TE { sup | XM —Xﬂ —0, n— +oo,

0<s<T

et de méme :

¢ ¢
‘/ a(S,XS("))ds—/ a(s, Xs)ds
0 0

2

. [(/Ot (a(s, X™) — a(s, X.)) dsﬂ
E l(/OtK2|X§”)—XS|ds>2}
K’TE Uot X — Xs|2ds}

K*T*E [ sup | X™ — X5|2] —0, n— +oo.

0<s<T

2

IN

IN

IN
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On a donc
t

t
L% lim o(s,X™)dB, = /U(S,XS)dBS,
0

n—-+o0o 0
t

t
L2 lim | a(s,X™)ds = /a(s,Xs)ds.
0

n——+o0o 0

Finalement, en passant a la limite dans le schéma de Picard (9.18), on obtient que X est
solution forte de E,(a, o) sur [0,7] :

t t
X =x+ / o(s, Xs)dBs + / a(s, Xs)ds.
0 0

9.4 Utilisation de Girsanov pour les EDS

Le théoreme de Girsanov permet de montrer I’existence de solution faible d’EDS quand
elle n’admet pas nécessairement de solution forte.

Proposition 9.10 Soit B un mouvement brownien standard dans R% et a : Ry x R — R4,
On considere I’EDS
dX; = a(t, X;) dt + dB,. (9.23)
(1) 1l y a existence faible lorsque a est une fonction bornée.
(2) 11y a unicité faible sur [0,T] lorsque a est presque sirement carré intégrable sur [0,T]
(ie. fOT a(s, X)*ds < +oo ps) :
Soit pour i = 1,2 X une solution sur (Q®, F®, (]-}(i))tzo,]l”(i)) associée au mou-

vement brownien B® et de méme loi initiale p (indépendante de i = 1,2). Alors
(XM, BW) et (X®, B@) ont la méme loi sous PY) et PP (unicité faible) si

T
P (/ at, X)||*dt < +oo) =1
0

Remarque 9.11 — La condition sur a est trop faible pour que le Théoreme 9.8 s’ap-
plique mais le théoréeme de Girsanov (Théoreme 8.4) permet de montrer 'existence
faible d’une solution.

— On peut affaiblir I'hypothése a bornée en a a croissance sous-linéaire :

la(t, 2)| < K1+ |l2])), 0<t<T, z€R"

— Ce résultat met en évidence l'effet régularisant du mouvement brownien B (en fait
B, cf. ci-dessous) dans (9.23) puisque sans B, I’équation différentielle ordinaire z; =
fot a(s,zs) ds n’admet pas de solution en général lorsque a est seulement borné.
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Démonstration : Pour simplifier la présentation de la preuve, on suppose d = 1.

1) Existence faible. En partant de (€2, F, (F/):>0,P) et B un mouvement brownien, on
construit une solution faible par le théoreme de Girsanov (Théoreme 8.4). Pour cela, on
considere L; = fg a(s, Bs) dB; (bien défini puisque que a est bornée) et on pose

t ¢
Zy =E(L)y = exp (/ a(s, Bs) dBs — %/ a(s, Bs)? ds) .
0 0

Comme (L, L), = fota(s,Bs)2 ds, on a

E[exp (%(L, L>t>] = E[exp (% /Ota(s,BS)2 ds) ] < exp (t||allZ/2),

le critere de Novikov (Théoreme 8.11) est satisfait sur tout intervalle [0,t] et Z est donc
une (Vraie) (f B)-martingale sur R,. On définit alors une probabilité sur chaque F” en
posant dQ‘ 5= Z;dP. Dans ce contexte, le théoréme de Girsanov (Théoreme 8.4) assure
que

ét = Bt_<BaL>t
t
= Bt—/ a(s, Bs) ds
0

est un Q@-mouvement brownien. Sous Q(®, le processus B est solution de
- t
X, =B, —|—/ a(s, Xs) ds
0

c’est a dire de l EDS (9.23) dirigée par le mouvement brownien B. On a donc construit une

probabilité Q) et des processus (B, B) tels que B est un mouvement brownien sous Q@
et B est solution faible de (9.23).

2) Unicité faible. Soit 7' une date déterministe fixée et p une loi initiale. On suppose
maintenant a(t, X;) € L*([0,T]) ps. Pour k > 1 et i = 1,2, on considere

7 = inf (0 <t<T: / la(s, X)|1? ds > k) :
0

Par hypothese sur a, on a limg_, T,gi) = +00, PO-ps. En posant

(k) o iname L[ ()12
725D — exp a(s, X{")dBY — la(s, X;")[[7ds |,
0 0

on a

(%) (%) (%)
t/\Tk

ATy . : ATy : . .
</ a(s,Xﬁ’))ngz),/ a(s,Xgl))dB§’)> :/ a(s, X0)2ds < k
0 0 t 0
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par choix de l'arrét Tk On a donc

(@)

1 /\Tli) . ) /\Tk ' .
exp §</ (S,Xgl)) ngZ)j/ a(S,Xﬁz)) dB§1)> < eXp(k‘/Z) < 400
0 0 t

et comme précédemment, le critere de Novikov assure que Z*% est une (vraie) martingale.

E

On définit alors des probabilités par dQ*?) = Z;k”')d[P(i) et le théoreme de Girsanov (Théo-
reme 8.4) assure que sous Q%)

t/\T,i)
X9 =x94+ / (sX(Z)derB)m, 0<t<T,
0

AT (Z)

(4)

est un mouvement brownien standard de loi initiale p, arrété a 7,7 De plus, on montre que

T,i ), (Bt( Dt < 7']5 )) et Z} D ‘expriment en termes de Xt(/\)v,g“ indépendamment de ¢ = 1, 2.

Pour 0 =ty <t; < <t,=Tet A€ B(R*"*)) ona

P ((X( ) B(l)

to to 0

L XY By e A Y =1T)

1
- ) (k1)
/S;(l) Z;k,l) 1{(X(1) B(l) X(:L)th(i))GA,Tlgl):T} d@

tg 2t

1
- 2y (k.2)
B /Q(2> Z{F?) 1{(X(2) B®,...x2 BP)eA =1} dQ

P® ((X( ) B(Q)

tO’ tO,..

X BPY e AP =1T)

ott la deuxieme égalité vient de I'observation précédente et du fait que sous Q%9 X7 est

un mouvement brownien (arrété, de loi initiale y). L’hypothese sur a implique limy,_, o P® (Tk

T) = 1,47 =1,2. On peut donc passer a la limite kK — 400 pour conclure pour tout n > 1,
0=to <ty < - <t,=Tet Aec B(R")

PO((x, B, ..., x" BY) e A,)

= lim PO(XY, BN, xV By e AV =)

ks +00 to » ~“tg v
. 2 2 2 2
— kgxwa?)((Xﬁo),Bt(O),...,Xt(n’ By e A7) =)
2 2 2
PA((x2,BY ... x® B?) e A).

g

Le résultat suivant (admis) est une généralisation de la Proposition 9.10 pour une EDS
avec un coefficient de diffusion plus général :

(i) _
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Théoréme 9.12 (Benes) Soit a : R — R une fonction bornée et o : R — R une fonc-

tion (globalement) lipschitzienne et ne s’annulant pas et B un mouvement brownien réel
standard. L’EDS
dXt = (I(Xt) dt + O'(Xt) dBt

admet une solution faible qui est unique en loi.

L’hypothese cruciale est que le coefficient de diffusion ne s’annule pas : le processus diffuse
tout le temps. La non-nullité de ce coefficient joue un role essentiel dans 1’étude de la
régularité des lois de solutions d’EDS. Cela est exploré a ’aide du calcul de Malliavin.

9.5 Flot sur ’espace de Wiener

Dans 'exemple des EDS affines (9.11), la dépendance de la solution par rapport aux condi-
tions initiales est explicite puisque (9.12) se rééerit Xy = Z;(Xo + D;). La solution X; est
donc une fonction affine de la condition initiale X. Lorsque les coefficients sont détermi-
nistes, les processus Z; et D, sont adaptés par rapport a la filtration F; = o(Bs : s < t),
t > 0. Autrement dit, X; est une fonction déterministe de Xy et de la trajectoire du mou-
vement brownien sur [0,¢]. En écrivant [z, = {s — x4 : s <t} la trajectoire d’une fonction
x sur [0,t], on peut écrire pour 'EDS affine

Xi(w) = Fxo(t, [Bw)])

ou F,(t,w) est continue par rapport a x. On généralise cette observation en interprétant
la solution de 'EDS FE(a,0), ie. dX; = a(t, X;) dt + o(t, X;) dB;, comme fonctionnelle sur
Iespace de Wiener (C(R4,R™), B(C(R4,R™)), W) (espace des trajectoires du mouvement
brownien).

On rappelle que l'espace de Wiener est ’espace canonique d’'un mouvement brownien B,
issu de 0 a valeurs dans R™, il s’agit donc de I’ensemble C'(R,,R™) des fonctions continues
de R, dans R, muni de la mesure de Wiener W . En particulier, la mesure de Wiener W
est la loi d’'un mouvement brownien B.

Théoréme 9.13 (Fonctionnelle sur I’espace de Wiener) Sous les hypothéses lipschitziennes,
pour tout x € RY, il existe une fonctionnelle
F - O(RJ”RW‘) — C<R+7Rd)
v w = Fo(w)
mesurable et satisfaisant les propriétés suivantes :

(1) pour tout t > 0, F.(w); coincide W(dw)-ps avec une fonction mesurable de [w];, =
{w(r):0 <r <t}; avec un abus de notation, on écrira F,(t, [B);) ;

(2) pour tout w € C'(Ry,R™), l'application

{Rd s O(R4,R™)
r = Fy(w)

est continue ;
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(3) pour tout x € R?, pour tout choix d’espace de probabilité filtré (Q,}", (Ft)tZO,IP’) et
tout (F;)-mouvement brownien B en dimension m, le processus X défini par X; =
F.(B); est l'unique solution de FE(a,o) avec valeur initiale x ; de plus, si Z est une
variable aléatoire Fo-mesurable, le processus (Fz(B)i)i>o est l'unique solution avec
valeur initiale Z.

Remarque 9.14 L’assertion (3) montre en particulier qu’il y a unicité faible pour I'EDS
E(a,o0) : les solutions de E,(a,o) sont toutes de la forme F,(B) et ont donc la méme loi,
image de la mesure de Wiener W par F,.

Démonstration : A nouveau, on simplifie la présentation de la preuve en considérant le
cas d =m = 1. On note N la classe des sous-ensembles W-négligeables de C'(R,,R) et on
considere la filtration donnée pour tout ¢t € [0, +00] par

Gi = (w(s) 0 <5 <) VA,

D’apres la Remarque 7.25, la filtration (G;);>¢ est continue a droite, comme en plus elle
est complete, elle satisfait les conditions habituelles. Pour chaque x € R, on note X*
la solution de 'EDS E,(a, o) associée & l'espace canonique (C(R4,R), Guo, (Gt)iz0, W) et
au mouvement brownien (canonique) Bi;(w) = w(t). D’apres le Théoreme 9.8, sous les
hypotheses lipschitziennes cette solution existe et est unique a indistinguabilité pres.

Soit x,y € R et T}, le temps d’arrét défini par
T, :inf(t >0:|X[| >nou|XY| zn).

Soit p > 2 et T > 1. On travaille sur [0, 7). En utilisant (z +y + 2)? < 3771 (2P + y? + 2P),
les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy (Théoreme 7.14) et l'inégalité de Holder, on a
pour tout ¢t € [0,77] :

E [Sup ‘sz/\Tn - Xg/\Tn‘p}
s<t
p]

/OS ' (a(r, X7 —a(r, X}!)) dr

sA\Ty,
< G, (\x—y‘P—i—E {sup / (U(T,Xf) —J(T,Xf)) dB,
0

0<s<t

D

+E { sup

0<s<t

(convexité de xP)

IN

C, <|m —ylP + C,E

+E K /0 " la(r, X7) — a(r, X?)| dr>pD

(inégalité BDG droite pour p > 2)
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< <|a: —yP + C’tp/2 g {/ |a AT, Xop ) —o(r AN T, X)) |p dr]
+tPIE [/ ‘a('r’ NTo, Xiag, ) —al(r N, XMT |p dr})
0
(inégalité de Holder)
<

C;o/ (|x —ylP + Tp/ U t/\Tn r/\Tnm d?”)

(hypotheses lipschitziennes et 7" > 1)

ot la constante C}) < +o00 dépend de p et de la constante K intervenant dans les hypotheses
lipschitziennes sur o et a mais pas de n,z,y ou 1.

Puisque par définition de 7,,, la fonction ¢ — ]E[supsgt \Xor, — Xar, |p] est bornée, le
lemme de Grénwall (Lemme 7.8) s’applique avec a = C/|z — y\p et b = CJT? et entraine
que pour tout ¢ € [0,7], on a

E [sup| X2y — X%qp 7| < Clla — ylP exp (C)T71). (9.24)
s<t
Comme
sup [ Xong, — Xiup, |7 = sup [ X7 — XY (9.25)
s<t s<tATy,

et T,, /" +oo (la Proposition 9.6 s’applique avec les hypotheses lipschitziennes), (9.25) est
croissant en n > 1. Par convergence monotone, il vient alors de (9.24)

E {sup | X7 — X:f]p] < Cll|x — y|P exp (CT"t).

s<t

On considere sur C(R,,R) la topologie de la convergence uniforme sur les compacts. Elle
est définie par une distance du type

') = Yo (suplots) - w1 1)

k=1 s<k

pour tout choix de la suite de réels positifs c, > 0 tels que la série ), -, oy, soit convergente.
Ici, on fait le choix des coefficients «y tels que

+0oo
Z aexp (CIEPHY) < +o0. (9.26)
k=1

D’apres (9.24), ce choix (9.26) garantit que pour une constante ép < 400, 0n a:

+oo
ZakE {Sup | X7 — Xy\p] < Cyla —y?. (9.27)

1 s<k
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Alors, les estimations précédentes et 'inégalité de Jensen montrent que

+00 p
(Zak (sup|Xx Xy|/\1)> ]
k=1 s<
+00 p +00 7
= ap | E <sup|Xf—X§’|/\1)>
(zfz:; ) (1; 2R o \ssh 1
+00 p +00 o p\ ]
ap | E (sup|X;”—Xg|/\1>
<Z ) (; 20 e s ]

(inégalité de Jensen pour la probabilité Zk 1 Z*“’ ox)

+o0 P—l 4o
= <Zak> ZakE {sup]Xf—Xﬂp} < Cplz —ylP.
k=1 k=1 ssk

(avec la borne (9.27))

E[d(X*, XV)] =

IA

Le théoreme de Kolmogorov-Centsov (Théoreme 1.12) appliqué au processus (X*, z € R) &
valeurs dans C(R;,R) muni de la distance d donne ’existence d’une modification (X%, z €
R) dont les trajectoires sont continues. On note alors

F(t,z,w) = Fy(w), = XF(w).

Par choix de la version X, 2 — F,(w) est continue ce qui établit la propriété (2) de I'énoncé.

L’application w +— F,(w) est mesurable de C(R,R) muni de la tribu G, dans C(R;,R)
muni de la tribu borélienne o (w(s) : s > 0). De méme, pour chaque ¢ > 0, F,(w), = X (w)
est Gi-mesurable donc coincide ps avec une fonction mesurable de [w]; = {w(s) : 0 < s < ¢},
ce qui établit maintenant ’assertion (1).

On termine en montrant I'assertion (3). On commence par fixer 'espace de probabilité
filtré (Q, F, (Ft)e=0,P) et un (F;)-mouvement brownien B. Il s’agit de voir que F,(B) est
solution de 'EDS E,(a,0) :

dXt = a(t,Xt) dt+0(t,Xt) dBt, XO = T.

On observe que le processus F,(B) est continu et adapté d’apres (1) puisque F;(B); coincide
ps avec une fonction mesurable de [B]; = {B, : 0 < r < t} en effet pour une fonction f,
mesurable sur C(R,,R), par le théoreme de transfert

P(FL(B): = fo([Bl:)) = W(Eo(w), = ful[uw],)) = 1.

D’autre part, par construction de F,, on a W(dw)-ps

Fx(w)t:x+/0 O—(S,Fx(w)s)dw(s)+/0 a(s, Fp(w)s) ds. (9.28)
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Il s’agit de récupérer la méme identité (9.28) pour F,(B). Pour cela, on passe par des
approximations de Riemann des intégrales dans (9.28).

De fagon standard, I'intégrale de Stieltjes s’approxime par des sommes de Riemann (Prop. 5.10-
5)) : on a W-ps

pn—1

t
— T (n) (n) _ 4(n)
/0 a(s, Fp(w)s)ds = nEToo ; a <ti ,F$(w)t£7L>> (7 —t")
ot 0 =t{" <™ < ... < ¢{" = ¢ est une subdivision de [0,¢] de pas qui tend vers 0. De
la méme fagon, d’apres 6) dans la Proposition 6.20, on a une approximation de Riemann
pour l'intégrale stochastique fot o(s, F(w)s) dw(s) mais dans le sens de la convergence en

probabilité W :

Pn—1

/0 (s, Fu(w),) du(s) = W- Jim >0 (87, Faw) ) (w(t) —w(t”)).

En prenant une sous-suite (ny)g>1 correctement choisie, on a une convergence W-presque
sure :

pnk_l

t
1 (n) (nk) (nk)
[ s Fwn)duts) = tim 3 o (10, Fw) o) (w(E2) = w(6))

Comme en plus W-ps F,(w); = f.([w];) pour une fonction f, mesurable sur C(R,,R™),
on a finalement

fellwl) = o dm pgo(tE”k%FAw)éw)( (1) = w (#))
=0

Pny—

™ Z )tﬁ““)( §+1) t(nk))

Maintenant qu’on s’est ramené a une convergence W-presque stire, on peut, comme précé-
demment, remplacer w par B (puisque sa loi sous P est W) :

b= WA= e o (1 o) (o (120 — w0 (49)
=0
Prg—

n Z nk) fo(Jw ]t("’“))) (tgikl) — tl(nk))

Py, —1

= P| fu([Bl)) =2+ k1—1>rfoo Z o (tz(nk)’fw([B]tl(nm)) (B <tl(ikl)> B (tfnk)»

=0
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Mais, en utilisant encore 6) dans la Proposition 6.20, on a

Py —1

/0 to(s,fde]s))st = P- lim_ > a(t§”k>, fx<[B]t5nk>)) <B (zg_’”;f;)) —B(tf."k))) (en proba)
/Ota<s,fx<[B1s>>ds = nggloopn_la&ﬁ”’,fmq Blyw)) (5 — 1) Pps
1=0

c’est & dire finalement (par unicité de la limite en probabilité) : P-ps

t t
F.(B): = f.([B]:) =« —i—/ o(s, F,(B)s) dBs +/ a(s, Fy(B)s)ds.
0 0
On obtient donc que F,(B) est la solution recherchée de 'EDS E,(a, o).

Pour finir, on établit la deuxieme partie de (3). On fixe & nouveau l'espace de probabilité
filtré (Q,F, (Fi)i>0.P) et le (F;)-mouvement brownien B. Soit Z une variable aléatoire
Fo-mesurable. En remplagant formellement, dans 'EDS vérifiée par F,(B), = par Z, on
obtient que Fz(B) est solution de E(a, o) avec valeur initiale Z. On justifie maintenant ce
remplacement formel.

D’abord comme (z,w) — F,(B); est continue par rapport a z et Fi-mesurable par rapport
a w, on a facilement que cette application est mesurable pour la tribu B(R) ® F;. Comme
Z est Fp-mesurable, il s’en déduit par composition que Fz(B); est Fi-mesurable et le
processus Fz(B) est donc continu et adapté.

On a vu précédemment que

pnk_l
Fi(B) = o+P lim 3 o (4™ F(B)w) (B(81) - B (4))
=0

k——+o00

pnk

+ Z (1) Fo(B) o) (1125 = 1)

De plus, comme Z est Fp-mesurable, on a Z 1L B. On peut donc remplacer précédemment
x par Z et, en utilisant encore 6) dans la Proposition 6.20, avoir (avec Z I B encore)

Fz(B), = Z+/O o(s, Fz(w)s) dBs +/O a(s, Fz(B)s)ds

ce qui établit que Fz(B) est solution de E(a, o) avec valeur initiale Z. O
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Pour chaque x € R?, on note P, la loi sur (R, R?) des solutions de F,(a, o) (unicité
faible). D’apres le Théoreme 9.13, on a P, = WF!. L’assertion (2) dans le Théoreéme 9.13
montre que x — P, est continue pour la topologie de la convergence étroite : soit x,, — =,
pour f € Cy(C(R4,R?))

B 1) = [ faP.. = [ $(Fs, @) dWw) "5 [ fEw) W) = [ £ =B
(9.29)
ou on utilise lim,, o Fy, (w) = F,(w) due au 2) du Théoreme 9.13 et la convergence domi-

née puisque f € Cj (C (R, Rd)). Par un argument de classe monotone, on peut généraliser
cette propriété ci-dessus :

Proposition 9.15 Pour toute fonction ® borélienne de C(R,,RY) dans R, lapplication
1 € RY— E,[D] est elle aussi mesurable.

Pour prouver la Proposition 9.15, on utilise les notions suivantes :

Définition 9.16 Soit 2 un ensemble.

1. Une collection H de fonctions a valeurs réelles sur €2 est appelée un espace vectoriel
monotone s;

(a) H est un espace vectoriel ;
(b) toute f € H est bornée;
(c) les fonctions constantes sont dans H ;
(d) si (fn)n>1 CH et fo, T f pour une fonction f bornée alors f € H.
2. Une collection M de fonctions réelles sur €2 est une classe multiplicative si f,g € M
implique fg € M.

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 9.17 (Classes monotones version fonctionnelle) Soit 2 un ensemble. Si M est
une classe multiplicative telle que o(M) = F alors tout espace vectoriel monotone conte-

nant M contient L>°(F).

Démonstration : Voir [JCB-probal.
Démonstration :[Prop. 9.15] On applique le Théoreme 9.17 avec

Q=CR,RY, F=B(CRLRY).

On considere
A={®:Q — R" bornée : x — E,[P] est mesurable}.

Comme A est clairement un espace vectoriel contenant les fonctions constantes, comme
® € A est bornée (par définition de A) et comme lorsque ®,, € A 1T ® bornée alors
(par convergence monotone) E,[®] = lim,,_, 1 o E,[®,] est mesurable en tant que limite de
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fonctions mesurables, alors A est espace vectoriel monotone. Puis M = C, (C’ (R, Rd)) est
une classe multiplicative puisque le produit de deux fonctions continues bornées le reste.

Comme par le Théoreme 9.13, on a vu en (9.29) que M C A, et comme o(M) = F, le
théoreme de classes monotones version fonctionnelle (Théoreme 9.17) assure alors que

L*(B(C(R+,RY)) C A,
c’est a dire @ borélienne bornée est dans A.

Si @ est borélienne positive non bornée, on a ® = lim, , P, ot ®, = Plig<, €
A. Comme E,[®,] est mesurable par le cas précédent, la limite obtenue par convergence
monotone E,[®] = lim,,_, o, E,[®,] est encore mesurable et on a donc ® € A.

Si @ est de signe quelconque, on écrit ® = & — P~ et on conclut de fagon standard puisque
par le cas précédent E,[®F] est mesurable et donc E[®] = E,[®+] — E,[®~] l'est aussi. [

Propriété de flot

On suppose toujours valides les hypotheses lipschitziennes.
On consideére maintenant le cas général de 'EDS E(a, o) qui part de z a la date r, ie. avec
X, = z et on note la solution X;”* pour ¢t > r. D’apres le Théoreme 9.13, on peut écrire

X" = F(r,x,t, [B. — BT]t)

ou (B. — B,)ssr = Bsyr — B, est la valeur en s du mouvement brownien translaté en temps
de r (c’est bien un mouvement brownien d’apres la propriété de Markov faible).

Théoréme 9.18 (Propriété de flot) Sous les hypothéses lipschitziennes, la solution de ’EDS
E(a,0) avec X, = x vérifie la propriété de flot : pour ty > 0,

F(T, Z, t() + t, [B — Br]to-i-t) = F(t(), )(T’z tQ + t, [B — Bto]to—i-t)

to

e X[h, = X\ (9.30)
Cette propriété s’étend pour des temps aléatoires : soit T un temps d’arrét borné
F(r, x,T+1,[B — BT]TH) = F(T, X7 T+t B — BT]TH)
ie. X3t = XpI (9.31)

Démonstration : La propriété de flot (9.30) vient de 'unicité forte de la solution de 'EDS
E(a, o) sous les hypotheses lipschitziennes (Théoreme 9.8). En effet, le processus

t F(to, X" to + t,[B. — Bylig+t)
est une solution issue de X;* a I'instant ¢ = 0. Il en est de méme du processus

t— F(r,x,to+t,[B. — Bligtt)
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puisque a la date t = 0, il est en F'(r,z,to,[B. — B,];,) = X;;". Les deux processus sont
adaptés par rapport a la filtration G, = 0 (B4 — Bi,) Vo(Bs — B i1 <r <tg), t >0, et
X;* est bien mesurable par rapport a Gy = o0(B; — B, : 7 < r < tg). Par unicité forte dans
le 3) du Théoreme 9.13, ces deux processus continus en ¢ sont égaux.

Pour un temps d’arret T', on procede de méme en notant que, par la propriété de Markov
forte, (Bri+ — Br)i>0 est un mouvement brownien, cf. Théoréme 3.40. O

9.6 Markov fort pour EDS homogene

Dans cette section, on suppose toujours satisfaites les hypotheses lipschitziennes de la
Section 9.3. Pour avoir des propriétés markoviennes homogenes, on suppose de plus que
I’EDS est homogene, c’est a dire que les coefficients de ’'EDS ne dépendent pas du temps :

a(t,z) =a(z), o(t,x)=o(x).

Théoréme 9.19 (Markov fort pour EDS homogeéne) On considére une EDS E(a, o) satis-
faisant les conditions lipschitziennes. Soit X une solution de E(a, o) sur un espace de proba-
bilité filtré (Q, F, (F)e>o0, IP’) et soit T un temps d’arrét fini ps. Alors pour ® : C(R,, R?) —
R, borélienne, on a

E[®(Xpy it > 0) | Fr| = Ex, [®]

c’est a dire pour toute variable aléatoire Z positive Fp-mesurable
E[Z®(Xrsi:t > 0)] = E[ZEx, [P]]
1€. /C((XT—&-t)tZD |.FT> = E((Xt)tzo ‘XT) .

Remarque 9.20 Ce résultat signifie que la solution X de I'EDS vérifie la propriété de
Markov forte par rapport a la filtration (F;)i>o @ pour tout temps d’arrét fini 7', la loi
conditionnelle du « futur » (Xp4; : t > 0) connaissant le « passé » Fr est la loi de X
partant de X7, qui ne dépend que du présent a I'instant T'. Dans le cas particulier o = Id
et a = 0, on retrouve la propriété de Markov forte pour le mouvement brownien. C’est du
reste sur celle-ci qu’on s’appuie pour la preuve.

Démonstration : Pour simplifier la présentation de la preuve, on suppose encore que m = 1,
d = 1. Notons BgT) = Br.; — Br. 1l s’agit d’'un mouvement brownien indépendant de Fr
(propriété de Markov forte pour le mouvement brownien B, cf. Théoreme 3.40). On pose
aussi X{ = X4 et on remarque que le processus X' est adapté par rapport a la filtration
(F})e>0 donnée par F; = Fry. et qu'elle satisfait les conditions habituelles. De plus, d’apres
E(a, o) satisfaite par X, on a

T+t T+t
X, = Xru= Xo—l—/ a(XS)ds—l—/ o(Xs)dBs
0 0
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T T T+t T+t
= Xo—i-/ a(Xs)ds+/ o(Xs) dBS+/ a(Xs)ds+/ o(Xs) dBs
0 0

T T
T+t T+t
~ Xp4 / a(X.) ds + / o(X,) dB,. (9.32)
T T

Par le changement de variable x = T" + u, on a de suite

/ o a(X,)ds = /0 t a(X") du (9.33)

T
(comme il s’agit d’une intégrale de Riemann définie w par w, on peut faire le changement
de variable sans probléme w par w, la valeur T' = T'(w) étant alors figée).

On fait aussi un changement de variable dans l'intégrale stochastique a ’aide du lemme
suivant :

Lemme 9.21 Si h est un processus continu adapté, on a

T+t ¢
/ h(s,w)dBs = / WT + u,w) dBD).
T 0

On déduit alors du Lemme 9.21 que

T+t t t
/ o(X,)dB, = / 0(X74y) dBT = / o(X!)dBD). (9.34)
0 0

T
On a donc en injectant (9.33), (9.34) dans (9.32) :

t t
Xy = Xr+ / a(X]) du + / o(X!)dB™).
0 0

De plus, on remarque que X' est adapté par rapport a la filtration (F/)so, que BT) est
un (F)-mouvement brownien et que Xp est mesurable par rapport a Fj = Fp. D’apres
(3) dans le Théoreme 9.13, on doit avoir ps X’ = Fx, (B™). Le résultat du théoreme suit
alors facilement : comme Xp est Fp-mesurable et B) est indépendant de Fr (propriété
de Markov forte pour B), on a

E[®(X;:t>0)|Fr] = E[®(Fx,(BD))I|Fr]
= / D (Fy,(w)) W(dw) = Ex, [®(X; : t > 0)],
C(R4,R)
puisque F,(w) est solution sur 'espace de Wiener de E,(a, o). O
Démonstration :[Lemme 9.21] En utilisant les arguments usuels d’approximation, il suffit

de faire la preuve pour h combinaison linéaire finie de processus de la forme h(s,w) =
@©(w)1y,1(s) ol ¢ est F-mesurable :

T+t T+t
/ h($>w) st = / Qp(w)l]r,r’}(s) st = QO((U) / ]-[T,Tth](s)]-]r,r’}(S) st

T T
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(r' AN(T+E))V(rvT)

= So(w)/1}7"VT7(7"’/\(T+t))\/(7‘VT)](5) st = SO(W)/ Bs

VT

car

[a,b]N]e,d] =]aV e, (bAd)V (aV c)l (9.35)

(2 noter qu’on prend comme borne supérieure (bAd) V (aV ¢) pour avoir un intervalle vide
lorsque [a, b]N]c, d] = 0). On a donc

/ : h(s,w)dBs = o(w)(B((' AT+ )V (rvT))—B(rvT)).

T

Puis comme T'<rVT < (" AN(T'+t))V(rvT), ona

B((W AT+ t)V (rvT))—B(rvT)
= (B(" A(T+t)V (rvT)) - Br)— (B(rvT)- Br)
= BO( —T)AtV ((r —T) v 0) — BO((r —T) v 0)

et
/T+t h(s,w)dB, = @w)BO((' —=T)AtV ((r—T)Vv0)—BD((r-T)v 0))

(r'=T)AtV((r—T)V0) (r'=T)AtV((r—T)V0)
= ¢@0/‘ dBf*=/m p(w)dB"
(r=T)vO0 (r=T)vO0

= / 0(W)Lp.ger—7.0—7)(u) dB,

en utilisant (9.35), et donc

T+t
/ h(s,w)dBs =

T

t t
)Ly (1) BT = / ()L (T + ) dBD
0

t

WT + u,w) dBD

m .

S— S—



Chapitre 10

Mouvement brownien et EDP

Des liens importants existent entre probabilités et équations aux dérivées partielles
(EDP) via les processus stochastiques. Ceux-ci sont souvent reliés a des opérateurs diffé-
rentiels linéaires, ce qui permet d’exprimer les solutions de certaines EDP en termes de
processus stochastiques. L’opérateur le plus simple est le laplacien A et il est directement
relié au mouvement brownien. On étudie dans ce chapitre les connexions entre mouve-
ment brownien et équations liées au laplacien : équation de Laplace, probleme de Dirichlet,
équation de la chaleur, formule de Feynman-Kac.

Notations. Pour f : R, x RY — R suffisamment réguliere, on note

_ 9f
atf(twr) - E(tv‘r)a
0
O, f(t,x) = a—a‘i(t,xl,...,xd),
92 f
2 _
a:ti,:l?j f(t7 x) - axlax‘y (t7 'x17 e 7xd)7

Viltz) = <8mlf(t,x), . ,&Edf(t?x)) (le gradient de f)

d
Af(t,x) = Y 02, f(t,z) (lelaplacien de f).
=1

On a facilement V - V = A. Si nécessaire, on précise la variable de dérivation en notant

Vs ou A,.

10.1 Fonctions harmoniques

On a vu au Chapitre 7 avec (7.9) que le laplacien est naturellement relié au mouvement,
brownien standard B dans RY. En effet, on rappelle que par la formule d’It6 on montre
que si ® : R? — R est C? alors

O(B,) = ®(By) + /t V&(B,) - dB, + % /t AD(B,)ds, (10.1)

77
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ou

d
VO(B,)-dB, =Y 9, ®(B,)dBY

Ainsi, si A® = 0, alors ®(B) est une martingale locale.

Définition 10.1 (Fonction harmonique) Soit D C RY un domaine (ouvert, connexe). Une
fonction u : D — R est dite harmonique si u est de classe C? sur D et satisfait [’équation
de Laplace Au =0 dans D.

Exemple 10.2 En dimension 2 : In(z7 4+ z3) et € sinz, sont harmoniques sur R?.
En effet, on a
21‘1
2 drf  2a3 — 23

3+a3 (23 +ad)? (2 +ad)?

O, ( In(x? + x%))

9 . (In(2f+23)) =

T1,T1
et on a donc

A(In(z] +23)) = 02, (In(z] +23)) + 02, ,, (In(a7 + 23))

202 — 222 222 — 222
o i,
(w1 + 23) (x1 + 352)

Puis
2 X1 2 N 4 2 T1 o3 _ T1 o3
Oy, 2, (€7 sinz,) = €™ sinzy et Oy 2, (€7 sinTy) = —€" sinay

donne

A(e“l sinzy) = 07 ( i sm:z:g) +0?

Ty
1,21 z2, xz(e Sme)

= e"sinxy — e tsinay = 0.

En dimension d > 3 : 1/||z||*7? Vest sur D = R\ {0}.
En effet, on a

8QC(HI'HQ_d) = ( zd:gj (2= d/2> _ (2_d)$i<zd:x2>d/2
| =1 =
d d
631 x( ‘xHQ*d) _ Zx —-d/2 2 B d)ﬁ(fo) —(d+2)/2
=1 -

[y

= 2= dalI™ — d(2 — d)? ]| 7",

et on a donc

A(ll=[*7) = Z e (121779

= A2 -z~ d2 - a)( D @) 2] =0,

i=1
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La propriété suivante joue un role essentiel pour relier les solutions d’EDP a des espérances
de processus arrétés en des temps de sortie de domaine. Dans la suite, pour G ouvert, on
note pour B mouvement brownien :

7¢ = inf(t>0: B, € G) le temps d’entrée dans G°,
oc = inf(t >0: By € G) le temps de sortie de G.

On note que le temps de sortie de G est plus grand que le temps d’entrée dans G¢ : o5 > 74.
Par exemple si G est ouvert et B part de G, on a 7¢ = 0 mais og > 0 si B commence
par entrer dans G.

Proposition 10.3 Soit G un ouvert borné avec G C D et B un mouvement brownien issu
dea e G. Siu:D — R est harmonique alors

M; = u(Bipr,) — u(a), t>0,
est une (vraie) martingale centrée.

Démonstration : La fonction u n’est définie que sur D. Pour appliquer la formule d’Ito,
on commence par la prolonger sur R en ® € C%(R?) (qui coincide avec u sur G, mais pas
nécessairement sur D). Par exemple, on peut obtenir un tel prolongement par convolution

avec :
o (1g,, * p) x u dans D
- 0 dans D¢

ou Gy est le (20)-voisinage de G avec 46 = dist(G, D) > 0 et ou p est une fonction
d’intégrale 1, C* et & support dans B(0,d). La formule d’It6 (10.1) pour ® € C?(R?)
s’écrit
tATG tATG
(Byrr) = O(a) +/ Vo(B,) - dB, + 5/ AD(B,)ds
Ot/\TG ‘
w(Bipre) = ula) —i—/ V& (B;y) - dBs
0

car 5 = ujg et comme u est harmonique sur G, on a A®(B;) = 0 pour s € [0, A 7).

Puis, comme V® est borné sur G, on a
E K / Loy (5)VO(B,) - B, / Lorei (5)VO(B,) - st> 1
0 0 t
t t
= E {/ 1[0,TG](S)||V(I)(BS)||2dS] =E [/ HVCD(BMTG)HZdS} < 400
0 0

et le Théoreme 5.36 assure que la martingale locale ( fot 10,7, (8) VO (Bs) - dBS) est une
>0

(vraie) martingale L?. Finalement,

t
M, = w(Bunny) — ua) = / Lo (5)VO(B,) - dB,
0
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est une martingale L? et centrée car nulle en t = 0. Il

Définition 10.4 (Formule de la moyenne) Une fonction réelle u est dite satisfaire la for-
mule de la moyenne sur D si pour toute boule ouverte B(a,r) telle que B(a,r) C D,
on a

wa)= [ uly) durliy (102)
OB(a,r)
0l Ag, est la probabilité uniforme sur la sphére 0B(a,r).

Cette propriété signifie que la valeur de u en tout point a s’obtient comme moyenne de u
sur n’importe quelle sphere centrée en a, d’adhérence dans D.

Notons que le volume de la boule B(a,r) est

ordyd/2
Vol(B(a,r)) =
B =g

= ‘/;“7

et son aire de surface est

9pd—1 d/2 d
S, = 0, Vol (B(a,r)) = % =~V

2

Ainsi, on déduit 'expression suivante pour les intégrales sur les boules :

w5 Aap(dy)dp. |
/B(a,T) f(:lj‘) Xz \/0 p/@B(a,p) f(y) ,p( y) P (10 3)

Proposition 10.5 Soit u : D — R. Alors u est harmonique sur D si et seulement si u
vérifie la formule de la moyenne (10.2).

Démonstration : On applique la Proposition 10.3 avec G = B(a,r) :
Eo[u(Binr)] — u(a) = Eo[M;] = 0,

par la propriété de martingale. Comme G est borné, 74 < 400 ps, et en faisant ¢ — 400,
on déduit par convergence dominée (puisque u est bornée sur B(a,r)) :

u(a) = E,[u(B;,,)]- (10.4)

On observe que le mouvement brownien standard issu de a est isotrope : aucune direction
n’est privilégiée par le processus, ie. la loi de B est invariante par les rotations de centre
a. En effet si R, est une rotation centée en a alors R,(B) ~ B. Par conséquent, la loi du
point de sortie B , de B de la boule B(a,r) est invariante aussi par les rotations de
centre a : R,(B ~ B - Comme la probabilité uniforme A, , est la seule loi sur

ToB(a,r

TBB(a,r)) TdB(a,r
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la spheére 0B(a,r) invariante par rotation (de centre a), il s’agit nécessairement de la loi
de B, : P,(B € -) = Mg On rééerit alors (10.4) comme suit

ToB(a,r)

u(a) = Eofu(B,,)] = /a o 1 N (10.5)

On suppose maintenant que v vérifie la formule de la moyenne (10.2). On commence
par montrer que u est de classe C*. Pour € > 0, soit g. : R? — R, la fonction C*° donnée
par

g(x) = =P (W) si [lzfl < e
0 st 2]l >

ou la constante c. est choisie de facon que

c 1
g (x dx:ca/ S, exp (—) dp = 1. 10.6
L5 [ spe (= (10.6)

Soit € > 0 et a € D tels que B(a,e) C D, on pose u. = u * p.. Il est clair que u. est
C® sur le domaine D ou elle est définie. De plus pour tout a € D, il existe € > 0 tel que
B(a,e) C D, on déduit alors, a I'aide du théoreme de Fubini, de la formule de la moyenne
et de la normalisation (10.6) :

wia) = [ <>gg<x—a>dx—/06 ula + 2)ge() da

_ / /BBP (a+y) exp(p2 2) Doy (dy)dp
[l ()
o [ suoren (p )

= u(a)

en utilisant 1’écriture (10.3) des intégrales. Comme u = u. sur D avec u. = u * g. € C™,
on a aussi u de classe C* sur D.

Pour voir que Au = 0 sur D, on choisit a € D et on écrit la formule de Taylor en a :

u(a+y) = u(a +Zyz(‘9xzu Zyzyg > wu(a) +o(llyll*), yeB(0,), (10.7)

4,j=1

ou £ > 0 est assez petit pour que B(a,e) C D ou u est C*°. Comme par symétrie, on a

/ vi Ao (dy) =0, / yits Do (dy) = 0, i # j.
dB(0,¢) 0B(0,¢)
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en intégrant la formule de Taylor (10.7) sur 9B(0,¢), et en utilisant la formule de la
moyenne, on obtient

d
1
u(a) = / u(a+y) Moe(dy) = u(a) + 2 Z @%Miu(a) / y? Noe(dy) + o(e?).
8B(0,¢) P oB(

0,¢)

Mais comme

d
1
2 2
W2 hocldy) = L / u2 Doc(dy)
/ " d; o50e)

1/ 5 g?
= 7 Yy )\,6 dy =
3]l ) = 5

on a
2

%Au(a) +0(e?) = 0.

D’ou il vient Au(a) = 0 pour a € D en faisant ¢ — 0. O

Proposition 10.6 (Principe du maximum) Soit u une fonction harmonique sur D. Alors

(1) Siw atteint son mazimum en un point intérieur a D et si l'ouvert D est conneze alors
u est constante sur D.

(2) Sur tout compact F C D, u atteint son mazimum sur le bord OF de F.

Démonstration : Pour 1), on pose M = sup(u(z) : € D). Sia € D, d’apres la formule de la
moyenne (satisfaite par u harmonique), u(a) est moyenne des valeurs {u(z) : © € dB(a,r)}
pour tout r assez petit. Ainsi si u(a) = M, nécessairement u est constante égale a M sur
toute sphere dB(a, ). Comme ceci est valable pour tout r assez petit, cela exige que u soit
constante sur un voisinage de a.

L’ensemble A = {z € D : u(x) = M} est donc ouvert mais il est aussi fermé par continuité
de u. De plus, comme par hypothese A # () et D est connexe, on a A = D.

Pour montrer 2), on considere a € F°, intérieur de F' compact, et on note G la composante
connexe de F° qui contient a. D’apres la formule de la moyenne, on a u(a) < max(u(x) :
x € 0G). Comme 0G C 0F° C OF, on a donc aussi que u(a) < max(u(x) : x € 0F). O

10.2 Probleme de Dirichlet

Le probleme de Dirichlet consiste a résoudre I’équation de Laplace sur un ouvert D
avec des conditions aux bords imposées (sur 9D). Etant donné un ouvert D C R? et
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f : 9D — R une fonction continue, le probléeme de Dirichlet (D, f) consiste & trouver une
fonction u : D — R continue sur D et C? sur D telle que

{ Au = 0 sur D (10.8)

Upp = g

Il s’agit d’un probléme bien connu qu’on peut résoudre explicitement de facon analytique en
utilisant la transformation de Fourier sur des domaines pertinents. L’approche probabiliste
permet d’avoir acces rapidement a une expression de la solution pour des domaines D
de géométrie (relativement) arbitraire. De plus, elle ouvre la porte a des techniques de
simulations de ces solutions d’EDP (méthode de Monte-Carlo). Cependant pour simplifier,
nous supposons que le domaine (ouvert, connexe) D est borné.

Théoréme 10.7 (Dirichlet 1) On considére le probléme de Dirichlet (10.8). Soit
u(z) = E.[f(B,,)], z€D. (10.9)

(1) SiE.[|f(B:,)|] < 400, Yx € D, alors u donnée par (10.9) vérifie (10.8).

(2) Si f est bornée et
P.(tp < +00) =1, Vae€ D,

alors toute solution bornée du probléme de Dirichlet (D, f) s’écrit (10.9).

Remarque 10.8 (Domaine borné) Lorsque le domaine D est borné, alors :

— la condition dans 1) ci-dessus est satisfaite car B, reste dans 9D (borné) sur lequel
f continue est finie;

— dans 2), on a f bornée comme ci-dessus et 7p < 400 : on se ramene facilement au cas
ou D est un rectangle et on utilise les temps de sortie des marginales de B qui sont
des mouvements browniens unidimensionnels dont les temps de sorties d’intervalles
sont bien connus ; de plus une solution u est nécessairement borné puisque continue
sur D borné.

D’apres le Théoreme 10.7, pour résoudre le probleme de Dirichlet (10.8), il reste seulement
a voir la continuité sur 9D de u donnée par (10.9), c’est a dire
limE,[f(B.,)] = f(a), a€dD. (10.10)

zeD
r—a

Ceci est lié a la notion de régularité du bord, cf. ci-dessous.

Démonstration : On montre d’abord 2) puis 1).

2) On suppose d’abord qu'il existe u vérifiant le probleme de Dirichlet (10.8). Soit x € D
et D° = {y € D : dist(y, D°) > €} le e-intérieur de D. Pour ¢ assez petit, z € D°. On
applique alors la Proposition 10.3 et en prenant I'espérance de la martingale obtenue, on a

w(z) = By [u(Binrye )]
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Par hypothese, on a 7pe < 400 P,-ps (D% C D). On utilise le théoreme de convergence
dominée (u bornée par hypotheése) pour faire successivement ¢ — 400 et € — 0 par
continuité de B et de u : d’abord comme 7ps < 400 ps

u(z) = lim E, [u(BtATDi)} =E, [u(BTDi)].

t——+o0

Puis comme D = J_._, D%, on a 7p: " 7p lorsque ¢ — 0 donc & nouveau par convergence

dominée :

e>0

u(@) = im E; [u(B,. )| = Euo[u(Br,)] = Eu[f(Bry)]

e—0

ou la derniere égalité vient de la condition au bord du probleme de Dirichlet (10.8) avec
B., € 0D. Finalement, si x € 9D alors 7p = 0 et on a u(z) = f(x). Si elle existe, la
solution bornée de (10.8) est donc unique et nécessairement donnée par (10.9).

1) On considére maintenant u donnée par (10.9). Comme pour 2), il est immédiat que
u(z) = f(z) si « € dD. Pour montrer que u est harmonique dans D, on montre que u
vérifie la formule de la moyenne, ce qui est équivalent par la Proposition 10.5.

Soit B(a,r) C D. Quand B part de a € B(a,r) C D, comme Tg(,) < 7p, on a F.

TB(a,r)

C

F, et par conditionnement on a
u(a) = Eolf(Brp)] = Ea [Ealf (Brp) [ Fro.,]]-
Mais
Ea I:f(BTD>"FTB(a,r)] = ]Ea [f( - 7-B(a,r) _|— BTB(G r))“FTB(a,T):I
(T ar)
= Ea[f( TDB(TB)((L r) + BTB(a 7‘))’ TB(a, 7‘)]
(T a,r )
- Ea[f(B Bl + BTB(a 7")>| TB(a, 7">]
= u(BTB(a,'r))

car par la propriété de Markov forte, B(TB(“ ”) = Biyrg,,, — B t > 0, est un mouve-

TB(a,r)’
. . . ’ T a,r
ment brownien issu de 0, indépendant de F, , = et donc sachant 7, Bt( Jﬁ; (’G)T)) +Bryan

est un mouvement brownien partant de BTB(W) € 0B(a,r) pour lequel 7p = Tp — T,
reste le temps de sortie de D (il s’agit de 7p, reinitialisé a la date TB(ar))-

Finalement avec (10.5) qui utilise la loi de la sortie brownienne By, , , de la sphere, on a

u(a) = Bofu(Boy.)] = / o 1) N

ce qui établit la formule de la moyenne donc I’harmonicité par la Proposition 10.5, c’est a
dire I’équation de Laplace sur D. U
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Régularité du bord

Pour avoir une solution au probleme de Dirichlet (10.8) & partir de (10.9), il reste a voir
la continuité (10.10) sur dD. Pour cela, on utilise la notion de régularité du bord telle que
décrite dans [KS, p. 245].

Définition 10.9 (Régularité) On rappelle que op = inf(t > 0 : By & D) est le temps de
sortie de D d’un mouvement brownien B.

(1) Un point x € D est régulier pour D si P,(op =0) = 1.

(2) Le domaine D est régulier si tous ses points frontiéres le sont :
P.(op=0)=1 VaeaD. (10.11)

En d’autres termes, la régularité demande que le mouvement brownien partant de 0D sorte
immédiatement de D.

Remarque 10.10  — Un point x est dit irrégulier si P,(cp = 0) < 1. Comme {op =
0} € F&, laloi du zéro/un de Blumenthal assure que, pour ces points, P,(op =
0) = 0.

— La condition de régularité est locale : x € 9D est régulier pour D si et seulement si
x 'est pour B(x,r) N D pour r > 0.

Exemple 10.11 (Régularité) = — Un domaine D C R? de bord une courbe simple C*
est régulier. De méme, un domaine D C R? de bord une variété différentiable de
classe C'! est régulier.

— En dimension 1, tout point de 0D est régulier. En effet, par exemple pour 0, le
mouvement brownien réel issu de 0 visite R} et R* en des temps arbitrairement
proches de 0, ce qui garantit op = 0. Ainsi, on verra avec le Théoreme 10.13 que
le probleme de Dirichlet en dimension 1 est résoluble avec une solution linéaire par
morceaux donnée par (10.9).

— En dimension d > 2, un ouvert privé d'un point intérieur (par exemple R?\ {0})
n’est pas régulier.

— Pourd >2, D ={reR:0< |z|| <1}. Pour z € D, le mouvement brownien
partant de z quitte D par S; = {x € R?: ||z|| = 1}, pas par l'origine. Ainsi u donnée
par (10.9) est déterminée seulement par les valeurs de f sur la frontiere extérieure
Sy et va coincider (& part a l'origine) avec la fonction harmonique

ﬂ(fb) = Ex[f(BTB(o,1))] = Ew[f<BUD)]7 x e B(07 1)'

En posant u(0) = f(0), u est continue en 0 si et seulement si f(0) = u(0).
— Quand d > 3, il est possible d’avoir 0D connecté et avec des points irréguliers.

Proposition 10.12 (Régularité du bord) Soit d > 2 et a € JD. Les assertions suivantes
sont équivalentes.
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(1) La condition (10.10) est remplie pour toute fonction mesurable bornée f : 0D — R,
continue en a.

(2) Le point a est réqulier pour D.

(8) Pour tout e >0, on a
lirg P.(tp >¢) =0.
xe

r—a

Des Théoreme 10.7 et Proposition 10.12, on déduit d’abord immédiatement :

Théoréme 10.13 (Dirichlet 2) Sile domaine D est régulier, alors la fonction u donnée par
(10.9) est l'unique solution du probléme de Dirichlet, ie. u est C? sur D et continue sur D
et (10.8) est satisfait.

Conséquences sur le mouvement brownien

On considere 'anneau D de centre 0 et de rayons intérieur r et extérieur R, 0 < r <
R < 400, ie.

d
D= {:1: eR: < o =Y 2% < R2}
i=1
et f la fonction donnée sur 0D par
_ b sl =,
fle) = { 0 sz = R

Comme le domaine D est borné et régulier (bord lisse, de classe C?), le Théoreme 10.13
assure que la solution du probleme de Dirichlet (D, f) est donnée par (10.9), soit

u(@) = Bu[lqs,, =]
= P,(B sort de D par le cercle intérieur), z € D. (10.12)

Lorsque d = 2, on sait par I'Exemple 10.2 que

— InR—In|z|
Dy i
~ InR—Inr ’

xr e

est harmonique et comme cette fonction satisfait les conditions aux bords considérées, elle
vérifie le probleme de Dirichlet (10.8). Par unicité, elle coincide avec u en (10.12), ce qui
établit en dimension d = 2 :

InR —In|z| —

P, (B sort de D par le cercle intérieur) = WmR_1 , x€D. (10.13)
nR—1Inr

Lorsque d > 3, on sait par 'Exemple 10.2 que

—d+2 _ p-d+2
reD— [kl

r—d+2 _ R—d+2
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est harmonique et comme cette fonction satisfait les conditions aux bords considérées, elle
vérifie le probleme de Dirichlet (10.8). Par unicité, elle coincide avec u en (10.12), ce qui
établit en dimension d > 3 :

_ ||x||—d+2 _ Rfd+2

P, (B sort de D par le cercle intérieur) = i pam 0 Y€ D. (10.14)
7" —

Quand R — 400, comme le temps d’atteinte de la sphere extérieure S(0, R) = 0B(0, R)
tend presque surement vers +oo avec R, on a par convergence monotone :

lim P, (B sort de D par le cercle intérieur)
R—+o0

= P, (B atteint la boule B(0,7) en temps fini).

Dans (10.13), on constate que

’ InR—In||z| .
im ————— =
R—+co InR—1Inr ’
alors que dans (10.14), on constate que

HxH—d-i-Q _ R—d+2 3
—d+2 __ R,d+2 - (T/H'CEH)d 2'

On a donc

1 sid=2

P, (B atteint la boule B(0,7) en temps fini) = { (/)2 sid>3

Cela met en évidence deux types de comportements différents du mouvement brownien
(standard) en dimension d selon que d =2 ou d > 3.

En fait, en tant que processus de Markov, en dimension d = 2, le mouvement brownien est
récurrent : avec probabilité 1, il finit par atteindre la boule B(0,r) pour tout rayon r > 0 et
pour tout point de départ (par invariance par translation) et aussi pour tout rayon positif
(par scaling brownien). Au contraire en dimension d > 3, le mouvement brownien a une
probabilité strictement positive de ne jamais atteindre la boule B(0,r) : il est transitoire.
Il y a en quelque sorte trop de place en dimension d > 3 pour que la « marche au hasard
brownienne » soit stire de repasser pres de 'origine.

10.3 Equation de la chaleur

Les lois de la thermodynamique expliquent que la solution v du probleme de Dirichlet
(D, f) en (10.8) est le champ de température a I’équilibre a 'intérieur D d’un récipient dont
les parois 0D sont maintenues a température f (cette interprétation suppose que f > 0) .
On s’intéresse maintenant aux équations de Laplace avec évolution dans le temps : par
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exemple, pour poursuivre la méme interprétation thermodynamique, on considere une
plaque infiniment mince isolée homogene et infinie. La température u(t; y, z) au point (y, 2)
a l'instant ¢ se détermine en fonction de la température initiale f comme la solution de
I'EDP

o o 2
Opu = D) (ay,yu - az,zu)

partant de u(0,-) = f(-). Le coefficient ¢ > 0 ne dépend pas de (y, z) et caractérise la
conductance thermique de la plaque.

En dimension d quelconque, on appelle équation de la chaleur, le probleme de Cauchy :
u:Ry x RT— u(t,z) €R
ou = %Au
10.1

Nous allons relier cette EDP a des objets probabilistes. On considere d’abord la loi de B,
sachant F, pour t > s : par indépendance et stationnarité des accroissements brownien, en
écrivant B, = B; — B + Bs, on constate qu’il s’agit de la loi gaussienne (conditionnelle)
Na(Bs, (t — s)I) de densité au point y, en notant By = x, donnée par

p(t —s;2,y) = g—s(y — ).

ou on note
() = —— exp (
gi(x) = exp | —
\/27rtd

]2

2t

) densité de N(0,t).

Ainsi, p(t; x,-) est la densité de N (z,t). On voit sans difficulté que p = p(t; x,y) vérifie

d |y —=|?
-1
op=——+ ——— 10.16
R TR T (10.16)
et que
_ 1 (g — @)
192 i i
9 — T T
p xiﬂfip t + t2
pour 1 <17 < d, soit en sommant
d d
- - 1 (yi— @)’
1 192 ) i
A = S p=3 (- o n
p p - D Oy, xP - ; + Iz
d  |ly—a|?
= —— = 10.17
t * 12 ( )

En comparant (10.16) et (10.17), on montre que la fonction p est solution de 1'équation
progressive (dite forward) (ie. en la variable y de la position future)

1 .
Oip = 5Ayp, ygép(y) dy = 0, (10.18)
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ou ¢, est la mesure de Dirac en 0 et aussi par symétrie solution de I’équation rétrograde
(dite backward) (ie. en la variable = de la position passée)

1 .
Op = =Aup, ll\{‘rép(x) dx = 0,. (10.19)

2

Ces relations justifient que p est la solution fondamentale de 1’équation de la chaleur. (De
ce fait, on appelle p le noyau de la chaleur.)

Proposition 10.14 On suppose que la condition initiale f vérifie [q, ]f(x)]e_d“‘z dr < +00
pour une constante ¢ > 0. Alors la fonction

u(t, z) = B [f(By)]
est solution de l’équation de la chaleur (10.15) sur [0,1/(2¢)[xR4.

Démonstration : D’ abord u(0, x) = E [f(Bo)] = f(z) puisque By = x sous P,. Ensuite,
par définition, on a wu(t, x) fIRd p(t; z,y) dy. La propriété d’intégrabilité de f permet
de dériver sous le signe intégrale pour t € 10,1/(2¢)[ et d’avoir

du(t,z) = /f(y)atp(t;x,y)dy,

P ult,x) = /f 2 .ot x,y)dy,  Au(t, ) /f Agp(t;z,y) dy.

En utilisant (10.19), on a donc :

Owu(t, x) = /f )Oip(t; z,y dy—/f Agp(t;x y)dyzéAU(t,m),

c’est a dire : u est solution de (10.15) sur cet intervalle de temps avec la bonne condition
initiale. .

10.4 Formule de Feynman-Kac

On considere ’'EDP parabolique linéaire

{ du = 2Au—ku, (t,z)eR: xR
u(0,-) = f.

Le terme supplémentaire k(z) réprésente le taux de dissipation de la chaleur en = dans le
cas ou k > 0. Dans le cas ou k n’est pas positive, on interprétera plutot cette équation
(avec f > 0) comme décrivant la densité u(t,z) au temps ¢ et au point x de particules
diffusant dans I’espace qui se multiplient dans les sites tels que k(z) < 0 (& un taux —k)
et qui sont tuées dans les sites tels que k(z) > 0 (a un taux k). Puisque cette équation se
réduit si k£ = 0 a I’équation de la chaleur, le résultat suivant n’est pas surprenant compte
tenu de la Proposition 10.14 :

(10.20)
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Théoréme 10.15 (Feynman-Kac) On suppose que f : R? — R et k : R? — R sont boré-
liennes avec f a croissance sous-exponentielle et k bornée. Alors toute solution u(t,z) de
I’EDP parabolique linéaire (10.20) de classe CY? dont le gradient est ¢ croissance sous-
exponentielle (uniformément en temps), est donnée par la formule

u(t,z) = E, [ F(B) exp (- /0 t k:(Bs)dsH | (10.21)

En particulier, une telle solution est unique.

On interpretera mieux cette formule au Chapitre 11 avec la notion de générateur associé a
la diffusion B.

Démonstration : D’abord, u(0,z) = E,[f(Boy)] = f(x) puisque By = z sous P,. Ensuite,
on fixe t > 0 et on applique la formule d’'Itd au temps s €]0,¢] a la fonction s — u(t —
s, By)exp (— [} k(By)dr). Comme s — exp ( — [; k(B,)dr) est & variation finie, le terme
de crochet est nul et il vient

d {u(t — s, By)exp ( - / /{:(Br)dr)}
0
= d(u(t — s, B,)) exp ( — / k(Br)dr) + u(t — s, Bs)d(exp < — / k(Br)d'f’>> + 0.
0 0

Puis de nouveau avec la formule d’Ito6 par rapport a la variable s :

1
d(u(t — s,By)) = —0wu(t — s, By)ds + Vu(t — s, B;) dB, + §Au(t — s, By) ds,
et pour ’exponentielle

d<exp < - /OS k:(BT)dr>> = —k(Bs) exp ( — /OS k:(Br)dr> ds.

On a donc

d {u(t — s, B,)exp ( - /0 k(B,Jdr)]

1
- [ — k(B,)u(t — s, B,)ds — du(t — 5, B.)ds + Vu(t — 5, B)dB, + S Au(t — s, B,)ds

X exp ( - /OS k(B,)dr)
— Vu(t—s,B,)dB, exp ( . /Sk(Br)dr)

en utilisant 'EDP (10.20) satisfaite par w. En intégrant entre s = 0 et s = ¢, il vient :

exp (— /O tk(BT)dr) (0, By) — u(t, By) = exp (— /0 tk(BT)dr> F(B) — ult, By)
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— /O t exp (_ /0 S k(BT)dr) Vu(t — s, Bs)dBs.

On passe a 'espérance sous P, en notant que l'intégrale stochastique est une martingale
L? d’apres les hypotheses de croissance sous-exponentielle de u et de la bornitude pour k ;
elle est donc d’espérance nulle. On obtient alors

E, [exp <_ /0 tl{:(Br)dr) F(B) — ult, Bo)} ~0

soit, puisque By = z sous P,,

u(t, z) = E, [exp (_ /0 t k:(BT)dr> f (Bt>1

ce qui établit la formule de Feynman-Kac (10.21). O

Cas de ’EDP (10.20) sur un domaine

Soit D un domaine borné régulier de R? k mesurable bornée sur D. On considere
maintenant 'EDP

ou = tAu—ku, (t,z)eRLxD
u(0,-) = f sur D
u(-,x) = 0 pourz € dD.

Soit u, une solution de 'EDP, continue sur Ry x D, de classe C? bornée et a dérivées
bornées. On peut vérifier qu’alors

olt2) = B2 [ (B0 ey o = [ bB)a5) (10.22)

ou 7p est le temps de sortie de D. Pour cela, comme précédemment, on applique la formule
d’Ito a la fonction

s — u(t — 8, Bsprp ) XD ( - / k:(BMTD)dr).
0

Noter que pour z € 9D, 7p = 0 sous P, et on récupere la condition au bord u(-,z) = 0
pour = € 0D.
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Chapitre 11

Diffusions

Dans ce chapitre, on introduit en Section 11.1 les solutions d’EDS appelées diffusions.
On introduit les principaux outils pour les étudier, générateur, semi-groupe, en Section 11.2.
En Section 11.3, on relie I’étude des diffusions a des EDP via le générateur de la diffusion.
Dans ce chapitre, le mouvement brownien est un exemple fil rouge et simple de diffusion, et
on généralise aux diffusions les résultats vus pour le mouvement brownien au Chapitre 10.

11.1 Générateur d’une diffusion

Définition 11.1 (Processus de diffusion) On appelle processus de diffusion un processus vé-
rifiant la propriété de Markov forte et a trajectoires continues du type considéré dans le
Théoreme 9.19.

En général, les diffusions qu’on considerera seront des solutions d’EDS homogenes. Etant
donné un mouvement brownien standard B en dimension m et a : R — R et o : R — R™
des fonctions lipschitziennes, on considere I’EDS homogene

dX; = a(Xy) dt + o(Xy) dB;. (Eo(a,0))

D’apres le Théoreme 9.8, il y a existence et unicité forte pour toute condition initiale
Xo = x. Il y aussi unicité faible par le Théoreme 9.13 et d’apres le Théoreme 9.19, cette
solution vérifie la propriété de Markov. Les solutions d’EDS homogene du type (Ey(a, o))
sont donc des diffusions comme en Définition 11.1.

Exemple 11.2 (Diffusion) Les exemples suivants sont des cas particulier d’EDS homogene
(Eo(a,0)) avec des coefficients lipschitziens. Il s’agit donc de diffusion :
— Le mouvement brownien est solution de (Ey(a,0)) avec a =0, o = Id.
— Le mouvement brownien géométrique est solution de dX; = X;dB; donc de type
(Eo(a,0)) en dimension 1 avec a =0 et o(z) = =.
— Dans le modele de Black et Scholes, 'EDS considérée est dX; = rX;dt + X; dB;,
donc du type (Ey(a,0)) avec a(x) = rx et o(x) = x.

93
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— Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est solution de I’équation de Langevin
dXt = —CLXt dt +o0o dBt

du type (Ey(a,0)) avec a(x) = —ax et o(z) = 0.

Pour étudier une diffusion, on introduit son générateur (infinitésimal) :

Définition 11.3 (Générateur infinitésimal) Soit X diffusion solution forte de ’EDS Ey(a, o).
On appelle générateur (infinitésimal) de X, lopérateur elliptique du deuxieme ordre qui as-
socie a f € C?(RY),

d

LE) = 3 a@)de (o) + 5 32 S 00 )y (1), £ ), (11.1)

i=1 =1 j=1
ou 0* désigne la matrice transposée de o.

Par exemple, pour X = B mouvement brownien, on prend a = 0 et ¢ = Id, le générateur
est alors L = 202 en dimension 1 ou L = %A en dimension d.

Remarque 11.4 Avec des notations symboliques, on a
1 * 2

D’abord on note que [|o*V, [ = (6*V,) - (0*V,) = Vioo*V, et (0*V, )y = S0, 0f,,00 =
Z?:l 0 0y, . Ainsi,

lo*Va* =

d d 9 d d
= Z <Z aiJﬁzi) = Z Z O-i,kario-j,kaxj
k=1

k=1 = i=1 =1 i,j=1

d d
( z :O-zyko-‘]’k)ax a : : J :Bl,a:]
k=1 =1

M- M-
S
<

1

Z7j

Etant donné 'EDS Ey(a, o), on peut lui associer le générateur L donné par (11.1). Réci-
proquement si on dispose d’un opérateur L de la forme

d d
az ax,f + Z Z G ml,gcj JZ)

i=1 i=1 j=1

M:“

N | —

avec ¢ = (¢;;(2))1<ij<4 une matrice symétrique, on commence par trouver une matrice
(racine carrée) o € My, (R) telle que ¢ = oo* et L prend alors la forme (11.1). On peut alors
considérer 'EDS associée Ey(a, o) et il existera une diffusion associée a L si on peut prouver
'existence de solution faible pour Fy(a, o), satisfaisant la propriété de Markov. Pour cela,
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on peut utiliser les résultats généraux du Chapitre 9 sous les hypotheses lipschitziennes pour
a et o (Théoreme 9.8, Théoreme 9.19). Plus généralement pour la recherche de solution
faible, on dispose aussi de la formule d’It6, du théoreme de Girsanov (Proposition 9.10) ou
de la formulation de probleme de martingale (cf. Chapitre 12).

Une fois une solution faible obtenue pour Ey(a, o), cette solution admet nécessairement L
pour générateur par la Définition 11.3.

En général, la donnée du générateur X en (11.1) est donc équivalente a 'EDS FEy(a, o).

Il est important de pouvoir associer aux processus de diffusion des martingales (locales)
a trajectoires continues. C’est 'objet du théoreme suivant a ’aide du générateur L de X.
Dans la suite, on suppose que les hypotheses lipschitziennes du Chapitre 9 sont satisfaites
pour les fonctions a et o, cf. page 56.

Théoréme 11.5 Soit X une solution forte de Ey(a, o) de générateur L et f dans le domaine
de l'opérateur L. Alors

f(Xt)—/oth(XS)ds, £ 0, (11.2)

est une martingale locale.

Démonstration : On commence par noter que comme d{B® BW), =, dt, on a :

d(XD XDy, = Z 0—i7k(Xt)0—j7l(Xt)d<B(k),B(l)>t

k=1

= Y oin(X)ou(Xy) dt
k=1
= (UO'*)Z‘J(Xt)dt.

On applique la formule d’It6 & f(X;) :

f(Xy) = f(Xo) +Z/a f(X dXZ)Jr > / 2 F(X) d(X D, X0,

1<z J<d

— f(X0)+Z/O ai(Xs)azif(Xs)dsnLZ/O Oy, f( X5 (ZM Bu«)

1 t
A5 [ om0 s

1<i,j<d

= 00+ [ 180 a4+ S [ K00 f06) B (11.3)

i=1 k=1
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Finalement,

m

t d t
100 = [ 1 s = 5000+ 1Y [ ol X0 (X dB (11.4)

i=1 k=1

9

est bien une martingale locale car en arrétant l'intégrale au temps d’arrét

¢
S,, = inf <t >0: || X¢]| > n, El(z',j),/ (7,~7j()(5)2 ds > n) ,
0

qui tend vers +oo par hypothese sur o (cf. la réduction d’une martingale locale), on a bien
une vraie martingale. U

Si f est assez réguliere, (11.2) est méme une vraie martingale et en prenant l’espérance
avec Xg = x, on obtient :

E[f(X,)] = f(z) + / E[Lf(X.)] ds. (11.5)

L’opérateur L pour X permet d’interpréter de nombreux résultats probabilistes en analyse
et réciproquement. Ce pont, jeté entre probabilités et analyse, se révele particulierement
fécond et constitue a lui seul une motivation importante pour I’étude des EDS. Le Théo-
reme 11.9 qui suit en est une illustration.

11.2 Semi-groupe d’une diffusion

Définition 11.6 (Noyau de transition) On associe a I’EDS Ey(a, o) un noyau de transition
donné par

Ptf<$> = Em[f(Xt>]7 t>0. (11'6)

Ce noyau donne la distribution de la variable aléatoire X; sous P,. En particulier, F est
lopérateur identité : Pyf(x) = f(x).

Exemple 11.7 (Mouvement brownien) Dans le cas du mouvement brownien B, on voit
dans le Chapitre 10 que le noyau est le semi-groupe de la chaleur :

Bif(x) = Eo[f(Bi)] = Eolf(x + By)] = /f(y)p(t, ,y) dy.
On a bien un semi-groupe car

Pt-‘rsf(m) = Ez[f(BH—s)] = Ex [E [ (Bt-‘rs |]:t }
= x[ f(Biys — B+ By) |F]] =E
[Pf (B))] = P(Pof) (),

ott B = (B,,, — B;)s>0 est un mouvement brownien indépendant de F, (Markov faible).

z [E [f(Bgt) + By) |—7:tH

JZ‘
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Dans le cas général, il s’agit encore d’un semi-groupe :

Théoréme 11.8 (Propriété de semi-groupe) Le noyau de transition (P;)i>o en (11.6) vé-
rifie la propriété de semi-groupe :

P,=PoP, (11.7)
Démonstration : La propriété de Markov forte pour la diffusion donne

E, [f(Xt-‘rs)“FS] = Ex, [f(Xt)]

On a alors

Pt-i—sf(x) = Ez [f(Xt-‘rS)} = Ea: [Eaf [f(Xt+s)|‘FsH
E. [Ex. [f(X0)] = Eo[Pf(X,)]
= P(Pf)(x) = (Pio P)f ().

g

On a observé en Section 10.3 que le semi-groupe du mouvement brownien vérifie I’équation
de la chaleur (10.15). Cette observation se généralise pour une diffusion avec le Théo-
reme 11.9 avec une EDP exprimée par le générateur de la diffusion.

Théoréme 11.9 (Dérivation et générateur) Le semi-groupe (P;)i>o est dérivable par rap-
port a t et sa dérivée est le générateur de la diffusion, ie. pour f de classe C* assez
réquliere :

0P f(x) = P(Lf)(x) = L(P.f)(x). (11.8)
En particulier, 0, P, f(x)=0 = Lf(z).

Remarque 11.10 Ce résultat explique la terminologie générateur infinitésimal pour L, puis-
qu’on peut écrire symboliquement (11.8) sous la forme

O Py
B

0P, = PL <+ =L <= P =exp(tL)

puisque Py = Id. Réciproquement étant donné un générateur L, on lui associe un semi-
groupe P, = exp(tL), t > 0, par le théoreme de Hille-Yosida.

Démonstration : On suppose que la fonction f est réguliere (f € C?(R?)) de facon que la

martingale locale du Théoreme 11.5 soit une vraie martingale. Elle est d’espérance nulle et
donc lespérance dans la formule d’It6 (11.4) donne pour A > 0

s - [ Lo = s
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t
B (10 - [ Lrcx)as] = f
0

et donc

B[ (Xeon)] — Ea[£(X,)] = E. / Lf(X,)ds].

Comme Lf(X;) est continue et bornée lorsque f est assez réguliere, d’apres le théoréme
de convergence dominée, la fonction de t — P, f(x) = E,[f(X;)] est dérivable a droite et
de dérivée

Pt+hf($) - Rtf($) Ew[f(Xt+h)] —E, [f(Xt)]

OP f(r) = }Ll\rjé A = }111{% A
1 t+h
= mE|p [ LA 5] ~BALIC0] = PR

ce qui donne la premiére partie de (11.8). La dérivabilité précédente a été montrée a droite
seulement. Pour conclure completement sur la dérivabilité, on observe que P,(Lf)(x) =
E.[Lf(X:)] est une fonction continue de ¢ par convergence dominée (et régularité de f).
Ainsi la fonction

tH/OtPs(Lf)(x)ds

est dérivable de dérivée P;(Lf)(x). Comme la différence de deux fonctions qui ont la méme
dérivée a droite est nécessairement constante, il existe ¢ € R tel que

Puf(r) = / PALf)() + e

En faisant ¢ = 0, on trouve ¢ = f(x) et cela achéve de prouver complétement la dérivabilité
dans (11.8). Comme Py = Id, on déduit immédiatement,

8tptf(ff)ht:o = Ry(Lf)(x) = Lf(x).

Pour la deuxieme partie de (11.8), on utilise la propriété de semi-groupe (11.7) pour avoir

Pt+hf($)—Ptf($)_Pth_Ptf _ Pyg—yg
- = DT gy = D

en notant g = P, f. En passant a la limite h \ 0, on a

P f(x) = ]111{% Plerhf(x)h_ P, f(x)

= 0uPug(2)ju=0 = Lg(x) = L(P.f)(x)

ce qui établit la deuxieme partie de (11.8). O
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Lorsque le semi-groupe (P;):>o admet une densité p;(x,y), c’est a dire

Pif(x) = /pt(af,y)f(y) dy,

alors cette densité vérifie ’équation de convolution

/ P, 9)ps (4, 2) dy = Pare(a, 2). (11.9)

En effet, I’équation de convolution est ’analogue sur les densités de la propriété de semi-
groupe (11.7) :

Prf(@) = Eu[f(Xiss)] = / F (s (@, 2) dz (11.10)
(ProP)f(x) = / (Pof) ()i, ) dy

= [ ([ 1emw.282) miw.wdy
= /f(2)</pt(x,y)ps(y,2)dy> dz. (11.11)

La comparaison de (11.10) et de (11.11) pour toute fonction f assure (11.9). La densité
pe(z,y) est la loi de X; lorsque la diffusion part de x, aussi on appelle x la variable du
passé en y celle du futur. Les équations en z sont dites rétrogrades et celle en y sont dite
progressives.

Dans le cas du mouvement brownien, le noyau de la chaleur admet une densité py(x,y) =
exp(—(y —x)2/(2t))/V/2nt et vérifie les équations progressive (10.18) et rétrograde (10.19)
vues au Chapitre 10. On généralise ci-dessous ces équations pour les semi-groupes avec
densité de diffusions générales.

Théoréme 11.11 (Equation de Kolmogorov) On suppose que le semi-groupe (P;)i>o admet
une densité py(x,y). Alors :

(1) Cette densité vérifie I’équation de Kolmogorov progressive en (t,y) (dans le sens des
distributions) :

O (x = Lip(x
{ limp o ptzf:t,(zﬁ’cgi/; = 5xypt< v (11.12)
ou L* est l'opérateur adjoint de L défini par
d 1
Lyf(y) == 0ylaiy) f(y)] + 5 > ooy, (eWaw) )i f W)
i=1 ij=1

(2) La densité p,(x,y) satisfait aussi l’équation de Kolmogorov rétrograde en (t,z) :

atpt(m7 y) = met(x, y)
I 11.13
{hmt\opt(iﬂ,y)dfﬁ = Jy. (11.13)
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Démonstration : (1) Pour toute fonction f réguliere & support compact (f € C?(R%), par
définition de P, et par convergence dominée, on a :

ouns(a) = 0B (X)) =, ([ fmdeniy) = [ rwomtenay.
Avec (11.8), pour toute fonction f régulidre & support compact, on a :
OPI(x) = PL(2)
= [ mlaLiwdy

= /det(fﬂ,y) (Z ()0, f(y) Z azi ygf( )> dy
_ / ( 231 a;(y)pe(x,y)] Z o(y)" )i,jpt(w,y)]) fy)dy

) (11.15)
= /Rd Lypi(x,y) f(y) dy (11.16)

avec quelques intégrations par parties pour obtenir (11.15), il n’y a pas de termes de bord
car f est supposée a support compact. L’équation progressive (11.12) s’obtient alors en
comparant (11.14) et (11.16).

(2) Puis pour toute fonction f réguliere a support compact, d’apres (11.8), on a

@Hﬂ@:Luwxsz[/ﬂwmm } = [ 1) Ldnte )y

En comparant avec I’expression

aaﬂwza(/mmwﬂw@)=/@mmwﬂw@,

il vient ’équation rétrograde (11.13) (avec des dérivées dans le sens des distributions). [

11.3 Diffusion et EDP

Avec la formule de Dynkin, on généralise I’observation du Théoreme 11.5 en en prouvant
une version analogue pour les temps d’arrét.

Théoréme 11.12 (Formule de Dynkin) Soit (X;);>0 une diffusion homogéne de générateur

d d
= g a;0 E g0")i; xl 2
=1 J=1
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puis T un temps d’arrét intégrable (E (7] < +o0o pour tout v € R?) et f € C2(R,R). Alors
pour tout v € RY :

B £00)] = o) + . | [ Li0) as] (11.17)

Démonstration : On utilise (11.3) obtenue par la formule d’It6 dans la preuve du Théo-
reme 11.5 appliquée en t = 7 :

m

108 = 1)+ [ L7 ds+

0 1 k=

/ 0o (X.)0s, f(X,) dBY
1 0

Il suffit alors de montrer que les espérances des intégrales stochastiques sont nulles et
(11.17) viendra en prenant Iespérance. Pour cela, on observe que pour toute fonction h
bornée par M, et N € N, on a

E, [ /0 ™ h(X,) st] —E, [ /0 3 1iaerh(X,) dBS] —0

car lgs<r}, h(X,) sont F,-mesurables, h est bornée et on a une vraie martingale avec
(fg 1 s h(X5) dBS)ogth’ nulle en 0 donc centrée. Puis

(/OTh(XS)dBS—/OTANh(XS)dBS> = E, [/T:Nh(XS)st}

< M*E,[r —7AN]
qui tend vers 0 quand N — 400 par convergence dominée, en vertu de ’hypothese E,[7] <

+00. On a donc
E, {/ h(XS)dBS} = 0.
0

On conclut la preuve en reportant cette conclusion avec h = o, ,0,, f qui est bornée car o; j,

et 0,, f sont continues sur le support compact de f pour avoir E, [fOT o(Xs) f(Xs) st] =0.
O

2
E

EDP de type Dirichlet

On considere D un ouvert de R? et 7 le temps de premiere sortie de D d’une diffusion
homogene de générateur L. On considere alors le probleme avec condition au bord :

{Lu = 0, z€D (11.18)

u = V¥, xe€dD.
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Exemple 11.13 (Mouvement brownien et probleme de Dirichlet) Dans le cas du mouve-
ment brownien, on a L = %A, et le choix © = 0, ¥ = f retrouve le probleme de Dirichlet
(10.8) étudié au Chapitre 10.

On suppose que le probleme (11.18) admet une unique solution, ce sera le cas par exemple
lorsque le domaine D et les fonctions ©, ¥ sont assez réguliers. On suppose également que
le temps de sortie 7 est intégrable (pour tout P,, z € R?) et on montre alors que la solution
u de (11.18) s’écrit nécessairement

u(z) = E, [@(XT) - /OT@(Xs)ds} . (11.19)

En effet, en appliquant formule de Dynkin (11.17) a la solution u de (11.18), on a
wz) = E[u(X,)]—E, [ / Lu(X.) ds}
0
- B0 - | [Cecx) a
0

puisque X, € 9D et donc u(X,) = W(X,) et pour 0 < s < 7, X € D et Lu(X;) = O(Xj).

Noter que la condition E,[r] < +oo requise pour appliquer (11.17) est satisfaite si le
probleme (11.18) pour ¥ = 0 et © = 1 admet une solution u bornée : en effet dans ce cas,
on applique (11.17) avec le temps d’arrét intégrable 7 A N pour N > 1 :

TAN
u(z) = E;[a(X-an)] — Eq [/ Lu(X5) ds} : (11.20)
0
Comme on a toujours Xg € D pour s <7 AN, on a Lu(X;) =1 ci dessus et
TAN
E, {/ Lu(Xs)ds} =E.[r AN] "E.[r], N — +o0
0

ou la limite s’obtient par convergence monotone. Puis comme u est supposée bornée, par
convergence dominée lorsque N — +00 :

E, [u(X-n)] = Eo [U(X;)] = E.[$(X;)] =0

puisque X, € 9D et » = 0. On a donc en passant a la limite dans (11.20), on a E,[7] =
u(r) < +oo.

En prenant d’autres conditions au bord dans (11.18), on obtient d’autres informations sur
X : par exemple pour © =0 et ¥ = 1,4 ou A est une partie de 9D, alors (11.19) se réduit

a
u(z) = E,;[14(X;)] = P,(la diffusion X quitte D par A).

Ainsi la résolution de (11.18) donne des informations sur le temps de sortie 7 et le lieu de
sortie X, de la diffusion X de D.
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Exemple 11.14 (Mouvement brownien géométrique) On considere la diffusion
dXt - Xt dBt

de solution le mouvement brownien géométrique X; = Xyexp(B; — t/2) (par la formule
d’Ttd, cf. Chapitre 9). On suppose Xy > 0 si bien que X; > 0 pour tout ¢ > 0. Pour cette
diffusion, le générateur est L = %x28§@.

On considere le probleme (11.18) pour ce L, D =|a,b[ avec 0 < a < b, 0D = {a,b}, © =0
et U(a) =0, U(b) = 1. Ici le temps de sortie 7 de |a, b s’écrit 7 = 7, A 7, ou 7, et 7, sont
les temps d’atteinte de a et b. Pour les solutions de

1
Lu(x) = §x2u”(x) =0 <= U'(r)=0 <= ulx)=czr+c

r—a

avec les conditions au bord, on trouve u(z) = =2, x € [a, b]. Mais par la formule de Dynkin
en (11.19) avec 7 A N, on doit avoir

u(r) = E, [1{XT,\N:b}] =P.(1 <7, A N).

Comme cela est vrai pour tout n > 1, par convergence monotone, on a donc

r—a
P.(mp < 7) = T x € [a,b].
En particulier comme lim,\ 7, = 79 = 400 (puisque X; > 0 pour tout ¢ > 0), par

convergence monotone, on a

. . rT—a x
Px(7b<+OO):(111£I(1)PI(Tb<Ta)—}ZIL%b_a =3

, T <b.

Pour tout niveau b, il y a donc une probabilité strictement positive que le mouvement
brownien géométrique X n’atteigne pas ce niveau en partant de x €]0, b|.

Exemple 11.15 (Black et Scholes) Pour r € R, on considere la diffusion
dXt = ’I“Xt dt + Xt dBt

de solution X; = Xgexp(rt + B; — t/2) (par la formule d’'It6, cf. Chapitre 9) en supposant
Xo > 0 donc X; > 0 pour tout ¢ > 0. Le générateur de cette diffusion est

1
L =rz0, + 5:1:282.
On considere le probleme (11.18) avec D =Ja,b| pour 0 < a < b, D = {a,b} et © = 0,

U(a) =0, ¥(b) = 1. On note toujours 7 = 7, A 73, le temps de sortie de |a, b avec 7, et 7,
les temps d’atteinte de 0 < a < b.
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Pour | r # 1/2|, les solutions de Lu = 0 sont u(x) = ¢;2'"% + ¢y, ¢1, co € R puisque Lu = 0

s’écrit rru’ + %mzu” = () soit

u” —=2r
—=— = hW)=c-2rlnz = dv=ca? = u=cz T+
U x

Avec les conditions au bord, on obtient

xl—?r _ a1—2r

u(z) = pl-2r _ gl-2r"

En notant toujours 7 = 7, A 1, avec 7, et 7, les temps d’atteinte de 0 < a < b et en
appliquant la formule de Dynkin (11.19) avec © = 0 et ¥(a) = 0, ¥(b) = 1, on a aussi
pour le temps d’arrét intégrable 7 A N :

u(z) =E, [Lix_, y=p}] = Pu(m < 7 A N).

Par 'unicité de la solution de I’équation différentielle Lu = 0, on a

1-2r 1-2r

P.(m < 7)) = lim P.(n, <7, AN)=

N->Foo pl-2r _ a1—2r’ T € [(I, b]

2r

Pour |7 < 1/2| on a limsga'™ =0 et lime 07, = 7o = +00 (puisque X; > 0 pour tout

t > 0). Par convergence monotone, on a alors :

P im P y x172r _ a172r N 1-2r ;
z(Tb<+OO):al_I>I(l) x<Tb<Ta):a£%W:<g> s 0<x<hb.

Ainsi, la probabilité que X n’atteigne jamais b en partant de x €]0, b[ est

x\ 127
P, (7, = +o0) = 1 — <E) > 0.

Pour [r > 1/2], on a lim,_,ga'™* = +o00 et de la méme fagon :

1.1727’ _ a172r

Pz(’rb<+OO):(lli_I)I[1)IP$(Tb<Ta):}Ii_>H5W:]_, 0<x<b.

Dans ce cas, la probabilité que X n’atteigne jamais b partant de x €]0, b est nulle.

Noter que si |r = 1/2|, on peut encore résoudre

1 1
Lu:ﬁxu’+§x2u"20,
so1t
" 1 el
Lu=0 = —=——= = lnju|=c—Inz = == = u=clnz+ e

! T x
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et obtenir avec les conditions au bord considérées u(x) = 11?12:1122, ce qui donne
Inz —1Ina
Py(m <7p) = —————
2 ) Inb—Ina’

et en passant a la limite a — 0 obtenir P, (7, < +00) = 1.

Quand |r > 1/2|, on précise le temps d’atteinte d’un niveau 7, en calculant son espérance.

Pour cela, on considere maintenant le probleme (11.18) avec © = —1 et ¥ = 0, et toujours
D =Ja, b, c’est a dire
{ Lu(z) = —1, z€la,b| PN { 1+ raw + 32%0” = 0, = €la,b]
u(zr) = 0, z € {a,b} u(x) = 0, z€{a,b}.
(11.21)
D’abord pour|r > 1/2|, on commence par résoudre 1’équation en v = v’ : 1+r:cv+%x2v = 0.

L’équation sans second membre rzv + %xzv = 0 a pour solution v = C'/x?". On résout avec
le second membre par variation de la constante en supposant que C' = C(z). Cela donne
C'(x) = —22*2 soit C(z) = —22%""! + ¢ et donc

, C(z) 2 1
U =v = = — -
x?r (2r— 1)z a2
et
u(z) = 51 Inz+ciz' ™ + ¢ (11.22)
Avec les conditions au bord u(a) = u(b) = 0, on trouve les constantes ¢y, ¢y :
2 Inb—Ina
cT =

2 —1 b172r _ a1727“
2 (Ina)d'=? — (Inb)a'=?"
% —1 pl—2r _ gl-2r :
Mais avec © = —1 et ¥ = 0, et 7 = 7, A 73, la formule de Dynkin (11.19) avec le temps
intégrable 7 A N s’écrit

Cy =

u(z) = E, [/OTAN 1ds] _E,[r A N] = Eu[r A7y A N].

Par convergence monotone, lorsque N — 400 on a :
u(z) = Eu[7, A 7] (11.23)

Les deux solutions (11.22) et (11.23) doivent coincider.

Quand a — 0, on a a'™" — 400 et donc ¢; — 0 et ¢; = —525 Inb, et aussi lim,\ o7, =

To = 400 et par convergence monotone E,[7, A 7] — E.[n]. En passant a la limite dans
les égalités (11.22) et (11.23), on a

xz
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Noter que E,[n] = T pour b = zexp ((r — 1/2)T) : cela montre qu'en une durée 7' la
solution atteint un niveau exponentiel en 7', c’est a dire les solutions tendent a croitre
exponentiellement.

"

Puis pour |r =1/2|, on considere 1’équation 1 + %xu’ + %x2u = 0. On commence par

résoudre 1’équation sans second membre pour v = v’ : zv + x?v = 0, de solution v =
C'/x. On résout avec le second membre par la méthode de la variation de la constante en
supposant que C' = C(z). Cela donne C'(z) = —2/z, soit C(z) = —2(Inx) + ¢; et donc
u=v="2=— 2“17’” et u=c;Inx — (Inx)? + cy. Avec les conditions au bord, on détermine

les constantes ¢y, ¢o :
¢ =Ina+1Inb, c¢3=—(Ina)(Inbd)
soit
u=(Ina+Imb)Inz — (Inz)? — (Ina)(Inb). (11.24)
Par unicité de la solution, (11.24) doit coincider avec la solution E, [r] = E, [r,A7,] obtenue
par la formule de Dynkin (11.19). Quand a — 0, on a7, /79 = 400 et E, [Ta/\Tb] — E.[n]

par convergence monotone. Puis quand a — 0, (11.24) donne u(z) ~ (Ina)In (£) — 400
pour z < b. On en déduit que pour r = 1/2, on a E,[1,] = 400 pour tout niveau b > 0.

Formule de Feynman-Kac

Parfois, il n’est pas utile de connaitre explicitement tout le semi-groupe de transition
(P;)¢>o mais, en utilisant des EDP rétrogrades, seulement certaines intégrales.

Théoréme 11.16 (Feynman-Kac) Soit g une fonction continue. S’il existe une solution ré-
guliére u(t,z) a ’EDP rétrograde

{ du(t,z) + Lu(t,z) =0, (11.25)

u(T,x) = g(x),

alors elle doit s’écrire u(t, z) = E[g(Xr) | X; = z].

L’intérét d’une telle formule est de pouvoir donner une solution d’EDP sous forme d’es-
pérance. On peut alors simuler la solution de 'EDP a I’aide de méthodes de Monte-Carlo
pour approximer les espérances.

Démonstration : Comme pour (11.4), on applique la formule d’Tt6 & u(s, X;) entre les dates
t et T et on utilise que u vérifie '"EDP (11.25) :

T t
w(T, Xr) = u(t,Xt)—l—/ 5’su(s,Xs)ds—|—/ Lu(s, Xs)ds
¢ 0

d m

T
+ZZ/t 0k (X)0pu(s, X,)dB®  (11.26)

i=1 k=1
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d

= u(t, Xy) —1—22/ 0i 1 (X5) 0, u(s, Xs) dB )

=1 k=1

Avec assez de régularité, les intégrales ftT 0 (Xs)0pu(s, Xs) dBY) sont de vraies martin-
gales car

E K/O 0:.5(X4)0p,u(s, X) dBY, /0 0:.5(X4)0p,u(s, X) dB§J’>>J
= B[ [ o (Xt xR < ¢t

2

par exemple si u est a support compact car alors (o, j(x)0,u(t,x))* est bornée sur ce

compact. En prenant I’espérance conditionnelle, on a

E[u(T, X1)| X = 7]

d m
— Eu(t, X)) X, :x]+ZZE[/ il S)OIiu(s,Xs)ngk)‘Xt :w}
i=1 k=1 t
d m
= Elu(t,z)|X; = ] —i—ZZEl«[/T tai,k(XS>axiu(saXS) ngk)} (11.27)
=1 k=1

= u(t,x)

en utilisant la propriété de Markov pour (11.27) puis la propriété de martingale pour annu-
ler 'espérance correspondante. Comme u (7', X7) = g(X7) par la condition finale de 'EDP
(11.25), on a bien la conclusion cherchée. 0

On peut également traiter la méme EDP avec un terme de dissipation :

Corollaire 11.17 Soit g une fonction continue. S’il existe une solution réguliére v(t,x) a
I’EDP rétrograde

{ Opo(t, ) + Lo(t, z) — k(t, x)u(t,x) = 0, (11.28)

(T, x) = g(x),

alors elle s’écrit

v(t,r) =E [exp (— /tT k(s, X,) ds) 9(X7)| X = x} .

Démonstration : Comme dans la preuve précédente et dans celle du Theoreme 10.15,
on applique la formule d’ Ité (de la méme fagon que pour (11.4)) au produit de processus

v(s, X,) et exp (— [, k( du) et on utilise "EDP (11.28). Comme exp (— [, k(u, X, )du)
est a Varlatlon finie, on a une derivation sans terme de variation quadratique

d [U(S,Xs)exp (- /tsk(u,Xu)du)]
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— (du(s, X,)) exp <— /t sk(u,Xu)du) — (s, X.)k(s, X.) exp (— /t sk(u,Xu)du> ds
— (du(s, X,) — v(s, Xo)k(s, X.)ds) exp <— /tsk(u,Xu)du) . (11.20)

Puis de nouveau avec la formule d’It0 :

Ms

d
dv(s, X,) = 0y0(s, X,)ds + Lv(s, X,)ds + »

=1

T
/ 01 (X0, v(s, X,) dBF)
¢

e
Il

1

et en utilisant I'EDP (11.28) :

dv(s, Xs) — v(s, X;) Zi/j“ §)0z,0(s, X,) dBW.

i=1 k=1

En reportant dans (11.29) et en intégrant pour = € [t,T], on a

(T, X7) exp (— /t ' k:(u,Xu)du> —o(t, X))
- /tTd{v(s,Xs)exp <— /tsk(u,Xu)du)]

m T S
/ 0k (X)0p,v(s, X,) exp (— / k(u,Xu)du) dB®)
t t

[
=1 k=1

En prenant l’espérance conditionnelle, avec la propriété de Markov, et la propriété de
martingale, on a :

m T s
/ Gin(X,)Bs,0(s, X,) exp (— / k(u,Xu)du) dB® ‘Xt :x]
t t

v(t,z) = Ev(t, Xy) | X; = 2]

_ R {U(T,XT)eXp <— /tTk(u,Xu)du> ’Xt :x}

~ E {g(XT) exp (— /tT k(u, Xu)du) ‘Xt - x} .



Chapitre 12

Problemes de martingale

Dans ce chapitre, on résout des EDS (solutions faibles) en montrant que certains pro-
cessus sont des martingales. Ce type d’approche a été introduit par Stroock et Varadhan
(1969) et on commence par 'introduire avec un exemple tres simple.

Exemple 12.1 Etant donné un mouvement brownien B , on considere 'EDS
dXt - dBt, XO - O

La seule solution est évidemment X = B, la solution faible est donc la mesure de Wiener
W sur
(2, F) = (C(R4,R), B(C(R{,R)))

muni de la filtration (F});>o engendrée par le processus canonique X, (w') = ' (t).

Avec le théoreme de Lévy (Théoreme 7.9), on observe que la mesure de Wiener W est
la seule probabilité sur (€', F', (F/)io0) sous laquelle X, et X;> — ¢ sont des martingales
locales.

Dans le cas particulier de cet Exemple 12.1, la résolution faible (existence et unicité faibles)
de EDS a consisté a identifier une probabilité (la mesure de Wiener W) sous laquelle
certains processus sont des martingales (locales). Dans ce chapitre, on développe ce type
d’approche, appelée probleme de martingale. Apres une introduction en Section 12.1, on
relie EDS et probleme de martingale en Section 12.2. Dans les Sections ?? et 12.3, on donne
des résultats d’existence et d’unicité pour les EDS obtenus par probléemes de martingale.

12.1 Introduction et notations

Etant donné un mouvement brownien m dimensionnel B, des fonctions mesurables
a(t,z) € R et o(t,z) € Mgm(R) pour t € Ry et x € R on considere dans ce chapitre
I’EDS

dX; = a(t, X;) dt + o(t, X;) dBs. (E(a,0))

109
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On ne suppose plus les hypotheses lipschitziennes du Chapitre 9 et on cherche une solution
faible & 'EDS FE(a, o), c’est a dire un triplet

{X, B, (LF,(F)=0.P)}

tel que B est un (F;)-mouvement brownien et X est un processus (F;)-adapté, a trajectoires
continues vérifiant presque stirement :

t
/(\al(sX)lea (sX))ds<+oo, 1<i<d, 1<j<m,t>0, (12.1)
0

t t
X = Xo +/ a(s, Xs)ds +/ o(s,Xs)dBs, t>0. (12.2)
0 0

Noter que pour une telle solution, X; est bien définie pour tout ¢ > 0, si bien que lorsqu’on
considere les temps d’arrét S, = inf (¢ > 0 : | X¢|| > n), on a S, = +oo ps quand
n — +00.

Une solution faible de E(a,0) peut étre vue comme une loi sur l'espace (canonique)
(C(Ry,R?), B(C(R4,RY))) et cette loi s’appelle alors une mesure-solution. Une proba-
bilité P’ mesure-solution sur (', F') = (C(R4,R?), B(C(R4,R?))) et une solution faible
{X, B, (Q,F, (ft)tzo,P)} sont reliées par P’ = Py.

Dans ce chapitre, on montre qu'une probabilité sur (C(Ry,R?), B(C(R4,R?))) est mesure-
solution de E(a, o) si et seulement si c¢’est la solution d’un probleme de martingale. Pour
cela, on suppose que 'EDS FE(a, o) satisfait ’hypothese :

Les fonctions a et o sont boréliennes et localement bornées. (loc)
On note ¢ = oo™ la fonction de R x R? dans I'espace des matrices d x d symétriques
positives, ie. pour 7,7 =1,...,m :

¢t z) = Zazktycajktx) (12.3)

La fonction ¢ est borélienne et sous (loc) elle est aussi localement bornée.

On associe a 'EDS FE(a,0) le générateur (11.1), ie

[\DIH

f(t,x) Za,tm@f

=1

Si f e CY2(R, x RY), on applique L - (¢,-) & f(¢,-) en posant

d
Z (t,2)0;, f(x), [eC*RY).

Lf(t,x) Z (t, )0, f(t,x) + Zcut:vﬁz f(t,x).

i=1 1,j=1

Une premiere observation reliant 'EDS E(a, o) a des martingales est donnée dans la pro-
position suivante :
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Proposition 12.2 Soit {X B, (Q,F,(F)e0,P } une solution faible de ’EDS E(a, o). Pour
toute fonction f(t,x) € C”(R x RY),

M = f(t, X)) — £(0,Xo) — / (Ouf + Lf) (s, X.) ds (12.4)

est une martingale locale a trajectoires continues. De plus si g € CH?(R,. x R?) alors

(M7, M), Z/ Cij(8, Xs) O £ (5, X)0s, (s, X,) ds. (12.5)

2,7=1
Puis si f € CH2(R, x R?) et U'hypothese (loc) est satisfaite alors M7 € L?(B).

Démonstration : La formule d’It6 appliquée a f(t, X;) s’écrit

F(t, Xy) = (0, Xo) + /(8tf+Lf)(sX dS—i—ZZ/J”sX)a f(s,X,)dBY.

i=1 j=1

Elle exprime donc M/ comme une somme d’intégrales stochastiques :

d m t
M =YY M avee M = [ (s, X0, 55 X dBY
i=1 j=1 0
On considere les temps d’arrét
t
S,, = inf (t >0:[| X >nou / i (s, X,)* ds > n pour un (i,j)) :
0
Comme presque surement pour chaque (i, 7), on a f(f 0i(s, X5)?ds < 400, on a
E[((M{)5, (M{7)5| = E[(M, M7, |
tASn
— E[/ ai7j(3,Xs)28xif(s,Xs)2 ds| < K*n,
0
car pour s <tAS,on a ||Xs|| <n domaine sur lequel 0,,f(s,z) est bornée par K, et

fo 0;;(s,X5)*ds < n pour t < S,. Comme S, ' +oo, M* est une martingale locale &
trajectoires continues et donc aussi les processus

(M])5 = M5, = ZZMZAJSn t=>0.

i=1 j=1

Le crochet (12.5) vient de I'expression obtenue pour MY et de (B®W, BW), = ¢, ;t

(M7, M?), Z Z < / 0;5(8, X)), f (5, X) dBY, / | ak,ms,xs)axkg(s,xs)dB§“>

i,k=1j,l=1 0
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-
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De plus, si f € CL2(R, x R?) et (loc) est satisfaite, alors I'intégrande dans M7 est borné
et M/ € L*(B) car dans ce cas E[{M/, M/);] < 400 pour chaque t > 0. Le processus M7
est donc une vraie martingale. Il

En particulier, en appliquant la Proposition 12.2 aux fonctions fi(x) = z; et fi ;(z) = x;x;,
1 <i,j <d, il vient que M® := Mfi et M@ := M%is sont des martingales locales. En
observant que
Lfi(t,z) = a;(t,z),
Lf@j(lf, Q}) = CLi(t, x)l'j + Q5 (t, £L’).I'1 + Cij (t, l’),

ces martingales locales s’écrivent :
MO = x" ) — / a;(s, Xs) ds, (12.6)
0
MM = xx9) xél)xéj) - / (ai(s,XS)XLSJ) +a;(s, X) XD + ¢ (s, X,)) ds. (12.7)
0

Ces processus joueront un role particulier dans la résolution de problemes de martingale
dans la section suivante.

12.2 EDS et probleme de martingale

On a vu dans la Proposition 12.2 qu’a une solution faible I’EDS E(a, o) sont associées
des martingales (locales). Cette section établit une sorte de réciproque en montrant 1’exis-
tence faible pour E(a, o) en trouvant des martingales. Comme a priori on ne dispose pas
de solution explicite, ie. de triplet {X , B, (2, F, (ft)tZO,IP’)} ou B est un (F;)-mouvement
brownien et pour lequel X est solution satisfaisant (12.1)—(12.2), on exprime le probleme
de martingales sur I’espace canonique

(Y, F) = (C(R,RY), B(C(R4,RY))).

On munit cet espace canonique de la filtration (F});>¢ engendrée par le processus canonique
donné par X{(w') =u'(t), t > 0.
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Définition 12.3 (Probleme de martingale) On appelle probléme de martingale la recherche
d’une probabilité P’ sur (', F') sous laquelle M définie par

MY = 50 - 50 - [ LA(XY) ds (128)

est une martingale a trajectoires continues pour toute f € C?(R?). Lorsqu’on cherche P’
sous laquelle M'T est une martingale locale d trajectoires continues pour toute f € C?(RY),
on parle de probléme de martingale locale. Une probabilité ' qui convient est dite solution
du probleme de martingale (locale).

Proposition 12.4 (Problémes de martingale et de martingale locale) SilP’ est solution d’un
probléme de martingale (12.8) alors P’ est solution du probléme de martingale locale cor-
respondant.

Démonstration : En effet, pour f € C?(R?) (sans support compact), pour chaque k > 1,
on pose Sj, = inf (t > 0 : ||X]|| > k) pour w € Cy(R4,R?) et on considere g, € CZ(R?)
qui coincide avec f sur {z € R? : ||z|| < k}. Par hypothese, M'% est une martingale
sous P, et Mt/g’“ = Mtlf pour ¢ < S,,. Cela assure que (M /)% est une martingale locale
(& trajectoires continues) et donc M/ est une martingale locale (& trajectoires continues). [J

Proposition 12.5 Si le triplet { X, B, (Q, F, (F;)i0,P) } est solution faible de ’EDS E(a, o)
satisfaisant (loc) alors la probabilité Px sur (', F') = (C(Ry,RY), B(C(Ry,RY))) est
solution du probléme de martingale (12.8).

Démonstration : On suppose que (2, F, (F;)i>0, P) est un espace de probabilité sur lequel B
est (F;)-mouvement brownien et X processus (F;)-adapté a trajectoires continues presque
sturement, de loi P, vérifiant (12.1)—(12.2) sur 2.

D’apres la Proposition 12.2, comme (loc) est en vigueur, pour f,g € C*(R?), M/ et M9
sont des martingales, de crochet donné par

d t
M Moy = 3 /0 s (5, X)00 f(X)0s,9(X,) ds.

ij=1

Il s’agit de transférer cette observation aux martingales M/ analogues de M/ sur l'espace
V' = C(R;,RY). On effectue le transfert par le processus solution X : Q — C(R,R?) = (.
Plus précisément en notant N = {w € 2 : la fonction ¢ — X,(w) n’est pas continue}, on
considere ® : Q — Q' donnée par
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alors P =Po X! = Po &', Noter que comme la filtration est complete et X est (F;)-
adapté et a trajectoires continues (a gauche) alors X est un processus prévisible. Il s’ensuit
que ® respecte les filtrations : pour A’ € F/, =1 A) € F,.

D’apres les définitions de @, des processus M7, et M’/ hors du négligeable N, on a
M =M7od. (12.9)

Comme P(N) = 0, Iégalité (12.9) reste vraie P-ps et M'/ est une martingale en utilisant
le lemme qui suit. O

Lemme 12.6 Soit (0, F, (Fi)i>0,P) et (U, F', (F)i0) et © : Q — Q' qui respecte les fil-
trations. On pose P’ = Po ®~L. Alors si M est une martingale a trajectoires continues sur
(Q,F, (Fi)>0,P), le processus continu M’ sur Q' associé a M par M = M' o ® en dehors
de N (bien défini P'-ps) est une martingale sur (', F', (F{)i>0,P').

Démonstration :[Lemme 12.6] En effet, sis <tet A’ € F,,ona A= ®"1(A') € F, (car ®
respecte les filtrations) et par transfert de €2 sur €' a l’aide de 'application mesurable ® :

E'[(M] — M))1] = E[(M; — M,)14] = 0.

Ainsi M’ est une martingale sur (', F', (F)i>0, P'). O

On complete pour f,g € C?(R?) : comme

(M) (M) — (M, M)

e d tASn s
= () - (30 / €15 0L, F (w0, g(w) ds) ) "0 @

,j=1

est aussi une martingale alors Lemme 12.6 assure aussi que

d t
A =3 / oy (5, wl) D, f (1) Dy, g(a0]) ds.
0

ij=1
Le résultat principal qui suit établit la réciproque de la Proposition 12.5. Pour cette réci-
proque, il suffit de considérer les fonctions f;(z) = z; et f; j(x) = z;x;. On utilise alors les

notations suivantes pour les analogues de MY, M/ii sur ' comme en (12.6), (12.7) pour
i i=1,....d:

. ’ (4 ; !
Mt(z) - Mtfz — Xt(l) . QIE)Z) _/ CLi(S,X;> dS,
0

.. ’ e 1/ . . t 1y e
Mt(”) — M i = Xt(l)Xt(]) — x[()l)ﬂ()]) —/ <ai(s,X;)XS(]) + aj(s,X;)Xs(’) + CLJ-(S,X;)) ds
0
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. 1/ . . t 1/ 1o 1/ 1re (i
_ X/ Ox/0) _ 0,0 / (& ADXG) 49,40 XS@) ds + O,
0
ce sont des processus a trajectoires continues et (F)-adaptés sur €2'. De plus, on note

AW = / ai(s, X.) ds, C,) = / cij(s, X.)ds. (12.10)
0 0

Proposition 12.7 (Probléme de martingale) On considére I’EDS E(a, o) satisfaisant I’hy-
pothese (loc). Soit P’ une probabilité P' sur (Y, F') telle que pour tout 1 < i < d les
processus M' D et M'9) sont des martingales locales sous P avec M(;(i) =0 P-ps (soit
P(X)=z)=1). Alors P' est mesure-solution de I’EDS E(a, o).

Des résultats précédents, on déduit :

Théoréme 12.8 (EDS et probléme de martingale) Pour une EDS E(a,o) satisfaisant la
condition (loc), les assertions suivantes sont équivalentes :

(A) Il existe une solution faible de 'EDS E(a, o).
(B) 1l existe une solution au probléme de martingale (12.8).

(C) 1 existe une solution au probléme de martingale locale (12.8).

Démonstration :[Théoreme 12.8] (A) = (B) est due a la Proposition 12.5, (B) = (C)
vient de la Proposition 12.4. Enfin, on a (C') = (A) par la Proposition 12.7. O

Démonstration :[Proposition 12.7] Etant donné une mesure-solution P, il s’agit de trouver
un espace €2 sur lequel X’ (de loi ) est encore défini et est solution de E(a, o), ie. vérifie
(12.1)-(12.2). Pour cela, on procede par étapes avec du travail préliminaire :

— étape 1 : on commence remplacer M 9 par une autre martingale locale N'(+9)

— étape 2 : extension de I’espace de probabilité ;

— étape 3 : algebre linéaire ;

— étape 4 : preuve de la condition suffisante.

Etape 1 (équivalence de martingales locales). Plutot que de considérer M’ on préfere
considérer N'(») donné pour i,j = 1,...,d par

Nt’(i,j) _ Mt’(i)Mt’(j) _ Ct/(i’j)- (12.11)

Noter que dans ce sens de la preuve, on sait que M @, M’ sont des martingales locales,
mais on ne connait pas leur crochet comme dans la Proposition 12.2; on ne peut donc
pas affirmer que N'(+7) est aussi une martingale locale. Cependant, du point de vue du
probleme de martingale, il est équivalent de considérer M () ou N'(:d) .

Lemme 12.9 Lorsque M'®, M'5) sont des martingales locales, le processus N' 9 est une
martingale locale si et seulement si M %7 en est une. Dans ce cas, on a :

(MO M@y, = 00D, (12.12)
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Démonstration :[Lemme 12.9] D’abord, Nt/(i’j ) $écrit
Nt/(iy]') _ Mt/(i’j) o X(;(i)Mt/(j) _ X(/)(j)Mtl(i) + K;(iyj) (12.13)

avec le terme correctif

S S

.. t ,oe y- t 1. 1
K0 = /(X “’—Xt“’)aj(s,X;)dH/(X W — X, Ma(s, X)) ds
0 0

t t
—|—</ a;(s, X.) ds) (/ aj(s, X}) ds).

0 0

Comme par intégration par parties classique,

(/Ot ai(s,X;)ds) (/Ot ai(s, X') ds)
_ /Ot (/Stai(u,X;) du) a;(s, X') ds+/0t (/:aj(u,x;) du) ai(s, X' ds,

le terme correctif s’écrit
.. t e 1. t
K = / <X8(2) — X, _|_/ a;(u, X)) du)aj(s,X;)ds
0 s
v, . t
+/ (XS(J) —- X, —|—/ aj(u, X)) du)ai(s,X;) ds
0 s

t s ‘ s
— _/ (/ aj(u,X;)du> dMs’ti)_/ (/ a,-(u,X;)du) dM'9) (12.15)
0 o o \Jo

ou (12.14) utilise

t ) t . .
= /(M’@—Mt@)aj(s,xg)dH/ (M. — M, Nay(s, X' ds  (12.14)
0 0

s

. t 1. 1
X0 — x4 / ai(u, X)) du = MO — M,
. t 1o 1/
X;<J'>—Xt(”+/ aj(u, X)) du = M. — MY,

et enfin, (12.15) est obtenue par intégration par parties avec la formule d’It6 (Corollaire 7.3)
pour XY avec X = M’ et Y = [ a(s, X])ds, sans terme de crochet puisque Y est ici &
variation finie.

Par (12.13) et (12.15), on a donc

Nt,(i’j) _ Mt/(i’j) _ X(’)(i)Mt/(j) _ X(/)(j)Mt'(i)

t s t s
—/ (/ aj(u, X)) du) dM. —/ (/ a;(u, X)) du) dM.9).
o \Jo o \Jo
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Comme les M'@ M'0) en (12.6) sont des martingales locales par hypothese, il suit que
N'(9) est une martingale locale si et seulement si M%7 en est une.

Lorsque N () est une martingale locale, par sa définition (12.11), il vient de suite le cro-
chet de M'® et de M’ en (12.12). O

Etape 2 (extension de I’espace de probabilité). Pour cela, on considere un espace auxiliaire
Q" F" (F{ )0, P”) sur lequel est défini un mouvement brownien m-dimensionnel B” (par
exemple Q" peut étre I'espace de Wiener m-dimensionnel). On pose alors

Q=0'xQ, F=FoF, F=(|FeF) P=PaP. (12.16)

s>t

Avec un abus de notation, on étend toutes les fonctions sur €' ou Q" de maniere usuelle a
) en gardant le méme symbole, par exemple

X" = Xi(), B = B(W").

Par construction, B” est indépendant de 2.

Soit U" et U” des martingales locales sur (€2, F', (F})i>0.P') et (", F", (F/)i>0,P”). On
les suppose réduites respectivement par (7),),>1 et (7))),>1. Pour tous s < t et A" € Fl,
A" e F! on a

E[UtTn 1A’><A”] — FE [UtTn 1A,}IP>//(A//) — [US’T{L 1A/]P”(A//) _ E[US/T;’ 1A’><A”]
E[U;TT’LU;/TT’L/]-A/XA”] - F [Ut’ﬂL ]_A,}E// [Ut//T,'L’lA”} — [US’T;L ]-A’]E” [USHTTIL/IAN]

= E[USU ™ 1aar]. (12.17)
Ainsi, U’ et U” sont des martingales locales sur (2, F, (F;)i>0,P). Comme U0, ™ est
aussi une martingale, alors

(Ut’TZL U;’Té’)TJJ\TT’{ _ U;T,’L/\T;; Ut”T,g/\T;; _ (Ut’Ut")T’QATT/L/

est une martingale (car martingale arrétée) et donc U'U” est une martingale locale car
T'ANT! — +oo (T, = 400, T/ — 4+00). Par conséquent, (U, U"); = 0.

En appliquant ce qui précede & U’ = M’ N'(:1) et 3 U” = B”, il s’ensuit sur cet espace
produit (€, F, (F)>0, P) donné en (12.16) que B” est un mouvement brownien et les M )
et N'(:9) sont des martingales locales avec (M) B"0)) = 0 d’apres (12.17).

Etape 3 (algébre linéaire). On utilise maintenant des résultats élémentaires d’algdbre li-
néaire : on rappelle que si ¢ = oo™ est de rang ¢ (< d,m) alors o est aussi de rang (. La
dégénérescence de oo* est la difficulté qui oblige a construire un mouvement brownien sur
une extension (2 de I'espace V.
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Soit ¢ = o*o une matrice de taille m x m symétrique positive (de rang (). Elle s’écrit
¢’ = IIAIT* ou II est orthogonale de taille m x m et A est diagonale avec A;; > 0 sii < (
et A;; = 0sii> (. Soit alors A’ la matrice diagonale avec

Ay=1/Ay; sii<¢ et A,=0 sii>(

On a AN = A'A = I,,, ¢ en notant I, - la matrice diagonale de taille m x m ayant 1 pour les
¢ premiers éléments diagonaux et 0 pour les suivants. Soit enfin ¢’ = A’'II*o* une matrice
de taille m x d. On a alors

o'co* = (NTI*0*)(00*) (oTIA") = (A'TT*)(ITAIT*) (ITAIT*) (ITA') = A/AAN = I,,,c. (12.18)

Enfin comme A = IT*¢'Il = [I*o*oll = (oll)*(oll), en regardant les termes diagonaux pour
k>, ona Z?:1(UH)32,k = 0sl k> (. Ainsi, (oll);; = 0 pour tout j € [1,d]] si k > ¢, ce
qui s’écrit encore oll = olIll,, (. Par suite, il vient :

ollo’c = oll(A'Tl*0*)(00*) = oTIA'TI*(IIAIT*) o
= (oI)(AN'M)IT*0* = oll1,, JT* 0"
= ollll*c* =00™ =c. (12.19)

Etape 4 (suffisance). On montre maintenant que la condition de la Proposition 12.7 est
suffisante. Il s’agit de constuire un triplet solution {X B, (Q,F,(F)e0,P } tel que P’ est
la loi Py de X.

Comme la fonction matricielle o est borélienne sur Ry x R?, il en est de méme pour son
rang (. On peut aussi vérifier qu’on peut choisir pour les matrices II et A des fonctions
boréliennes. De méme, les fonctions A’ et ¢’ sont boréliennes.

On introduit la fonction borélienne o = sup;,, ;<407 ;|- La fonction o'/a étant bornée
(avec la convention 0/0 = 0), on peut définir pour tout i = 1,...,m les intégrales

d rtgl .
:Z/ (s, X" dM.V). (12.20)
=170 @

Comme par hypothese du sens indirect M @ M) ,‘M "(@9) sont des martingales, le Lemme 12.9
(étape 1) assure que (12.12) : (M'® M'0)), = ALl

On a alors

wo,u0, =[50 T ) a3 0),
O k=1

d
o c
= /E zk lkl (s, X7.)ds
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o 1wy
0

o? 5

t
1
51 ] —]_ s / ) d

en utilisant ¢’co’™* = I, obtenue en (12.18) & I'étape 3. Cela assure que les intégrales
stochastiques

v = / a(s, X!)dU® (12.21)
0

sont bien définies avec en plus

t

Dans la suite, on utilise
S

t
<M/(i),V(j)>t - /a<S’X’)d<M/(i)7U(j)>s
0

t
= Z/ Oé(S,X;)F’(s,X’)d(M'(i),M'(’“)>S (Déf. (12.20) de UW)
0

t
=2 / 75, X0 d{M O, MO),
0
t d
= / Za;k(s,Xg)ci,k(s,X;) ds (par (12.12) avec la notation (12.10))
0 k=1

= /0 (co™)i (s, X7 ds. (12.23)

On rappelle que B” est un mouvement brownien sur 2 et qu’il est indépendant de I'espace
facteur €. Pour ¢ < m, on définit les P-martingales locales & trajectoires continues suivantes

. . t 1"(: y m t
7 =V + / Lcoxn<n dB,O et B =" / Mix(s, X0)dZ®. (12.24)
0 k=10

Noter que, par indépendance sur les espaces facteurs 2 et Q” comme en (12.17), on a
(M'®D B"®) = 0 et donc par (12.20), il vient (U@ B"®)) = 0 puis par (12.21) aussi
(V@O B"®Y = 0. Avec (12.22) et (B"® B"W), = §,;t (mouvements browniens indépen-
dants), on obtient

t
(Z2W,29), = <V(”,V(”>t+5i’f/0 Lig(s.xp)<iy ds

t t
= 0 / Lic(s,xy)zi} ds + 04 / Lic(s,xp)<iy ds = 0y 4,
0 0
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et donc

mo ot
(BW BWY, = Z/(Hi,kﬂj,l)(S,X;)d<Z(k),Z(l)>s
0

k=1
m ot

= Z/(Hi,knj,k>(saX;)dS
k=170

t
_ /Knnvm@axgdszémt
0

puisque IIIT* = I,,. Par conséquent, Z et B sont des (F;)-mouvements browniens m-
dimensionnels (Théoreme 7.9 (Lévy)). En particulier, B est le mouvement brownien cherché
sur 2 pour résoudre 'EDS E(a, o) sur (Q, F, (Ft)e>0, P) comme en (12.2). Pour le voir, on
considere les processus pour i € [[1,d] :

. 10 . t < ! j
Y;(l) _ Xt(l) —2® _ / a;(s, X.)ds — Z/ 0;;(s, X)) ngj)
0 j=1"0

. m t .
— Mt@—Z/ 0;;(s, X)) dBY.
j=1"0

Ce sont des martingales locales a trajectoires continues nulles en 0 et il s’agit de voir qu’elles
sont indistinguables de 0 pour établir que X' = (X' .. X' @) est solution de E(a, o)
comme en (12.2). Comme Yo(i) = 0, on le montre en établissant ci-dessous que le crochet
(Y@ Y®), est identiquement nul.

On a

m t
<WWWN=WWM%+Z/%MﬂMM&MWWWS
k=170

—2§:/t oix(s, XD)d(M' D BW),. (12.25)
k=10
D’abord, avec (12.11) et (12.10), on a
(MO MDY, = /t cii(s, X1 ds. (12.26)
0
Ensuite, pour le deuxiéme terme de (12.25), on a :

m t
Z/ oin(s, X)oi(s, X2)d(B®, B,
k=10

-3

m
k=1

t t t
/O’ik(S,X;)dS_/ Zaﬁk(s,X;)ds—/ cii(s, X.)ds. (12.27)
0 0 0
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Puis pour le troisitme terme de (12.25) : d’abord, comme (M@ B"®) = 0, on a par
définition de B” puis de Z” en (12.24) :

mo ot
(MO, B0y, = Z/ L (s, X) d(M'D, 280,
— Jo

m t
- Z/ Winls, X <d<M/(i)’ V), Lo xpyamy d(MD, B"(’“)>s>
_ 0

m t
= > [ Mot Xpar o, v,
k=10
m t ,
= Z/(Hj,k(ca Nik)(s, X1)ds (dapres (12.23))
k=170

t
- / (co ™), (s, X1 ds. (12.28)
0

Et donc le dernier terme de (12.25) s’écrit avec (12.28) :

m m t
S [ ousto X0a0r O 50 = 3 [ ol X e T )us(s, X2 s
k=1 k=10

0

¢
= /(ca/*H*a*)i,i(s,X;)ds

0
¢
= / cii(s, X.)ds (12.29)
0
car par symétrie de ¢ et avec (12.19) obtenu dans ’étape 3
co *I*o* = "o *IT*o* = (ollo ¢)* = ¢* = c.

Finalement avec (12.26), (12.27) et (12.29), (12.25) s’écrit
¢ t ¢
(YO y®y, = / cii(s, X!)ds —|—/ cii(s, X)) ds — 2/ (ollo'c); (s, XL) ds = 0.
0 0 0

Comme en plus Yo(i) = 0 P-ps, on en déduit que Y@ est P-indistinguable de 0. Cela signifie
que X' considéré comme processus sur 'extension (€2, F, (Ft)i>0, P) est solution de 'EDS
E(a, o) relativement au mouvement brownien B construit en (12.24).

Comme par construction P’ est la loi de X’ (puisqu’il s’agit du processus canonique), cela
signifie aussi que P’ est mesure-solution de I'EDS E(a, o) et on a le résultat cherché, ache-
vant de prouver la Proposition 12.7. O

Ci-dessous, on justifie que sous de bonnes conditions, on peut construire la solution faible
directement sur I’espace canonique Q' = C'(R,, R?) sans étendre I'espace ' en Q = Q' x Q"
comme on ’a fait dans la preuve de la Proposition 12.7.
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Corollaire 12.10 On considere I'EDS E(a,c) avec m = d. On suppose I’hypotheése (loc)
satisfaite et on suppose en plus que la fonction o est inversible d’inverse o= localement
borné. Il existe une probabilité P’ mesure-solution sur (', F') = (C(R,,R?), B(C(R,,R%)))
si et seulement s’il existe un (F,)-mouvement brownien d-dimensionnel B" sur (', F',[P")
tel que X' soit solution faible de E(a, o) relativement a B', et de loi P’ = Py.

Démonstration : Le sens indirect est immédiat puisqu’alors {X "B (Y, F L (F)iso, P )}
est solution faible et donc P’ = Py est mesure-solution.

Pour le sens direct, on construit un triplet solution directement sur (', F’). On reprend
I’étape 4 de la preuve précédente mais sans les étapes 2 et 3 qui ne sont plus nécessaires.
En effet dans I’étape 4 de la preuve de la Proposition 12.7, comme par hypothese o est
inversible, on peut prendre presque stirement ((z,t) =m et A’ = A™1.

Avec ((z,t) = m et A’ = A, les définitions en (12.24) se spécialisent en Z() = V)
et donc B ne dépend pas de B”. C’est donc un mouvement brownien directement sur
(', F' (F])e0, ') (et pas seulement sur 2 comme dans 'étape 4 de la Proposition 12.7).
En d’autres termes, on n’a pas besoin d’introduire 'espace auxiliaire €2” et les processus

Y@ sont définis sur Q' également. On construit alors la solution faible directement avec
B = B sur V. O

12.3 Unicité faible avec probleme de martingale

On prouve maintenant le Théoreme de Yamada-Watanabe énoncé au Chapitre 9 (Théo-
reme 9.5) : on considere I'EDS

dXt = a(t, Xt) dt + O'(t, Xt) dBt (1230)

ot a: Ry xRY o : Ry x R — R¥>™ sont boréliennes et B est un mouvement brownien
(standard) m-dimensionnel.

Théoréme 12.11 (Yamada-Watanabe (1971)) On suppose que les coefficients a, o vérifient
(loc).

(1) L’unicité trajectorielle implique l'unicité faible.

(2) Toute solution sur un espace quelconque (2, F, (Fi)is0,P) relativement ¢ un (F;)-

mouvement brownien B est en fait adaptée a la filtration (FP)i>o engendrée par ce
mouvement brownien (ie. X est solution forte).

La réciproque du Théoreme 12.11 est fausse comme déja vu dans le contre-exemple de
I’Exemple 9.4 justifiant qu’il peut y avoir existence et unicité faibles sans qu’il y ait unicité
trajectorielle.

Pour prouver le Théoreme 12.11, on commence par deux résultats préliminaires associé
a une solution X de V'EDS (12.30) sur un espace (Qq, Fo, (F°),Pg) avec un mouvement
brownien B°.
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On considere
— D’espace des fonctions continues d-dimensionnelles munies la filtration (F});>0 en-
gendrée par le processus canonique Xj(w) = w'(t), t >0 :

(Q/7 ]:,7 ('Ftﬂ)t20> - (OO(R-H Rd>’ B(OO(R-H Rd))? (O-(w,(s) HES t))t20>;
— l'espace de Wiener m-dimensionnel
(', F(F),P") = (CORy R™), B(CO (R, R™)), (0((5) : 5 < ))z0, P')

ou P” est I'unique probabilité faisant de B}(w) = w”(t), ¢ > 0 un mouvement
brownien.
On pose alors
Q=0'xQ", F=FoF, F=(FeF). (12.31)
s>t
Comme précédemment (cf. étape 2 de la preuve du Théoreme 12.8), toute variable U’ sur
Q' ou U” sur Q" se prolonge avec la méme notation sur  par

U/(W/7w//) — U/(w/>, U//(w/,w//> — U//(w//).

Etant donnée une solution X de PEDS (12.30) sur un espace (€, Fo, (F°);,Py) avec un
mouvement brownien B°, on note Pq la loi du couple (X, B) sur Q = ' x {, c’est a dire
'image de Py sur (Q, F) par I'application ¥ : Qg — Q définie par ¥(w)(t) = (X;(w), Bs(w))
lorsque les trajectoires t — X;(w) et t — By(w) sont continues et par ¥(w)(t) = (0,0) (par
exemple) sinon sur ’ensemble P-négligeable N ou ce n’est pas vrai. La premieére marginale
de P est la mesure-solution Pyo X~ de I'EDS (12.30) (P(A’ x ") = P'(A4)), et la seconde
marginale est P” (car B° est un mouvement brownien, P(€) x A”) = P"(A")). Les deux
marginales ne sont pas indépendantes, et comme " = C°(R,, R™) est un espace polonais,
on peut désintégrer P selon P” par un noyau de probabilité Q de (Q”, F”) dans (0, F'),
unique aux P’-négligeables pres :

P(dw', dw") = P"(dw")Q(w", dw'"). (12.32)

En particulier, la probabilité P’ qui en découle sur €)' s’obtient par

P(duw') = | QW",dw")P"(dw"). (12.33)
Q//

A Dinstar du Lemme 12.6, le résultat suivant transfere des propriétés de martingales de 2
ou ' aQ:

Lemme 12.12 Sous les hypothéses précédentes, les processus M’ et N'G9) en (12.11) et

. "0 t
U,(i7j) — Mt(l)Bt (]) —/ Ui’j(S,X;) dS (1234)
0
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pour i =1,...,d et j = 1...,m, sont des P-martingales. De plus, pour tout A € F;, la
variable aléatoire

Ql,(w") = / 14(w, w")QW", dw') (12.35)
est P-ps égale & une variable aléatoire F/-mesurable.

Démonstration : L’assertion concernant les processus M ) et N'(27) se montre exactement
comme dans les Lemme 12.6 et Lemme 12.9. La démonstration pour U /) est analogue
lorsqu’on remarque que les processus

U = (O oY) —/ 0ij(s, Xs) ds
0

sont des P-martingales locales avec U = U'(%) o ¥ comme dans le Lemme 12.6.

Pour la seconde assertion, comme la filtration (F});>¢ est continue a gauche, par un argu-
ment de classe monotone, il suffit de la voir pour A = A’ x A", avec A’ € F, et A" € F].
Dans ce cas, on a Q14(w”) = Lav(w”)Q(w”, A") donc en fait il suffit de montrer que Q(-, A")
est F/-mesurable si A’ € F/. Cela revient & montrer que’

E'[15Q(- A')] = B [Q( A" (B|F)) (12.36)

pour tout B € F”, ou méme, par un autre argument de classe monotone, pour B = CN D
avec C € F/' et D € F'® = ¢(B’ — B/ : r > t). Etant donné (12.32) et comme les
tribus F et F @ sont indépendantes sous P’ (car B” est un mouvement brownien) donc
P"(B|F}) = P"(D)1¢, compte tenu de la définition de P en (12.32),0n a :

B/[1Q( )] = [ 1o La()Q(", o P"(d) = B(A'x B),
et comme P’(B|F/) = P"(C N D|F) = 1cP"(D),
B[QC AP/ (BIF)] = [ QU AVl P (D) () = B x CJP'(D)
(12.36) est alors équivalent a :
P(A'x (Cn D)) =P(A" x C)P"(D). (12.37)
Le membre de gauche ci-dessus est P(U~!(A’ x (C'N D))). Mais a I'ensemble négligeable
N pres, UH(A' x (CN D)) est AgN A; on

— Ap est 'ensemble F;-mesurable ou le couple de trajectoires (X.(w), B.(w)) est dans

AxC,

1. Par approximation, il suffit de montrer que si pour tout B € F, on a E[141p5] = E[14P(B|G)] alors
A € G. Pour cela, avec B = A, on a E[14(1 —P(A|G))] = 0 ce qui donne 14(1 —P(A|G)) = 0 ps et donc
P(A|G) = 1 sur A, soit P(A|G) > 14 et donc P(A|G) = 14 en constatant que les espérances se valent. La
variable aléatoire 14 est donc G-mesurable et A € G.
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— A est I'ensemble des w tels que la trajectoire B.(w) est dans D. Ainsi, A; est dans

la tribu engendrée par o(B, — By : 7 > t) et est donc indépendant de F;.
Par suite, le membre de gauche de (12.37) vaut P(Ag)P(A;). Un raisonnement analogue
montre que le membre de droite de (12.37) vaut aussi P(Ag)P(A;), ce qui prouve le
Lemme 12.12. U

Lorsqu’on a deux solutions faibles de 'EDS (12.30)
{Xb Bl; (Qlafla (*El)t207pl>} et {X27 B27 (927f27 (th)t207p2)}

on mélange ci-dessous les outils associés ci-dessus a chacune de ces solutions. Les lois
P, =P, o X; ' et P, = P, o X; ! sont mesures-solutions de (12.30). A chaque P}, i = 1,2,
on associe comme ci-dessus une probabilité P; sur la méme extension (Q, F, (F;)i>0) en
(12.31). La probabilité P; a pour seconde marginale P”, et se désintégre selon (12.32) avec
un noyau de probabilité @; qui permet de retrouver IP; par (12.33).

On considere alors la super extension donnée par 1’espace produit
Q= xUxQ, F=FeFeoF, F=(|(FeFeF) (12.38)
s>t

muni de la probabilité
P(dwy, dwl, dw") = Q1(w", dw])Qa(w”, dw))P" (dw"). (12.39)

Noter qu’'une variable U” sur " admet une (seule) extension sur {2 notée de la méme
fagon (U"(w],w),w”) = U"(w")), tandis quune fonction U sur €2 admet deux extensions
différentes notées

U(1>(wi7wé7w”) - U(wi7w//)7 U<2)(wivwé7w”) - U(Wéﬂw”>‘

Lemme 12.13 57 M est une martingale locale a trajectoires continues sur (ﬁ, F, (Fb)e>o0, IP’Z-),
son extension M (i) est une martingale sur (2, F, (F;)>o0, P).

Démonstration : On montre le résultat pour ¢ = 1. Quitte a localiser par un arrét, on peut
considérer que la martingale locale M est bornée et est donc une vraie martingale. Il s’agit
alors de montrer que si s <t alors pour tout A € F;, on a

E[M(1),1a] = E[M(1),14]. (12.40)

Par un argument de classe monotone et continuité a droite, il suffit méme de considérer
A=A x Ay x A" avec A; € Fj et A" € F{. Dans ce cas par la définition de P’ en (12.39),
et de Py en (12.32), on a

E[M(1)14] = /1A1(w’l)lAz(wé)lA//(W")Mt(wLw”)Ql(W”>dw’l)Qz(W’deé)P”(dw”)
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= [ [ (@l )L ) Ly ()M P ) Qo )
= Ei[14vQs(-, A2) 14, My] = Eq [14vQs(-, A2)1 4, M,
ou la derniere égalité vient de ce que Qs+, As) est F/-mesurable, par le Lemme 12.12

puisque Aj € F/. Le méme calcul en partant de E[M(1);14] aboutit au méme résultat,
prouvant (12.40). O

A Taide des Lemme 12.12 et Lemme 12.13, on donne maintenant la preuve du théoreme
de Yamada-Watanabe (Théoreme 12.11).

Démonstration :[Théoreme 12.11] Comme juste précédemment, on suppose que P} et P
sont deux mesures-solutions, et on reprend les notations de ci-dessus. Par applications

des Lemme 12.12 et Lemme 12.13, on voit que les processus M @ (k), N'@9)(k), U @) (k)

sont des martingales locales a trajectoires continues et nulles en 0 sur (2, F, (F;)t>0,P) en
(12.38)—(12.39) pour k = 1,2. En particulier, on a

MOy, MO (k) = /0 (5, X' (k) ds

et
t

(D (k), B0 (k), = / 015, X' (K)s) ds.

0
Par suite, B” est un (F;)-mouvement brownien pour PP, et si on pose

) t m t o
YO(k), = XO(k), -2 — / a;(s, X'(k)s)ds — ) / 0;i(s, X' (k)s) dB. V)
0 =170

m t
= M%), - / 015, X'(k),) dB,D
=170

on vérifie immédiatement pour cette martingale locale que
YO, YO = (MO, MO (R, -2 <M’“><k>, > [ ot 8109.) dB;’<f>>
j=1
+ <2m: /0 0:;(s, X'(k)s) dB., Y, Zm: /0 ii(5, X' (k)s) dB;’<J'>>
j=1 j=1
= /tcm(s,X 3—22/0”85 2)0i (s, X'(k)s) ds
0

m

+ Z/O 0:.i(s, X'(k),)* ds

Jj=1

t

t
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= 0,
par définition de ¢;; en(12.3). 1l s’ensuit que Y@ (k) = 0 et donc X'(k) est solution de
I'EDS (12.30) sur I'espace (§2, F, (F¢)i>0, P) relativement au mouvement brownien B”.

On applique alors 'hypothese d’unicité trajectorielle : les deux processus X'(1) et X'(2)
sont P-indistinguables. En d’autres termes, P(w] # wj)) = 0. Par suite, étant donné la
définition de P en (12.39),

0 =Pl £ ) = [ [ [ Lugip) Qa6 de)Qule”, dut P (d")

soit pour P”-presque chaque w” en dehors d’un négligeable N, on a

0= [ [ Loty @l ) @ale ) = [ Qulw” {u5)) Qul i)

On a donc Q1 (w”,{w5}¢) = 0 pour Qy(w”, -)-presque tout wy. Comme )y est une probabi-
lité, pour w” & N, il s’agit d'une masse de Dirac,

Ql(w”, ) = (5f(wn)(dw’1), (12.41)

pour une certaine application f : Q" — €. Il en est de méme avec )3 : pour une certaine
application g : Q" — 0 :
QQ(W”, ) = 5g(w//)(dwé).

Les deux applications f et g sont P”-ps égales puisque par (12.39), on a
| = P, =u) = / 1oty @1 (0", d}) QW desh P (d”)

= / 1t =t O oy (W) Og oy (wy ) P (dw”) = P7(f(w") = g(w")).

Par suite, Q1 (w”, ) = Qa(w”, ) siw” & N et donc P} = P, par leur expressions en (12.33),
prouvant 'unicité faible cherchée.

De plus, de (12.41),on a X’ = f(B") P;-ps et il est clair que w” +— f(w"); est F/-mesurable :
par suite, sous [P}, le processus solution X' est en fait adapté a la filtration engendrée par
B,

Si maintenant, on considere une solution X relative a un mouvement brownien B sur un
espace de probabilité quelconque, la loi du couple (X, B) est P, comme en (12.32) et comme
X' = f(B") P-ps, il en découle que X = f(B) ps sur 'espace sur lequel ces processus sont
définis. Ainsi, X est adapté & (F/)i>o, c’est a dire la solution est forte. O
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