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c = +∞ v�
(tA, xA, yA, zA)

PgkcWF][QTS�P[X�kfkcMOY�kcW�W�a�S�P�Y�l�LskcVTW9]
A
YjK�W�PRQTS�MOadmqa�MOS�WF]_VTS�QoY�kcW�W�a�LjK�MrQTS�LskcP_]_l�Q\K^]J� v
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SO(1, 3) = {g ∈ GL(R4) q(g(ξ)) = q(ξ), ∀ ξ ∈ R× R3} â
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so(1, 3) =
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0 tζ
ζ M
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E1,2 =




0 (0)
0 1 0

(0) −1 0 0
0 0 0



Q
E1,3 =




0 (0)
0 0 1

(0) 0 0 0
−1 0 0
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E2,3 =




0 (0)
0 0 0

(0) 0 0 1
0 −1 0
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∀ s > 0 , q
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®Râ%â x�£��4}5�\«�� z4¥Bx0£F��}F�°�V�V�����4}%â
Pt(ξ̇,H) = 1
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t > 0
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H
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t > 0
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Pt(g(ξ̇), g(A)) = Pt(ξ̇, A).
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∀ n > 1, Pt(ε0, .) = P t
n

(ε0, .) ? · · · ? P t
n

(ε0, .).
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Fλ(ξ̇) =
sin(λρ)

λ

��

(ρ)
, Fλ(ε0) = 1, F0(ξ̇) =

ρ
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ρ
,
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µ̂(λ) =

∫
Fλ(ξ̇)µ(dξ̇).
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45þ>æ�ç?ø�ó�ï4ò�ç�èPèCë)è {ξs}s>0

òPï*ð�ô7ç�ó�ü'ç
Pu0

ñ<ø�ó�çCè�ê�ë�çYè*7 ó�ç�ûYç�ð�í�ô7ç�óPèYë ðpø	ï7î¬ð�í
ξ∞ ∈ C\p þS62ðkòPçXè�ç�ð�è^¢ {ξs}s>0¡=ð�îBíAø	ì7óTè�ç%òPï7û>ø ï*ó�íýç�óWòPï7û%û$çWë ð�ç>ü5éPï4ñ�é�èPîcê�ë�ç$ñ�çWõ ë û%îOÕ�ó�ç4þ
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) ç�í
σ(ξ∞)

òPïjË¬ð�ò�îcñ�ç�ð�í7ÎGñ�ç�è?ç�ð	è�ç�ûæ��õ/ç�èWñ�ç
Pu0

ñoûYçCèCë ó�ç?ð�ë õ¬õ/ç�ø�ó�Õ�è�þ
� Æ � WæK�Y�kcLf]gS(Q\K�W�k�]wK^]_VTkcWæW�kcWC]_MgK�Y�V ]gVTkcW�W�S�QTQTS C>0(ξ)

b�Sd]_X v Lskcl�MJMgK�L�LsS�QTS�M5t9l	I VTQ�P�I K��cV ]JQ { Y�S7`Fa�M_V ]gK�~�QTS�P7X�ÅcW�S�P7K T7W�S�PJY�S R1,3 U
∀λ > 0, ζ ∈ C>0(ξ)

b
ξ + λ(ζ − ξ) ∈ C>0(ξ) v�wÈ � W(K�Y�S�PRa�t9l�V `cK�QTS�W�X�S�P�K�W�K�QTkc�cl�S�P�K�`FS�X�QTS�PrS�W�PgS�h�~�QTS�P;mnl�]gl�M_P v�wÜ � W%S�WF]_S�W�Y3LjK�MrQ { h7kcW9]_MOS�Mrt9l�S�X�S�~�kcMOY�S�PO] y kch7a�kch7kcMOL y S { ]gS�QTQTS�kcl(]_S�QTQTS�`cK�MOVTad]ga v
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Q0\[���!

gsε0 = ξ̇s â {�Y�	��
�!���+/� ��+/�5&_� �
q_!9çH�4*&"����
���+N1��T#%�5����/��#$��&'�2�]} *�	�	���\U +/#Y*��+-��& •' !�+ ³ �	��
�
��5��
 â

es+ds = (gs+ds, ξs+ds) '
(
gs+ds, ξs + ξ̇sds
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)
{;������� !��4
�
���
 {es}s>0


��	�
SO0(1, 3) × R1,3 �	��+/�K� �5&�!*Qr��D[)�v� �v���	��������#$��� �¤q_!9çH�4*&;Q7B������J
����-� ��+-��&E� �

�Í} ��,'��*��+-��&8� +N.0������&'��+/���/�-�T
����)!P���
���+<,5���
des = Vj ◦ dwjs + V0ds,

M ®Ñâ Â�â ¾ S
���

Vj(e) = eẼj
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2s Y&	��
O� �T�<"@B����#$�H,'��5� �P7��+<,'�	�

q
M ¤ D S âgy} ��
��$�	&n@c�+N�Y!��<�
�
�+<,'�	��Mc���$�/�G���	��������#$� ¢�¢)¸ �-�G#$��&'��������)SH,'��} �����&5�$� ��&�&	�

e0 = (g0, ξ0) ∈ G Q��/�4
W����+-�	��

Inv

(
{ξ̇s}

) ���
Inv

(
{gs}

) !��#Fý&�!�+-� ��&'�Vÿ%� ��
2��[���&���#$��&'��
2� �
Pe0

³ #$��
��	���]&)�	�-�/�]�	����
�A)+/�A��&L[7"�	��&�!]� �H#CB�#$�>�������
Inv

(
{(ξ̇s, ξs)}

) ���
Inv

(
{(gs, ξs)}

) â sr��
�
�+3
�} � !�!������ ³ � ³ �5&K� �W�-X�	+N.0��
�+/�5& {
(gs, ξs)

}
s>0

= {es}s>0

���� G â g��������� +N.0��
�+/�5&p���P*&'�r��&	R���&�� �����T����>� �4
r!P���#%��
r� �"[���!������	��
�+/&)[7*��+-�&'��
O����������&�
��<7��+/�5&_ÿYR5���!P�	��Q��-L
��	+/��� {en}n>0��
��>�	&	�%#Y*�P!P�	�W��/�47���5+/���?
��	� G â {;�W���	��������#$�W
��	+-[\�&'�>�P*#$��&	�"�Í} ������� �$� ��!���#$���5������#$��&'�H�
�('#$� ���*��+-,'�	�%� �W�<

� +N.0��
�+/�5& {es}s>0
ÿ%!����-�/�?�	�]�<$#Y*�P!P�	�H*�-��7����+-��� {en}n>0 â vo�;@c*+/����*����+-�T� �L@B�5�/9)�-�����T
��	�O�-�T
��*����� â

�3��"�û��7ü��y� ¢ ¦�å[QAï7îBí
e0 ∈ G

þ2æ�ç�èrí�óCî_�Cë)è
Inv

(
{es}

) ç�í
Inv

(
{en}

) òPï7î¬ð0ò�îcñ5ç�ð�í�Î"ñ5çCè>ç�ð	è�ç�ûæ��õ/ç�è>ñ�ç
Pe0

ñoûYç�èPë ó�ç
ð�ë õ¬õ/ç�ø�ó�Õ�è�þ
• z)�5��
]�Í} +-#%���	�-
�+-��&`� � ² �	�P
�����&)������RZM�Ý ² �	� ¾5´\Þ SPQ��]} ������� �Y� �Z!���#$����������#$��&5�?5
�()#$� ������+<,'�	�%�	��
]#Y*�P!P�	��
H*�-�� ³����+-����
2
��	�O� �4
2R������	����
2
�} ��
��O� ��[5���-���	�����]�	*&�
V� �H&	�5#W�	������
��4
�� +-���4!C��+/�5&�
�Q)�����	�V[5��&	+-��������&�� ���]
�?�	�<�!��>&�7���������/�-�

�	*&�
H�]} ������� �X� ��
?�	��� !���
�
���
H� ��{���[)(�
��	�W� �4
HR������	����
 â �3���	�P
���+/[7*&'�T�-��
H����\[7*�	U��7} srÜ���&�!������LM�Ý s�Ü�� µ*Â7Þ SPQ�mr*�	R5+� ��&	&����	*&�
�Ý m��� µ�µ4Þ �	&	�r�	��
�!���+/� ��+/�5&Y�!P�	��[����5Q7��&$������#%�4
=*�-R����	��+-,'�	�4
�Q*� �r�Í} ��&�
���#"�	�-��� ��
s@B�5&�!C��+/�5&�
a�����#$�5&	+-,'�	�4

���5��&	����
?Mc���5�	�]�-Y#Y���!P�	�?��/�47����+-���7S2
��	�r�	&pR����������T�-� !�*�-��#$��&5�]!���#$��5!C�4Q�
�����
>!��������+/&��T�'()���*���	��
��W� �"#%�5#$��&'�

��	�]�<X�-��+s� ��
]
��� ��
"M�Ý m�*� µ�µ�Þ Q0���	��������#$��


8.4
���

13.4
S â z L#$�������)�	�"
�} ��	�	�-+-,'�	�"+-!�+�Q0���H�<X�������+/� ¸ å § å ¢ ��
��]!���& ³
�5!��������?ÿX�Í} ��U ���5
��"�7} �	&	�%� ��#$��&�
�����*��+-��&_*�-R����	��+<,'�	�W�7} �	&��&�*�-��R5�	�?� �4
����	���5����#%�4
 ¢�¢ ��� ¢ ¼AQ0�	*&�
��]} �4
��	��+/�]� �4
���P\[\�� UL� �YÝ m�*� µ�µ�Þ â {;�4
V&	�*��+/�5&�
O�7} *�-R��������]&	��!���
�
��+/����
2(L
���&'�O�P*�	�����-���4
 â

¬�� � K�X�kch7LskcPwK�WF]_S�X�kcW�W�Sd°�SeY�S�Q�I VTY�S�WF]gV ]_acb�L�QTl�P[L�MOa�X�VTP_a�h7S�WF] v
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g = NAK
�<Z�	��!��5#$���'
�+/��+-��&b�7} vo:25
�\:V��7} �	&b���-��#$��&5�

g ∈ SO0(1, 3)
QV�
�
�� !�+/���K��b
�����
 ³ R������	���

!���#$#"� ��*��+/@�#$*U +/#Y*� A =

{
A =

� +<*R (( !P� t 
��
t
��

t
!P�
t

)
,
v��

2

)
; t ∈ R

}
â h��5� �"����+-&'�

(g, ξ)
� �

SO0(1, 3) × R1,3


�} ��!���+/��� �H@c�:���&K�	&	+<,5���
(g, ξ) =

(
N, r(ε0 − ε1)

)(
A, u(ε0 + ε1) + vε2 + wε3

)
(K, 0),

�-%#W�	���-+/�	�-+<!�7��+/�5&8�����&'�O!����-�/�?�	�G�	��� � �	+/�r
���#$+ ³ � +-���4!C� â
�3��"¦û��7ü��y� ¢ é � �_��¤�»�¥d�z������¤�é�é � �4åRQAï7îBí

ε0 = (g0, ξ0) ∈ SO0(1, 3)× R1,3 ¢Vç�í {en}n>0
õ-ìXûYì7ó�òFÉ)ç$ì*õ/éPì*íùï7î¬ó�ç

èPë ó
SO0(1, 3)× R1,3 ¢=î<è�èCë�ç%ñ�ç

e0
¢
en = (gn, ξn)

þ ò ï*íùï7ð�è gn = NnAnKn
õ/ìKñ�éPòPï7û>ø	ï\èCîBícîcï*ð`ñ�÷ \*]�ì7è�ì^]�ì8ñ�ç

gn
þ

45þ_�"ì7ð	èTõ/ìGñ�éPòPï7û>ø ï7èCîBícîcï*ð
(gn, ξn) =

(
Nn, rn(ε0 − ε1)

)(
An, un(ε0 + ε1) + vnε2 + wnε3

)
(Kn, 0),

õ/ç�èHèPë îBíùç�è {Nn}n>0
ç�í {rn}n>0

ò�ï*ð�ô7ç�óýü5ç�ð�í
Pe0

ñ<ø�ó�çCè�ê�ë�çHè*7 ó�ç�û$ç�ð�íùþ
5 þ>æ�ìXí�óCî_�Cë_î¬ð�ô\ì*óCîcì7ð�íùç

Inv
(
{en}

) ç�è�í2ç�ð'ü'ç�ð�ñ7ó�é�çF¢aè�ï7ë)è
Pe0

¢Aø	ì7ó?õ-çCèTô7ì7óCîcì
��õ/ç�è%ì7õ-é�ì�íýï*î¬ó�ç�è
N∞

ç�í
r∞

þ
{� #Y*����+-!��

N∞
� ������&��E��} �	& [��4!C�����	�

h∞ ∈ R2 â {��!��������4
�����&���*&�!��p��&'�����Z�/�4
K,'���&'��+/����
8��/R5���	��+-,'�	�4

(h∞, r∞)

Q��7} �	&	�T��*����Q �����-��
O,'���&'��+/����
VR5���5#%������+-,'�	�4

(σ∞, Rσ∞∞ )

Q��7} *� �����H������4Q	��
��O��U �	�-+-!�+N��� â
&n�#û�ä�û����! #�;û�� ¢ Ç;å]æ�çHô7çPò�íùç�ë ó

h∞
ç�è�íaõ/ì]ø�ó�ïd��çPò�ícîcï*ðpè�íýé�ó�éPï�ü*ó�ìCø�É'îcê�ë�ç"ñ�çTõ-ìXñ7î¬ó�çPò�ícîcï*ðJì\ècÊ7û>ø�íùï*í�îcê�ë�ç

σ∞ ∈ S2 ñ�ç
{ξ̇s}s>0

þ
ÍVðJì

r∞ = 1+|h∞|2√
2

Rσ∞∞
þ

sr��
�
�+;�-�T����
��	�N�P7��� �fm���	R�+;� ��#$��&'����� ³ � ³ +/�;�	�]#Y�&	+/�����]���*����/��#$��&'�r� +/.�������&5���H�/�H���	���5����#%� ¢�¢ â



É ÊqË�ÌÎÍGÏ�Ð `

a ¡Hbdc eã�v� �vÚOØ f �hgjilkãÚV�ÛÖ Ó �nm �og � Óv�hpqi �EÚ�kãÚO¡ �EÚOØ

Ô×Úsr Ö×¡FÚV���

tvuxw y{z,|~}:���R��|��������
���A�3�A� ����� ú � f g���i��rg ��� ��ú��A�rhsg�� � ø
{;���

d > 2 â p������ {ε0, ε1, ..., εd}
�����"!��&	��&�+-!�*�;��5
�+<
���@

R × Rd Q0*&�� (ξ0, ξ1, ..., ξd
) ���	�"!��'�5���	+/&�*���4
O�*@=Y����+-&'�

ξ ∈ R× Rd +-&K���	+<
O��5
�+<
 â hV���T[���!����5�V
���5!�� R× Rd +<
O��&�� �7:��4�L:O+/���_$,'����	��*��+<!�@B�5��#

q(ξ) =
(
ξ0
)2 −

((
ξ1
)2

+ · · ·+
(
ξd
)2)

.

h��Y� +<
���+/&�R��	+<
��K���	�T��
���*��ja��!��-+-� +<*&_
����!��
R1+d @B���5# (R× Rd, q) Q	:2�T
�����/�A&��*��� R1,d ���	+-
��-*�������r
����!�� â

���-�/��x#�`}'z��7¥B}9�$x�~
q

• hV����
����=�*@Aj Y&	�O+<
��5#%������+/�4
s�*@
R1,d Q�+<
a:2���-� 9)&	�7:O& â hV�	��
����=�*@0� +/����!��=�/+-&	�4*�a+<
��5#%������+/�4
s+-
�]
��	�	R5���5�	�

SO(1, d)�*@
GL(R1+d)

Q3:O+/���Ç{;+-�X*�-R����	�P
so(1, d) =

{(
0 tc
c A

)
; c ∈ Rd, A ∈ so(d)

}
â s�&)(`� +/����!��Wj Y&	�Y+<
��5#$������(

ϕ
�*@

R1,d !�*&K���T��&	+-,'�	���/(G:O��+/������&
ξ ∈ R1,d, ϕ(ξ) = g(ξ) + b,@B���H*&_���-��#$��&5�

g ∈ SO(1, d)
�&��

b ∈ R1,d â p������ ϕ = (g, b) â hV���WR��������_�*@�� +-����!C�Hj Y&	�"+-
���#$������+-��
r�*@
R1,d +<
���	�?
���#$+ ³ � +-����!C�O�	��� � ��!�� SO(1, d)× R1,d Q :O+N���K����� � ��!��f@

(g, b)(g′, b′) = (gg′, b+ gb′).

m+��89�6���! 7�;û�� ¢ ½�å
(
\�ñ
, 0)

÷ è"òPï7û>ø	ï7ð�ç�ð�íOï�ö"íOÉ)çWè�ç�íOï�ö"ì�·�ð�ç%î<è�ï*û$ç�ícóCîcç�è$ï�ö
R1,d î<è%òPì7õ¬õ-ç�ñKíOÉ)ç1Ø1���d��Ð������¾������Ö��8¢

ì7ð�ñXð�ï�íýçPñ G þ
�_x�za� z�¥Bx0£
• ¿ ��+/���

SO0(1, d) = exp
(
so(1, d)

) AA����+-
H+<
�v��7} 
T!���#$����&	��&5�H+-&
SO(1, d) â hV���+�3��+-&�!�*���"R5���5�	�p+<
>�4,'��*�3���

SO0(1, d)× R1,d â
m+��89�6���! 7�;û�� §�� å �rÉ)ç_ë ð�îBí2ø�è�ç�ë�ñ�ïjñùèùø�É)ç�ó�ç�ï�ö

R1,d É ì\èKí�]�ïtòPï7û>ø ï*ð�ç�ð�ícè K ]�ç8ð0ï*íùç
H =

{
ξ ∈ R1,d ; q(ξ) =

1, ξ0 > 0
} íOÉ)ì�í2òPï*óCó�çCèùø	ï7ð0ñ7î¬ð'üKíùï]ø	ï\èCîBícî¬ô7ç

ξ0 ÷ è�þ

I�I
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H

• e>&	�?!��&K:O��+/���
H =

{
(
!P�
ρ, (


��
ρ)σ); ρ > 0, σ ∈ Sd−1

} â hV�	�T��*+-� (ρ, σ)
+-
�
�*+<�G���Y���T�����3�;�������ÙÐ��}����Ñ��d������
�

�����ór���r���d�� ( !P�
(ρ), (


��
ρ)σ
)
∈ H âhV���

q ³ &	�5��# �*@����	�T[����/� !�+N��(X��@3Y!��	��[5�
γs =

( !P�
(ρs), (


��
ρs)σs

)
∈ H +<


q(γ̇s) = −
(
ρ̇2
s + ||σ̇s||2§o¨9©dª 
�� 2ρs

)
,


��
q
+-&�� ��!���
sym�+/��#$�&	&	+<*&"#%������+-!���&

H
Q*R�+-[���&?+/&

(ρ, σ)
!��)�5��� +-&�*����
��)(H���	�

(0, 2)
����&�
�����@

dρ2+(

�� 2ρ)||dσ||2Eucl âhV�	�����L!��)�5��� +-&�*����
"*���Y�����_mO+-��#Y*&�&	+-�&n��U ����&	��&'��+<*��!��)���P� +/&�7���4
W5
�
�� !�+<7���4�Z:O+N���n�����L����+-&5�
ε0 ∈ H âZ¯ +-[���&

σ ∈ Sd−1 Q)�����T��7��� {(ρ, σ)}ρ∈R
+-
O%R���� � ��
�+-! âpr�*���H����*�O���	�4
��T!��)�5��� +-&�*����
2��\[5�H����G������\[)+/�5�	��7�

ρ = 0
A)���	��(G��*�P*#$������+-Ü��

H\{ε0} â
• ja&�� �7:F�����]��*�/@ ³ 
����!�� R>0,d−1 ≡

{
(y, x) ∈ Rd ; y > 0 , x ∈ Rd−1

} Q :O+N���L���	�fmO+/��#Y*&	&	+<*&K#$������+<!>�	��1�&	�4�
7��%���5+/&'�

(y, x) ∈ R>0 × Rd �)(
(X,Y )(y,x) =

〈X,Y 〉 §o¨f©dª
y2

.

e>&	�T!�*&8!P�	�4!P9X�)(L$� +/����!��r!���-!��	�-*��+-��&L����*�
&y�5û�ä�û����! 7�;û�� §A¢ å¾�rÉ)ç$ó�ç�è�ícóCîcò�í�îcï7ðtíýï

H
ï�ö"íOÉ)çVö�ï*õ¬õ/ï:]aî¬ð)ü�ìCø�ø�õ îcòPì�ícîcï*ð î<è%ì*ðZî<è�ï*û$ç�ícócÊ ��ç�í�]�çPç�ð

(H, q)
ì*ð�ñKíOÉ)ç

É)ì7õ ö�ñùèýø	ì�òPç (
R>0,d−1, (·, ·).

) þ

(ξ0, ξ1, ..., ξd) ∈ R1,d ψ−1

7−→
(

1

ξ0 − ξ1
,

ξ2

ξ0 − ξ1
, · · · , ξd

ξ0 − ξ1

)
∈ R>0,d−1.

M�I â/®Ñâ/® S
\�ícè]î¬ð�ô\ç�óPè�ç?î<èrü�î¬ô\ç�ð��FÊXíOÉ)ç�ö�ï7óCû%ë õ/ì

(
y, (x1, ..., xd−1)

)
∈ R>0,d−1 ψ7→

( |x|2 + y2 + 1

2y
,
|x|2 + y2 − 1

2y
,
x1

y
, ...,

xd−1

y

)
∈ H. M�I â/®Ñâ I'S

]�É)ç�ó�ç |x| î<è?íOÉ)ç¥62ë�ò�õNîcñ7îcì7ðZð�ï*óCû�ï�ö
x ∈ Rd−1 þ

hV�	�?+-#$�R��?��&�� ���
ψ
�*@s���	�W�-��[5�����)()�����P
��	��@c�!��

y = constant
+-
����	�?+-&'������
���!���+-��&_�*@s���	�W�)()���������-�&

ξ0 − ξ1 = 1
y:O+N���

H â
• C ���B~ ��¨��	|5}F|�x;x��7��¥c£�� z4}X�%���a��x�|�¥;� z4})�y�Y¥¬z\ªº�v©����4¥;�Zx�~

SO0(1, d)
â ¯ +-[���& g ∈ SO0(1, d)

Qs:��L�	��1�&	�
!��)���P� +-&�7����
0��&

H
�)(]
�������+-&	R

(y, x) = ψ−1
(
g−1(ξ̇)

) â hV�	�4
���!��)���P� +-&�7����
A*���=
�*+<�r�������a���	����*�/@c
����!��=!��)���P� +/&�7���4
�
�
�� !�+<7�����L:O+N���
g â

|o� � }9�4|*�7¥B¨�z�¥Bx0£Fx�~Oz4ª�}p»�})x;��}9�4¥B|R�%x�~
H
���4¨sª�}'�7}F� zYz4ª�}_¥c£�¦s£�¥¬zP���>�	|*z�¥cx�£Fx0£�z4ª�¥;���4¨3ª�}'�7}

�§IDsO� �5� �O���5�-��2!��)���P� +/&�7���4
2��&
H âs¿ �T
����>�5&K� ��1�&	+/��+-��& §�� ����7�

SO0(1, d)
+-
������H
����O��@�� +-���4!C�O+-
���#$������+/�4
���@

H*&��L����*��+N�r5!C�P
2���P*&�
�+N��+/[5���-(X��&K+/� â vù�r*�<
��$5!C�P
2���P*&�
�+N��+/[5���-(Y��&G���	�?
����
{

(ξ̇, V ) ∈ TH ; ξ̇ ∈ H, V ∈ Tξ̇H, −q(V ) = 1
}
.

�d�§I�sr
O"&	�5&L������#%������+/Ü����Y��7����Q)���	�HR���� � ��
�+-! {(ρ, σ)}ρ∈R
+-
����	�H+/&'������
���!���+-��&G�*@

H
:O+/���G�����

2 ³ � +-#$��&�
�+-��&���
[���!����5��
����!�� 〈ε0, σ〉 ⊂ R1,d â hV���r+-&5�����P
��4!C��+/�5&Y�*@ 〈ε0, σ〉

:O+/���L���	�>&)�	�/�0!��5&	��+<
=���	�r�-+-&	�
R (ε0 +σ) â hV�	�rR5��� � �4
�+<!

{(ρ, σ)}ρ∈R
+<
W
�*+<�Z���p��\[5�X�
�()#%�	���*��+-!Y�	+/����!���+-��&

σ ∈ Sd−1 â_² ����# �§I Qs+N@
γ
+-
"_R����)�	��
�+-!Y
�����������J@B���5#

ξ̇
Qs+-&

� +/����!���+-��&
V
Q ���	�����H��U +<
��P
O
��5#%�

g ∈ SO0(1, d)

���!P�L����7�

ξ̇ = g(ε0)
*&��

V = g(ε1).
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hV�	�Y+-
���#$������(
g

���&��	
H���	�Y&)�	�-�=�/+-&	�

R (ε0 + ε1)
���p*&	�����	���T&)�	�/���/+-&	�

R (ε0 + σ) â hV�	+-
H�-+-&	� R (ε0 + σ)
+<
]���	�

+/&'������
���!���+-��&_��@a���	�%&)�	�/�s!��5&	�W:O+/�������	�
2 ³ � +-#%��&�
�+/�5&�*��[���!����5�>
����!�� 〈ε0, V 〉 ⊂ R1,d â z ��Q����	�%����+-&5�

σ ∈ Sd−1 +<

�	&	+<,5�����-(L� ��������#$+/&	�4�K�'(X���	�TR5��� � ��
�+<!

γ â e>&	�T
�\()
�����7� γ ��5
O�
�('#$� ���*��+-!H� +-���4!C��+/�5&
σ âhV���?
������*@35
�()#$� ���*��+<!H� +-���4!C��+-��&�
V+-


Sd−1 â�d�d�§IDvo&8���	�2@B�P*#$��:2����90Q
H

+<
O
�����&8�
V$
������*@�[5���-� !�+/��(Y[���!����5��
 â s>
�"���P*&�
��-*��+-��&K� �)��
2&	�*�r!P��*&	R5�r���	�T
������4�
�*@�T��*���;Q �&��X*&Y+<
���#$������(

g ∈ SO0(1, d)

���&��	
������r��*���

γ
���
g(γ)

Q):��>� ��1�&��r���	�>5!C��+-��&Y��@�*&Ls Y&	�r+<
��5#$������(
(g, b) ∈ G ��&G���	�?
����

Sd−1 ��@s5
�()#$� ������+<!H� +/����!���+-��&K�)(Y���	�H@B�5��#"�	�<
σ ∈ Sd−1, (g, b).σ = σ′,

+N@
g (R(ε0 + σ)) = R(ε0 + σ′) â

���A�3��� ö ��� h3f.�©¨ª�xø�f.��i¬«_�©Dùyø�� � �
��I¯®Ô����°�������� �×��������ø���

H�§I u ���7:O&�+-�&_#%����+-��&p�5&
H

+<
>� ��1�&	�4���
r�����%� +/.0��
�+-��&�:O�	�5
��W+-& 1�&	+/���4
�+-#Y*�sR���&	���P7������+<
r��*�/@��*@a���	�%5
�
�� !�+<7�����
u ���N�����#$+ ³ {���	�-5!��"�������P7���5� 4H MB+-&�� �����AQ����	�X5
�
�� !�+<7�����p#Y�����+/&	R'*�-�"�����5�	�/��# ��5
T8�	&	+<,5���$
����-� ��+/�5&�S â d>��1�&�����	�K�7} sr�/��#W��������+<*&��������P7���5� � = ∂2

ξ0 − ∂2
ξ1 − · · · − ∂2

ξd−1

�5&
R1,d â e>&	�L!�*& 
��	�7: ����7�8M°u����/R'�
���&FÝ u���� Å ° Þ QhV�	���5����#

3.5
Q=� â 257

SPQ=R5+/[5��& Z
�#$�)�*���n@B�	&�!C��+-��&
f
��&
H
Q���U'����&��	���n�P��	+-��/�-(`��&�J&	��+/R5�'���������	�)� �t��@

H
���`

@B�	&�!C��+/�5&
f̃(rm) = f(m)

Q
m ∈ H, r > 0

Q)���	��&
4Hf(m) = �f̃(m).

hV�	�L+-&)[\���+<*&�!��X��@ � �'(Z���	�K5!C��+/�5&t�*@O�����G+<
��5#$������+-��
?��@
R1,d ��U)���-�+/&�
":O�)( 4H +<
"��-
��p+-&)[\���+<*&'�W��&�� ���"�����

�!C��+/�5&Y�*@=M¬���	�r����
�����+<!C��+-��&�
s���
H

��@PS3���	��
���+<
��5#%������+/�4
 âsu ���7:O&�+-*&$#$�*��+/�5&Y��&
H

��5
s���	�]
��#$��+/&)[7*��+<*&�!���@;@B�5��*&)(
ξ̇ ∈ H *&��L*&)(Y+<
��5#$������(

ϕ
�*@
H
Q5���	�H+/#Y�R��]�'(

ϕ
�*@� u ���7:O&�+-�&Y#%����+-��&8
��P*�����4�Y@B����#

ξ̇
���
����	�]
�*#$�]�-\:E�
V

u ���7:O&	+<*&G#%����+-��&8
��P*�����4�X@B����#
ϕ(ξ̇) â�_x�za� z�¥Bx0£Jâ�p������

Pξ̇0
���	�T�-\:E�*@ u ���7:O&	+<*&G#%����+-��&K��&

H
Q	
���*�����4�X@B����#

ξ̇0 âs #$�����H� ()&�*#$+<!�*�A��	�	���5�!P�X!���&�
�+<
��P
�+-&K�/�)��9)+-&	R"*� u ���7:O&	+<*&X#$����+-��&L�5&
H

5
����	�T
��5�/�	��+-��&L��@�$
���� !P���
���+<!
� +N.0������&'��+-��A��,'��7��+/�5&;Q R���&	���P7��+/&�R%$� +/.���
�+-��&8:O+/���8R���&	���P7����� 4H

2
â

�d�§I � ��¥�£�»t¨=x5�;� �G|�x;x��7��¥c£�� z4}X�
vo&

(ρ, σ)
!��)���P� +-&�7����
HMB�5&

H\{ε0}
SPQ 4H ��5
2���	�T��U �	���4
�
�+-��&

4Hf = ∂2
ρf + (d− 1)

!��*���
(ρ)∂ρf +

1
�� 2ρ
4S2f,

:O�	����� 4Sd−1 +<
����	�f{���	�<�!�+<*&L��&
Sd−1 Mc�
�
��)!�+-*���4�Y:O+N���G+/��
V&�7���������#$������+<!>+/&��	��!��4�L�)($�����H�#W�	+<*&'�2ja��!��-+<� +-�&


���5!��
Rd

S â s u ���7:O&�+-�&_#%����+-��&�
��P*�������_@B���5#��&)(K����+-&'�]��@
H
Q0��U	!���� �

ε0
Q�+<
r���)��
]�/� !�7���4�_�)(8+N�P
]!��)���P� +/&�7���4


(ρs, σs) â hV�	�4
��T!��'�5���	+/&�*���4
2����T
����-� ��+-��&�
���@����	�?
���� !P���
���+<!]� +N.0������&'��+-��;��,'��*��+-��&

ρs = ρ0 + wρs +
d− 1

2

∫ s

0

!��*���
(ρr) dr,

σs = Σ

(∫ s

0

du
�� 2ρu

)
,

:O�	�����
wρ

+<
O%���4*� u ���7:O&�+-�&L#$�*��+/�5&K�&��
Σ
 u ���7:O&	+<*&G#$�*��+-��&8�5&

Sd−1 Q +-&�� ������&�� ��&'�r��@ wρ âhV���H1���
��O��*���O�*@����	�H@B�5�/�-�7:O+/&�R"�	�������5
�+/��+-��&LR5+/[5��
�Q +/&K�����V@B���#%��:��5��90Q)%#%�5���H�	����!�+-
��][����P
�+/�5&L�*@����	�TR5��&	������
���P*&�
�+/��&�!��]���	���5����# ÇK�*@Ádr���	�/��( â vù�r��/����5� (X*�	�������
2+-&`Ý �a�P µ�·4Þ â
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��å 45þ>æ�ç�í
ξ̇0 ∈ H

þ²±Vî¬ô\ç�ð
ε > 0

¢
íOÉ)ç�ó�ç"ç^Ì5î<è�íBè

Pξ̇0
ñ�ì*õ ûYï\è�í=èCë ó�ç�õ\ÊLìGò�ï*ð	è�íùì7ð�í

C(ω)
èCë�òFÉKíOÉ)ì�í�ö�ï7ó%ì7õ¬õ

s > 0
¢

d− 1

2
(1− ε)s− C(ω) 6 ρs 6

d− 1

2
(1 + ε)s+ C(ω).

5 þ>æ�ç�í
ξ̇0 ∈ H

þÔ�rÉ)ç$ñ*î¬ó�çPò�í�îcï7ð
σs

ï�ö
ξ̇s Pξ̇0

ñ�ì7õ ûYï\è�í�èPë ó�ç�õ\ÊqòPï*ð�ô7ç�ó�ü'ç�èTíùïXì?ø ï*î¬ð�í
σ∞ ∈ Sd−1 þ

³ þ��rÉ)çLõ/ì:] ï�ö
σ∞

¢ª]�É)ç�ð íOÉ)çGñ7î ¶Oë)èCîcï7ð î<è"è�íùì7ó�íùç�ñHöPó�ï7û
ε0
¢�î<è$íOÉ)ç$ë ð�î ö�ï7óCû ø�ó�ï	��ì	�Cî¬õNîBíOÊJï*ðní�É ç$èùø�É ç�ó�ç

Sd−1 þ´�É)ç�ðní�É çXñ7î ¶Oë)èCîcï*ðtî<èWè�íýì*ó�íýçPñHöPó�ï*û ì7ð0ï*íOÉ)ç�órø	ï7î¬ð�í�íOÉ)ì7ð
ε0
¢VíOÉ)ç$õ-ì:] ï�ö

σ∞
î<è%íOÉ)ç$î¬ûYì�ü'çLï�ö"íOÉ)çYë ð�î ö�ï7óCû

ø�ó�ï
��ì
��î¬õ îBí_ÊKï7ð
Sd−1 �cÊLì*ð�ÊYî<è�ï7ûYç�ícócÊLï�ö

H
�CóCî¬ð)ü*î¬ð)ü

ε0
íùïXíOÉ)çWî¬ð�îBí�îcì7õ�ø ï*î¬ð�íVï�öTíOÉ)ç"ícó�ìd��çPò�íùï7ócÊ�þ

� 45þ®e>&t���	�G�5&	�L��*&��AQ��
%!��*��� > 1
Qs���	�G��
�����O!���#$�����+<
���&Z���	��������# ��& ��&	�8� +-#%��&�
�+/�5&�*�V
���� !P���
���+<!

� +/.�������&'��+<*�;�4,5��7��+-��&�
�Q �
AhV����������#
1.1

� â 437
��@2Ý v ¿DÅ ± Þ Q �����-�-
V��
O����*�

ρs > ρ0 + wρs +
d− 1

2
s.

e>&	�H���	�T�*���	���O���&��AQ	
�+/&�!��

d

(
ρs − wρs −

d− 1

2
s

)
=
d− 1

2
(
!��*�P*&

(ρs)− 1) ds = (d− 1)
ds

e2ρs − 1

*&��
ρs > ρ0 +wρs + s > d−1

4 s
Q�@B�5�

s
�-���R5����&	�5�	R��pMc�-\:b��@;+N�����P7���4�Y�-��R5���+/����#KQX{�v
{sSPQ {ρs−wρs − d−1

2 s}s>0!��5&)[�����R��4
 â5 þKv�
�$!��5&�
���,'�	��&�!��]�*@s���5+/&'�µ4_
�+/&�!��]���	�T+-&'����R��P*� ∫ s
0

du��� 2ρu

!���&)[�����R5��
2�

s→ +∞ â³ þlkr
���*&T+<
���#$������(>���>�	��+-&	Rr���	�����&�� ��#E���P7���4!C������(>
���*�����4�H@B����# ���	�����5+/&'�
ξ̇0

���>V����*����!�������(H
��P*�������]@B����#
ε0 â hV�	+<
������ !��4
�
 {ξ̇s}s>0

+-
s u ���7:O&	+<*&?#$����+-��&W
�+/&�!�� 4H +<
�+/&)[7*��+-�&'���)(]���	�O�!���+-��&?��@	������+<
��5#$������+-��
 â�² �5������W
��#$�]����5
��5&;Q'���	�T�<\:v��@ {ξ̇
s
}s>0

+-
O+-&)[7*��+-�&5�O�)(Y���	�?�!���+-��&K�*@a*&)(X+<
��5#%������(Y1	U +-&	R
ε0

MB���	�T���*�P7��+/�5&�

�*@
Rd

ScA)
���Q5�����r�<\:k��@
σ∞ ∈ Sd−1 +<
�+-&)[\���+<*&'���)($*&)(%������7��+/�5& â hV�	�r�	&�+N@B�5��#��	��������	+/�-+/��("+<
=���	�r�5&	�-(%
���!P�

�	��������	+-�/+/��(X��&
Sd−1 â �

�d�d�§I � ��¥c£�»nª����B~�{²�4¨���|�}�|5x;x��\�3¥c£�� z�}9�
ur()�����������-+-!f{�*�	�<�!�+-�&L+<
OR�+-[���&L+-&K���	�4
��?!��'�5���	+/&�*���4
��)(Y���	�H@B����#W���-

4H
2

=
y2

2
(∂2
x1

+ · · ·+ ∂2
xd−1

+ ∂2
y)− d− 2

2
y∂y.

z)��Q)���	�?� +/.���
�+-��&_
��5�/[)+-&	R"���	�T�4,5��7��+-��&�


dys = ysdw
y
s −

d− 2

2
ysds,

dxs = ysdw
x
s ,

M�I â/®Ñâ ´ S

:O�	�����
wy

+-
L`���4*� u ���7:O&�+-�&�#$�*��+/�5&b+/&��	������&�� ��&'�L�*@H�����
(d − 1) ³ � +-#$��&�
�+/�5&�*� u ���7:O&	+<*&k#%����+-��&

wx
QO+<
X

u ���7:O&	+<*&G#%����+-��&K��&
H â hV�	�H�	���)!���
�
 {ys}s>0

+<
O��U �	�-+<!�+/� â

ys = y0 e
wys− d−1

2 s

xs = x0 +

∫ s

0

yrdw
x
r .

M�I â/®Ñâ ° S
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¿ �G
����Y�5&t��,'��*��+-��&�
YMýI â-®Râ ´ Sr����7�"���*���
ys

*&��
xs

!���&)[5����R���A������Y1��P
��?���
0
*&������	�L
���!���&��Z���p_���&�� �5#

���5+/&'�
x∞ â hV���T�-\:E�*@

x∞
+-
V�4�
�(Y���$+<� ��&'��+/@B( âz �	�	���5
������	�2�	+N.0��
�+/�5&W+<
�
�����������H@B����#�>���5+/&'�

(y0, x0) ∈ R>0,d−1 â vù@���&����-�'�59 
�*������������+-&'� ξ̇s +/&"��U ���5&	��&'��+-��
!��)���P� +-&�7����
s�
�
�� !�+-*�����":O+/���

(y0, x0)
Q�:2��
�\:n+-&Y�	�������5
�+N��+/�5& §�§ ����7�a�������
�('#$� ���*��+-!V� +-���4!C��+/�5&

σ∞
��@
ξ̇s

���
3�����
�	&	+/@B����#Ù�	������*�	+-�/+/��(W�5&

Sd−1 �
=�<\: â z)��Q5���	�r�-\:b�*@
x∞

+-
����	�r+/#Y*R5���*@0���	�r�	&�+N@B�5��#��	��������	�/+/��(W�5&
Sd−1 �'("�����

@B�	&�!C��+/�5&_:O�	+<!P�p�
�
�� !�+<7����
2���XY� +/����!���+-��&
V ∈ Sd−1 ���	�?����+-&5�

x∞ ∈ R2 :O��+-!P�_+<
R¶�*�O���	�"��&��·¶]�*@s���	�WR���� � �4
�+<!

��P*�������Z@B����#

(y0, x0)
+-&t���	�K� +-���4!C��+-��&

V â vù�%���
%_R��)� �`��U �	����
�
�+/�5&t+N@��5&	�L��
���
W��&
Rd−1 �����<*�"!��)���P� +/&�7���4


ò�ç�ð�íùç�ó�çPñXì*í
x0

Q	*&��K&	�����4�
(r, α)

Q
α ∈ Sd−2 â pr�*��� σ(dα)

���	�T�	&	+/@B����#��	��������	+-�/+/��(Y��&
Sd−2 â

P(y0,x0)

(
r(x∞) ∈ r + dr, α(x∞) ∈ α+ dα

)
=

2y0

y2
0 + r2

1r>0drσ(dα).

hV��+-
r@B����#W�	�<X
��	�7:�
O����7�]�����W�<\:��*@
x∞

���
>L
�#%�)�����p� ��&�
�+/��(8:O+N��������
����4!C�>���_{�������R5�	�R} 
�#$��5
������
dx

�5&
Rd−1 Q	�	������&�� +-&	RX
�#$�'�����	�-(X�5& (

(y0, x0), x
)
∈
(
R>0 × Rd−1

)
× Rd−1 â�L}P�V� �O¸8â u 5!P9%���%���5�-��2!��'�5���	+/&�*���4
�Q5���	+<
V+-#%���/+-��
�����7�2���	�H�<\:F�*@

σ∞
��5
�Q)�	&�� ���O*&)(

Pξ̇0
Q)%
�#%�)�����G�	��&�
�+N��(

hσ(ξ̇0)
:O+/���8����
����4!C�O���%���	�T�	&	+/@B����#��	��������	+-�/+/��(X��&

Sd−1 Q�� ������&�� +-&	RX
�#%�)�����	�-(X��&
(ξ̇0, σ) ∈ H× Sd−1 âhV��+-
H+<
HL:2���-�a9)&	�7:O&p@c5!C�]����*��QA@B�5�HL1	U ���

σ ∈ Sd−1 Q hσ(.)
+<
T 4H ³ ��*��#$��&	+<!T@B��&�!C��+/�5& â s>
 hσ �	������&��	


��&	�-(X��&
ξ̇0
Q	+/��+-
O��-
��Y*&

L ³ ��*��#$��&	+<!O@B�	&�!C��+-��& â
�MI¯¹1�	������dù}�d�s���Ð�Ñ��»º�Ö[�j�����
m���8X�6���! #�;û�� §�¸ åLæ�ç�í {ξ̇s}s>0

��çJì×ü�ó�ï:]að�îcì7ð û$ï�ícîcï*ð ï7ð
H
¢"è�íùì7ó�íùçPñXöPó�ï*û

ζ̇0 ∈ H
þ¶æ�ç�í

ζ0 ∈ R1d þ �rÉ)ç
���	������dù}�d�s���Ð�Ñ��»º�Ö[�j����� ���

H× R1,d ¢aèCíùì7ó�íùçPñ�öPó�ï*û (ζ̇0, ζ0)
¢�î<è?íOÉ)ç�ø�ó�ï4òPçCèPè {(ξ̇s, ξs)}s>0

¢s]�É)ç�ó�ç

ξs = ζ0 +

∫ s

0

ξ̇r dr.

�_x�za� z�¥Bx0£��
• ¿ �?
�����/��&	�*���

P(ζ̇0,ζ0)
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�+-��&_
���*�����4�X@B����#
(ζ̇0, ζ0) ∈ H× R1,d â

• ¯ +-[���& s > 0
Q	:2�H&	�*���

Ps
(
(ζ̇0, ζ0), .

) �����T�-\:E�*@
(ξ̇s, ξs)

�	&�� ���
P(ζ̇0,ζ0)

â
• ² +/&�*�-�/(5Q @B��� ξ ∈ R1,d Q	:2�]:O��+/��� hs(ξ) = sξ â

&y�5û�ä�û����! 7�;û�� §�Æ�� G ¤�¨�¨�x��\zXx�~
Ps
(
(ξ̇0, ξ0), .

) ��åR¼�ï7ó"ì*ð�Ê
(ξ̇0, ξ0) ∈ H× R1,d ì*ð�ñ8ì7ð�Ê

s > 0
¢�íOÉ)ç"èCë\ø5ø ï*ó�íVï�ö

Ps
(
(ξ̇0, ξ0

)
, .)

î<è
{

(ξ̇, ξ) ∈ H× R1,d; ξ ∈ ξ0 + ConvHull
(
hs(H)

)}
,

]�É)ç�ó�ç
ConvHull

(
hs(H)

) î<èWìYð0ï*íùì*í�îcï7ð"ö�ï*óWíOÉ)ç%ò�ï*ð�ô7ç�Ì É5ë õ¬õsï�ö
hs(H) ⊂ R1,d þ

� ² +NU s > 0 â¢ �As>
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H
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O*&K���-�/+-� ��+-!H� +/.���
�+-��&;Q)@B�5�O*&)(X!��5&5��+/&)�	�5��
2��7��� {γr}06r6s +-& H Q	�&��*&)(
ε > 0

Q :��H��\[5�
Pξ̇0

(
sup

06r6s
d(ξ̇r , γr) 6 ε

)
> 0.
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Ps
(
(ξ̇0, ξ0), .

) +-
2���	�?!��-�5
��	���>��@������?
����V��@�����+-&'��

(ζ̇ , ζ) ∈ H×R1,d ��@������H@B����#

ζ̇ = γs*&��
ζ = ζ0 +

∫ s
0 γr dr

Q	@B�5��%!���&'��+-&)�	����
V��7��� {γr}06r6s +/& H â
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 }

= ConvHull
(
hs(H)
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γ
} 
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ConvHull
(
hs(H)

)
⊂
{∫ s

0

γr dr ; γ : [0, s]
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}
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ConvHull(H)
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n > 1
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j=0

γ js
n
∈ ConvHull(H),
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γ js
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 1

n
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j=0

γ js
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1

s
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γr dr
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�W#%����+-��& {(xs, es)} +/& OM �)($�
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(g0, g1..., gd)
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R1,d Q�:O+N��� g0 ∈ H Q��&�����	�T&�*���	�P*�A����������!C��+/�5&L+<
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Hi(g) = gEi, i = 1..d
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Ei
} 
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E1 =




0 1 (0)
1 0 · · ·
0

âââ Od−1
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E2 =
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0 0 · · ·
1
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âââ Od−1
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0
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0
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dgs = gsE1 ◦ dw1
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W�5&�
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u (K!���&�
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s}s>0
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� u ���7:O&�+-�&L#$�*��+/�5&G�5&
H â
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SO0(1, d)×R1,d Q����	���4,'��7��+/�5&�
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dgs = gsEi ◦ dwis,
dξs = g0

s ds.
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Ẽi = (Ei, 0)
Q�@B�5�

i = 1..d
Q
Ẽ0 = (0, ε0)

Q;*&��p�	��1�&	�W���	�%�-��@¬�H+/&)[7*��+-�&'�r[��4!C���5��1����-��

Vi
Q
i = 0..d

Q0��& G Q�'(X���	�H@B�5��#"�	�-5

Vi
(
(g, ξ)

)
= (g, ξ)Ẽi, i = 0..d.
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d
(
(gs, ξs)

)
= Vi

(
(gs, ξs)

)
◦ dwis + V0

(
(gs, ξs)

)
ds.
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�+-��& {

(gs, ξs)
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n>0

â
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ϕ
(
t; (g0, ξ0)

) íOÉ)ç?è�ï7õ ë	í�îcï7ðZíýïXí�É ç"çPê�ë�ì*í�îcï7ð
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(
ϕ(t)

)
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(
ϕ(t)
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ϕ(t)

)
dt, ϕ(0) = (g0, ξ0),
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∀ T > 0, P(g0,ξ0)

(
‖(gs, ξs)− ϕ

(
s; (g0, ξ0)

)
‖T < ε | ‖w − φ‖T < δ

)
→ 1,

ì7è
δ ↘ 0.
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ñ7î ¶Oë)èCîcï7ð {
(gs, ξs)

}
s>0
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g(s), ξ(s)
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g(s), ξ(s)

))
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0 0 0 0 1

)
=

(
g0 g1 ... gd ϕ(T )
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Tξ̇H
�cÊ8ø	ì7ó�ì*õ¬õ/ç�õ

í�ó�ì7ð�èýø	ï7ó�í;ï�ö�ì�¡8Ì'çPñ]ï7ó�íOÉ)ï*ð�ï7óCûYì7õ���ì\èCî<èOï�ö
Tξ̇H

ì7õ/ï*ð'ü]õ/ï4ïPø�èVòPï7ð�íýì*î¬ð�çPñ>î¬ðXì7ðXì7óf��îBícó�ì7óCî¬õ\Ê]èCû$ì*õ¬õ)ð�ç�îNüjÉ���ï*ë ó�É)ï4ï�ñ
ï�ö
ξ̇ ∈ H þ

Â I ¿ ����*95�O�� [7*&'�P*R��V��@����	+-
=@c�!��a���?����W���H���	�O��7���
ϕ̇
T
�#Y��/�	�-�)���$7�=+/��
���&��$*�-��&�R]:O��+-!P�$��&��O��*�P*�-�/���

���P*&�
���������#Y*��
 (
g1, ..., gd

) ��� (
g1, ..., gd

) â2² ��� 0 < ε < 1
Q�� ��1�&��

φ̇
�)(

φ̇s = ϕ̇(1+ε)sT

Q�@B���
s 6 1

1+ε

Q��&��
φ̇s

� �4
�!���+-����
����	�]�/�)�5�Y@B��� 1
1+ε 6 s 6 1 â vù@ ε +-
V
�#$��/����&����	R5�;Q

φ(1)
����#Y�+/&�
�&	�4*�

ξ â hV���r�-+N@¬�O�*@ φ̇ �	���7[)+-� �4

�����T��U ���4!C�����

φi â �

tvu t y{z,|~��Ã�ÄP�ÆÅÈÇ·�>Ç�ÉCÊÁË¯|ªz,�[ÌÈÉC�RÍ��Î��} Ç�z�|~ÏÐÉCÑÒÍ�Ã·ÉC�µÓ
�������A� Ô g � ú �rg � e h e � � �of#Õ�f � h3��h � Õ�ø	��ø
���-�G£����¬�Az�¥c|R����¨��7x�¨�}5�\z4¥B}9�Yx�~Oz\ª�}���¥¬�}5�7} £�z�¥°���V»�} £�}5�N� z4x��Gx�~Oz\ª�}���¥¬2¤��4¥Bx0£
² ����#¶O
���#%+ ³ R������	�H[)+/��:O���5+/&'�4Q����	��� +/.0��
�+-��&�
 {(ξ̇s, ξs)

}
s>0

�&�� {
(gs, ξs)

}
s>0

��&
H×R1,d *&�� G �����!�*�P�!�������+-Ü�����'(X���	��+/�r�	+N.0������&'��+<*�AR5��&	����*���5��
�Q5����
�����!C��+/[5���-(

Lf(ξ̇, ξ) =
4Hf(ξ̇, ξ)

2
+ ∂ξf|(ξ̇,ξ)(ξ̇), f ∈ C∞0 (H× R1,d),

*&��
L̃f̃ =

1

2

d∑

i=1

V 2
i f̃ + V0f̃ , f̃ ∈ C∞0 (G).
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�	������&��	
���&	�-(L�5&

g0 *&��
ξ
Q

L̃f̃ = Lf̃.
M�I â I â/® S

m+��89�6���! 7�;û�� § Ç�å_Ö�ñ7î ¶rç�ó�ç�ð�í�îcì7õ�ïCø ç�ó�ì*íùï7ó
L′

î<è>è�ì7îcñ$íùï ��ç�ó�õ
�;�}�	�d���¥�����Ð%î ö3ö�ï7ó?ì7ð�Ê%ñ*î<èCí�óCî_��ë	ícîcï*ð
v
èCë�òcÉXíOÉ)ì*í

L′vî<è?ï�öWò�õ/ì\èPè C∞ ¢ v î<èTîBícè�ç�õ ö?ï�öWò�õ-ì\èPè C∞ þ
u[×���#Y*&�� ����R5\[5�?Y!���+N������+/�5&8���L
��	�7:E����*�>Y�<*��R��?!��-5
�
O��@=
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��åÈÖ ñ7î ¶>ç�ó�ç�ð�í�îcì7õHïPø	ç�ó�ì*íùï7ó
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ï7ð ìtûYì7ð�î ö�ï*õ/ñkï�ö

ñ7î¬ûYç�ð�èPîcï*ð
n
¢%î¬ð�Ú?ï*óCû$ì*ð�ñ�ç�óWö�ï*óCû �

L′ =

r∑

i=1

V 2
i + V

¢Û]�É ç�ó�ç`í�É ç
Vi

ì7ð0ñ
V

ì7ó�ç�èCûYï�ï�í�Ébô\çPò�íýï*ó�¡�ç�õ/ñ7è^¢Yî<è
É
ÊPø	ï�ç�õ¬õ î ø�í�îcò$î öTíOÉ)çHæsîcç%ì7õ ü'ç��Có�ì$ü'ç�ð0ç�ó�ì*íùç�ñ��cÊXíOÉ)ç

Vi
ì7ð0ñ

V
É)ì\è?ó�ì7ð.Ü

n
ì*íVç�ô7ç�ócÊHø ï*î¬ð�íùþ

�_x�za� z�¥Bx0£�Ý {����
Haar

���?KMc�/��@¬�CS2u>���2#$�4�
��	���H�5& G âa¿ ��+/���
L̃∗

�����
L2(Haar)

��\���5+/&'�O�*@
L̃ âhV���T[���!����5��1����<�	


Vi
����+/&�R%�-��@¬��+-&)[7*��+-�&5�O��\[5�>&)�	�-��� +-[�����R5��&�!���Q *&��

∫
f̃
(
V 2
i g̃
)
Haar =

∫ (
V 2
i f̃
)
g̃Haar, f̃ , g̃ ∈ C∞0 (G),

*&��
L̃∗ =

1

2

d∑

i=1

V 2
i − V0 â

&n�#û�ä�û����! 7�;û�� ¸�� å �rÉ ç%ñ*î ¶rç�ó�ç�ð�ícîcì*õ�ïPø	ç�ó�ì*íùï7óPè
L̃− ∂s

ì7ð�ñ
L̃∗ − ∂s

ï7ð G × R>0 ì7ó�çäÉ
ÊPø	ï�ç�õ¬õ î ø0ícîcò4þ
� hV�	�p�	�P�!P95����
X������:�����&k���	�

Ẽi
�&��

Ã0
*���_R�+-[���&F�)( ���	��@B���-�/�7:O+-&	Rt�����<7��+-��&�
�Q2:O�	�����p:2�_&	�*����QV@B�5�

1 6 p < q 6 d Q Ẽpq = (Epq , 0)
Q :O�	�����

exp(tEpq)
+<
2���	�H���*��*��+-��&X��@�*&�R��-� −t +-&X���	�

2 ³ � +/#$��&�
�+-��&�*��[���!����5�

����!�� 〈εp, εq〉 Q��&��L@B���

1 6 i 6 d Q Ãi = (0, εi) â

[Ẽi, Ẽj ] = Ẽij , [Ẽi, Ã0] = Ãi, [Ẽi, Ãi] = Ã0.

sr
W�����L@c�#%+-�-( {
Ẽi, Ẽjk , Ã`; i = 1..d, 1 6 j < k 6 d, ` = 0..d

} +<
W����
�+-
W�*@O���	�_{�+/�K*�-R�������8��@ G Quª×5��#Y�&�� ���a} 
����	���5����#���&�
��	����
2���	�T�)()���)���-�-+/� ��+-!�+N��(G�*@
L̃− ∂s

*&��
L̃∗ − ∂s â �

�_x�za� z�¥Bx0£ÞÝ pr�*��� {P̃s}s>0
���	�G
���#$+ ³ R5���5�	�`�*@O�����L�	��� !���
�
 {(gs, ξs)}s>0

��& G �&�� {Ps}s>0
����7�%�*@O�����

�	��� !���
�
 {
(ξ̇s, ξs)

}
s>0

�5&
H× R1,d â

• vù�A@B���-�/�7:�
0@B����#v���	���'()���)���-�/+-� ��+<!�+/��(r��@
∂s−L̃

����*�A@B�����&'(>���5�	&�� �4�]@B�	&�!���+-��&
f̃
��& G Q4���	�a@B�	&�!���+-��& P̃sf̃((g, ξ))+-
HL
�#$�)�*����@B�	&�!���+-��&���@>M

s
*&���S

(g, ξ) â?² ���5#Î�����-*��+-��& MýI â I â-® S�Q Psf +-
HK
�#$�)�*���_@B�	&�!���+-��&Z��&
H × R1,d +/@

f
+<


*&)(X�����	&��	��� u ��������@B�	&�!���+-��&8��&
H× R1,d âa¿ �?!��&G:O��+/���

P̃sf̃
(
g, ξ
)

=

∫

G
p̃s
(
(g, ξ), (g′, ξ′)

)
f̃(g′, ξ′)Haar

(
d(g′, ξ′)

)
.

�a���5���'
�+/��+-��& ¸� ��&�
��	����
�����*�
p̃s
(
(g, ξ), (g′, ξ′)

) +<
�$
�#%�)�����G@B�	&�!C��+/�5&8�*@ (
s, (g, ξ)

) �&�� (
s, (g′, ξ′)

) Q	
��������*�����/( âm���#Y*��9Y����7�O�����T�/��@¬��+/&)[7*��+-�&�!��]�*@3�����T[���!����5��1����<�	

Vi

+/#$�	�-+/�4
V����7�O�����H@B�	&�!C��+/�5&�

p̃s

����]�/��@¬��+/&)[7*��+<*&'�f@
∀ (g, ξ) ∈ G, p̃s

(
(g, ξ)(g, ξ), (g, ξ)(g′, ξ′)

)
= p̃s

(
(g, ξ), (g′, ξ′)

)
.

z)��Q +/��+-
a����+-&5���/(G!���&'��+/&)�	�5��
V+/& (
s, (g, ξ), (g′, ξ′)

) â
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(ξ̇, ξ)
Y����+-&'�r�*@

H× R1,d �&�� {(ξ̇s, ξs)}s>0
���	�?�����<7��+/[)+<
���+-!?�	+N.0��
�+/�5& â vù�:O+/�-�;���?
��	�5�������2���$&	�����

u
%R���&	����+<!>����+-&'�O�*@

H× R1,d *&��
us = (ξ̇s, ξs)

Q	+/&K@B�5��#"�	�-5
 â
sO���p*&_��U'����$����+-&'�

∂
���
H× R1,d Q0*&��_� ��1�&��

Ω
�
O���	�"
����>�*@a��7����


ω : R>0 → R>0 ×
(
H × R1,d ∪ {∂}

)

���!P�G����7�O���������]��U +-
���
O�&

α > 0

���!P�L����7�

• @B���
s < α, ω(s) = (s, ∂)

Q
• @B���

s > α, ω(s) = (s, us)
Q
us ∈ H× R1,d â

p��*��� F ���	�
σ ³ 1����-�KR���&	���P7�����L�'(L���	�T��[7*�-��7��+/�5&L#Y*��


ω 7→ ω(s) â=² ��� t > 0
Q)���	�T#Y*�

θt : (Ω,F)→ (Ω,F), θt(ω)(s) = ω(s+ t),

+-
V#$��5
�������	�/� â
¯ +-[���& u ∈ H×R1,d Q'�5&	�>!�*&L�	��1�&	�>�����>�<\:

Pu
�*@A�����>�����<7��+/[)+<
���+-!>� +N.0��
�+/�5&L
���*�����4�$@B����#

u
5
�W�	��������	+/�-+/��(

#%�4�
��	���?��&
(Ω,F)

Mc!P��*��R�+-&	R$���	�%
����>��@
w
} 
]
���!P�_����*�

α = 0
S â]² ��� r > 0

Q�� ��1�&	�
Pr,u

�
r�����W+-#$�R��?��@
Pu

�'(
���	�T#$��5
�������	�/�]#Y*�

ω = {(s, us)}s>0 (
<
) −→ ω′,:O�	�����

@B�5�
s < r, ω′(s) = (s, ∂),

ω′(r) = (r, u),@B�5�
s > r, ω′(s) = (s, us−r).

M�I â I â I'S

z)��Q
P0,u = Pu âa¿ �?
���*�-�;
�+/#$�	�-(L:O��+N���
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@B���
P0,u â

B �	¥°�f��£���¥�£�«�� �7¥;��£�z
σ
{�¦s}X�c��� ² ���5#qL@B����#$��a[)+/��:O���5+/&'��Q;���	�$+-& @B����#Y7��+-��&Z��&J�����$5
�()#$� ���*��+<!%������\[)+/�5�	�H�*@

���	�T�	��� !��4
�
 {us}s>0 =
{

(ξ̇s, ξs
)
}s>0
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�!��5&'��*+-&	�4�L+-&G+/��
�z��	¥;�
σ
{����B»�})©��N�

τ
(
{us}

)
=
⋂

t>0

σ
(
(ξ̇s, ξs); s > t

)
.

hV�	+-

σ ³ *�-R����	�PWR5����
O
���#$�H����*�;
���&�
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Z
��@
τ
(
{us}

) Q ���	�'
��]����7�r����]+/&)[7*��+<*&'�O�	&�� ���V���	�?
��	+/@¬���������P7���5��

{
Z ∈ τ

(
{us}

)
; θ−1
t Z = Z,

@B���r��/�
t > 0

}
,

M�I â I â ´ S
@B����# 

σ ³ ��/R5���	�P"!�*�-�/�4�X���	�æ�d��ù����
������
σ � ���!���o�s����Q�*&��L&	�����4�

Inv
(
{us}

) D âhV���W�	�����	�-��# �*@s�����W� ��������#$+/&�*��+-��&_��@3���	��
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σ ³ *�-R����	��5
2���9���
r
��5#%�W�	���4!�+<
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���&�
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���	�T�<\:v��@����	�T�����-*��+-[)+-
���+<!>�	+N.0��
�+/�5& {
(ξ̇s, ξs)

}
s>0


�����������L@B���5#
u0 ∈ H× R1,d â

&n�#û[ú5þÑ���TåäÓ=ì7ð8ï7ð0çr¡=ð0ñ?ìTó�ì7ð�ñ5ï7û�ô\ì*óCîcì
��õ/ç
Y
¢�]aîBíOÉ"ô7ì7õ ë�ç�èOî¬ðYè�ï7ûYçª]�ç�õ¬õßÜ\ð�ï^]aðYè�ç�í £ ìWñ7î<è�ò�ó�ç�í�è�ç�íO¢3ìHûYì7ð�î ö�ï7õ/ñj¢

ì1ü>ì7ð�ì5òcÉKèùø ì5òPç�þ¬þ¬þ ¦ èCë�òcÉ8í�É ì*í�ë ð�ñ5ç�ó?çPì�òFÉ
P(ξ̇0,ξ0)

• íOÉ)ç
σ
ñ�ì*õ ü'ç���ó�ì\è

τ
(
{us}

) £ ï7ó Inv({us}) ¦ ì7ð0ñ
σ(Y )

òPï7î¬ð0ò�îcñ5ç%ë\øJíýï
P(ξ̇0,ξ0)

ñoð�ë õ¬õ0è�ç�ícè�¢
• íOÉ)çWõ/ì:]Eï�ö

Y
î<è¥Ü4ð0ï:]að�ý

hV��+-
O�����5��*�	+-�-+-
���+<!]�	���5�	�-��#���5
O*&8*&���/('��+-!H!��5�	&'������������ âG
us
X�K�W(~�S�S�t9ljK�Q	]_k

∂ v��ZrS�hzK�MO²5] y K^] {θ−1
t Z = Z} ⇐⇒ {1Z ◦ θt = 1Z} v
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��P
�Q

0
���<
���:O�	����� â

² �5� u0 ∈ H× R1,d Q {h(us)}s>0
+<
�Q	��&�� ���

Pu0

Q�%���5�	&�� �4�K#$�����+/&�R5*�-��Q �&��
h(u0) = Eu0 [X ] âmO�4!�+-�	��� !�*�-�/(5Q�R�+-[���&Z�&

Inv
(
{us}

) ³ #$���
��	�P*�	�-�%���5�	&�� �4�J�P*&�� ��# [7���+<*�	�-�
X
QA���	�X#$��5
��	�P*���/�%���5�	&�� �4�

@B�	&�!���+-��&
h : u 7→ Eu[X ]

Q	
�*��+<
�1���
2�����T+-� ��&'��+/��+-��

Psh(u) = Eu[h(us)] = Eu

[
Eus [X ]

]
= Eu[X ◦ θs] = Eu[X ] = h(u).

z)�G+N�]@B���-�/�7:�
�@B���5# ���	�%���5+/&'�H7@¬�����>�����5���'
�+/��+-��& ¸� ����7�
h
+-
]
�#$�)�*����*&��

L ³ ��*��#$��&	+<!*Q�
�+-&�!��W+/�H� �)�4
r&	���
� ������&��8��&

s â �
�L}P�V� �O¸��

®Râ hV�	�>@B�	&�!���+-��& u 7→ Eu[X ]
+<
V
���+/�-�

L ³ ��*��#$��&	+<!O+/@;���	�H�P*&��	��# [7*��+-��	�/�
X

!��5+/&�!�+<� ��Q)�	&��	���V��5!P�X�	��������	+/�-+/��(
Pu0

Q�:O+N���8�&
Inv

(
{us}

)³ #%�4�
��	�P*�	�-�>�P*&�� ��#�[7���+<*�	�-��Q)�	�K���
Pu0

&)�	�-�;
�����
 â
I â�¯ +-[���&`K!���#$��5!C�

K
Q;
����

TK
�����Y��U +N�H��+/#$�%@B���5#

K
Q��&�� F>TK = σ(us; s > TK) â vù�T+-
T!��/�4*�]@B����#������

�	�������5
�+N��+/�5&_����7�H���	�
σ ³ *�-R�������5
 Inv({us}) *&�� ⋂F>TK QA:O�	�����W���	�$+-&'�����P
���!C��+/�5&p+<
>�7[5���]*�-�s!���#$��5!C���Q

!��5+/&�!�+<� �T�	&�� ���
Pu0

Q �	�K���
Pu0

³ &)�	�-��
����P
 â
�d�§I+hV�	�����T��-
��$��U +-
���
O�&K�&�*�-('��+<!H*&���/�5R�����
���@����	�H���+/�

σ ³ *�-R����	�� â² ��� s > 0
Q	
����

Fu.6s = σ
(
ur;u 6 s

)
, F .,u.6s = σ

(
(r, ur); r 6 s

)
,

Fu.>s = σ
(
ur; s 6 r

)
, F .,u.>s = σ

(
(r, ur); s 6 r

)
.

² ���O�4�!P� s > 0
Q :��T��\[�� Fu.>s ⊂ F .,u.>s â sO!�������/�-(�Q)���	+-
�+/&�!��/��
�+-��&K+-
r*&K��,'��*�-+/��(X+/&K���	�H@B���-�/�7:O+-&	R$
���&�
�� â

âK���%�nÿ ¸�¸ å>æ�ç�í
s0 > 0

ì*ð�ñ
u0 ∈ H×R1,d ��çOü�î¬ô7ç�ð0þ�¼�ï7óHì7ð�Ê

s > 0
¢aí�É çHí§]�ï

σ
ñ\¡�ç�õ/ñ7è Fu.>s ì7ð0ñ F .,u.>s ò�ï*î¬ð�ò�îcñ�ç

ë\øZíùïXìLò�õ/ì\èPè"ï�ö
Ps0,u0

ñoð�ë õ¬õAè�ç�íBè�þ
¬ | S�S5¿ U�VTW�Þ*N^Á¥bOã y S�kcM_S�h 1.2
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� hV�	�����H+<
O&	�$�	�����	�-��#Ä@B�5�
r < s0 â z)���	���'
�� s > s0 â¿ �>��\[5�V���%
����O����*��:2�r!��&X����!��7[5���s���	����+/#$�r����� !��4
�
 {(r, ur)}r>s @B���5#y���	�r9)&	�7:O�-��� R5���*@ {ur}r>s â p��*���

(ρr, σr)
���	�T�����<*��!��'�5���	+/&�*���4
���@

ξ̇r â z)+-&�!��

dρr = dwρr +
d− 1

2

!������
(ρr) dr,

d〈ρ〉r = dr
Q��&�� 〈ρ〉r − 〈ρ〉s +<
$*& Fu.>s ³ #$�4�
��	����	�-�X���&�� �5# [7*��+<*�	�-��Qa:2�G!�*&n����!��7[����?���	�L��+-#%�767
����!��

�	��� !���
�
 {(r, ur)}r>s @B����# ���	�T�5��
�����[7*��+-��&L��@ {ur}r>s â �
sr


τ
(
{us}

)
=
⋂

s>0

Fu.>s
Q

&y�5û�ä�û����! 7�;û�� ¸�Æ åv±Vî¬ô7ç�ð
s0 > 0

ì7ð0ñ
u0 ∈ H×R1,d ¢aí�É ç σ ñ\¡�ç�õ/ñ\è τ({us}) ì*ð�ñ ⋂

s>0

F .,u.>s
òPï*î¬ð�ò�îcñ�çHë\øpíùï%ì$ò�õ/ì\èPè

ï�ö
Ps0,u0

ñoð�ë õ¬õ;è�ç�ícè�þ
hV���

σ ³ 1����<� ⋂
s>0

F .,u.>s
+-
V���	�?+-&)[\���+<*&'�

σ ³ 1����<�8�*@s���	�T��+-#$�\6*
���5!��?� +/.0��
�+-��&_��&�� ���r���	�"�!C��+/�5&8�*@s���	�"
��	+/@¬��

θt
Q

t > 0 â
�3���¦û��7��� ¸ ¼AåµÖ>ð�Ê ��ï*ë ð�ñ�çPñ

(∂s + L)
ñwÉ ì7óCûYï7ð�îcò>öPë ð�ò�í�îcï7ð

h
ï7ð
R>0 × H × R1,d î<èLï�öYíOÉ)çrö�ï7óCû

h(s, u) =
E(s,u)[Y ]

¢�ö�ï7óTè�ï7ûYçæ��ï7ë ð�ñ5çPñYó�ì*ð�ñ�ï*û�ô\ì*óCîcì
��õ/ç
Y

èCë�òFÉKíOÉ)ì*í
Y

î<è?î¬ð0ñ7î<è�í�î¬ð'ü�ë î<è^É ì
��õ/çVöPó�ï*ûÎì
τ
(
{us}

) ñoûYçPì\èCë ó�ì	�Cõ/ç
ó�ì7ð0ñ�ï7û ô7ì7óCîcì
��õ/ç%ë ð0ñ�ç�óTçPì5òcÉ

P(s,u)

¢
s > 0, u ∈ H× R1,d þárçPò�î ø�ó�ï�òPì*õ¬õ\Ê�¢�ö�ï7óWì*ð�Ê���ï7ë ð0ñ�çPñ

τ
(
{us}

) ñoû$çPì7èPë ó�ì
��õ/çTó�ì*ð�ñ5ï7û ô7ì7óCîcì	�Cõ-ç
Y
¢=í�É ç=öPë ð�ò�í�îcï7ð

h(s, u) = E(s,u)[Y ]
î<è

(∂s + L)
ñwÉ)ì*óCû$ï*ð�îcò4þ

� {;���
h : R×H× R1,d → R

���?"������&�� ���
(∂s + L̃) ³ ��*��#$��&	+<!�@B��&�!C��+/�5& â z)��� Y = lim

s→+∞
h(s, us)

Q :O�	��&
����+-
O�-+-#%+/�r��U)+<
���
�Q

0
���-
���:O������� â hV�	+<
V+-
��& ⋂

s>0

F .,u.>s ³ #$��5
��	�P*���/�]���&�� �5#�[7*��+-��	�/� â
¯ +-[���& s0 > 0, u0 ∈ H × R1,d Q2���	�_�	��� !��4
�
 {h(s, us)}s>s0

+-
X�	&�� ���
Ps0,u0

`������&�� ���k#Y*����+-&	R'*�-��AO+/�
!��5&)[�����R��4


Ps0,u0
³ ��/#$�'
���
��	�����-(W���7:2����

Y
Q �&��

h(s0, u0) = E(s0,u0)[Y ] âa² ����# �	�������5
�+N��+/�5& ¸�Æ Q
Y

+<
��	&�� ���
Ps0,u0

+/&��	+-
���+-&	R���+-
���*���/�]@B����# 
τ
(
{us}

) ³ #$�4�
��	����	�-�r�P*&�� �5#�[7*��+-��	�-� â
mO�4!�+-�	��� !�*�-�/(5Q�R5+/[5��&p

τ
(
{us}

) ³ #%�4�
��	�P*�	�-�T���&�� �5# [7*��+<*�	�-�
Y
Q
s0 > 0

�&��
u0 ∈ H × R1,d Q������5���'
�+/��+-��&¸�Æ ����
���+/1���
V���	�]1��P
��O@B�5�/�-�7:O+/&�R"�4,5��*�-+N��(5Q :O�	�����

s > s0 â
Es0,u0 [Y ] = Es0,u0 [Y ◦ θs−s0 ] = Es0,u0

[
Es0,u0 [Y | F .,u.6s ]

]
= Es0,u0

[
Es,us [Y ]].

z)�$���	�H@B�	&�!���+-��&
h : (s0, u0) ∈ R>0 ×H× R1,d 7→ Es0,u0 [Y ]


�7��+-
�1��4
2���	�T�4,5��7��+-��&

h(s0, u0) = Es0 ,u0 [h(s, us)],
M�I â I â · S

@B�����&)(
s > s0 > 0 âa¿ �H
�\:D+-&G�����5���'
�+/��+-��& ¸�� ����7�O�����]�5������*���5�

∂s +L
+-
V�)()���)���/�-+/�	��+<! â vù�V@B���-�/�7:�
�@B����#uª×5��#Y�&�� ���a} 
=���	���5����#Ù����7�

h
+-
2
�#%�)�����G�&��$@B����# ���	�>�4,'��7��+/�5&�M�I â I â · S3����7�V+N�V+-
 (∂s +L) ³ ��*��#$��&	+<! â �

�d�d�§I+hV�	�H�	����!���� +-&	RY!��5������
�����&�� ��&�!��]+-#%#$�4� +-*�����/(XR5+/[5��
O
���#$�]@B����+N�P
 â
�3����û��7��� ¸ ¦�å>Ö>ð�Ê ��ï*ë ð�ñ�çPñ

(∂s + L)
ñwÉ)ì*óCû$ï*ð�îcò2öPë ð�ò�í�îcï7ðZï*ð

H× R1,d ñ�ï4çCè?ð0ï*í2ñ�ç�ø ç�ð�ñKï7ðZí�É çWí�î¬û$ç
s
¢�ì7ð0ñ

è�ïXî<è
L
ñwÉ)ì*óCû$ï*ð�îcò4þ

ä û��#û�þXþRÿ��*l ¸ é � B ��¥;����£��E¥�£�«�� �7¥;��£�z
σ
{²���B»�})©��N������åv¼�ï*ó"ì7ð�Ê

u0 ∈ H× R1,d ¢Ví�É ç σ ñ�ì7õ ü'ç���ó�ì7è τ({us}) ì7ð0ñ
Inv

(
{us}

) òPï7î¬ð0ò�îcñ5ç"ë\øZíùïLìLò�õ/ì7è�èWï�ö
P0,u0

ñoð�ë õ¬õ0è�ç�ícè�þ
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¿ �ZR�+-[��� �	���)��@?�*@T������������# ¸ Çb@B�5�G�����	&�� ���
(∂s + L̃) ³ ��*��#$��&	+<!8@B�	&�!���+-��& â hV�	�J�	����!��4� +-&	Rn����
��	�N�P
L�5&

�
�('#$� ���*��+-!
σ ³ *�-R�������5
��	�5�-�G�����	�]@B�5�V���	�?� +/.0��
�+-��& {

(gs, ξs)
}
s>0

��& G Q�*&��L+/��
V��+/#$�767
����!��][5���P
�+-��& â
�3���¦û��7��� ¸ Ç;å�Ö>ð�Ê���ï7ë ð0ñ�çPñ

(∂s + L̃)
ñwÉ)ì*óCû$ï*ð�îcòVöPë ð�ò�í�îcï7ðtï7ð

R>0 × G ñ�ï4çCè?ð0ï*íVñ�ç�ø ç�ð�ñKï7ð`íOÉ)ç"ícî¬ûYç
s
¢Vì7ð�ñ

è�ïXî<è
L̃
ñwÉ)ì*óCû$ï*ð�îcò4þ

h��?�	���7[��2���	+-
=���	��������#8Q':��O��
��rfu>*��&��!P9"+/&	�4,'��*�-+N��(5Q5
��	�7:O&$+/&$���	���5����#,é ¢ â �=�5�X
��	�5�	�<�"����5�"���	�r@B���-�/�7:O+-&	R
�	���)��@27@¬�����T����5� +/&�RK
���!���+-��& § å § å Æ â z)���8Ý s�&�!�± Â*Þ Q)g��������-�-�+/��� 3.2

Q�� â 35
QA@B�5�H���	�X
�*#$�%���4
��	�/�?:O+/���Z���	�$�5������*�����

∂s +4 ��&_
���#$�HR��)� �_mO+-��#Y�&	&	+<*&K#$�&	+/@B���<� â
� {;���

0 < ε < 1
�&��

h
���?%�����	&�� ���

(∂s + L̃) ³ ��*��#%�5&	+<!�@B�	&�!C��+-��& â=² �����&)( e ∈ G Q r > 1
Q

h(s+ ε, e)− h(s, e) =

∫ {
p̃r−ε(e, e

′)− p̃r(e, e′)
}
h(s+ r, e′)Haar(de′),


��
∣∣h(s+ ε, e)− h(s, e)

∣∣ 6 ‖h‖∞‖p̃r−ε(e, .)− p̃r(e, .)‖L1(Haar).
M�I â I â ¾ S

kr
�+-&	R$���	�T�-��@¬��+-&)[7*��+-�&�!��]�*@
p̃
Q	:2�T
����H����7�

‖p̃r−ε(e, .)− p̃r(e, .)‖L1(Haar) = ‖p̃r−ε(
v��
, .)− p̃r(

v��
, .)‖L1(Haar).

hV�	�V@B�	&�!C��+-��&
(t, e′) ∈ R>0×G 7→ p̃t(

v��
, e′)

+-

(∂t− L̃∗) ³ �����#$��&�+-! â hV�	+<
a�)()���)���-�-+/� ��+-!9«O�������P7�����s+-
a�	��1�&	�4���&X���	�rø�ó�ï4ñ7ë�ò�í;ü*ó�ï7ë\ø

R×G Q)*&��X�/��@¬��+-&'[7���+<*&'� â ur���&��!P9#} 
=+/&	�4,'��*�-+N��($
���7�����Y+-&Y���	���5����#,é ¢ Q)*&��$����#$���9
1
@B���-�-�7:O+/&	R%+/��Q�5
�
�����������7�O���	�����T��U +<
��P
O$!���&�
��P*&'�

C

���!P�L����7�

∀ r > 1, ∀ e′ ∈ G, p̃r−ε(
v��
, e′) 6 C p̃r(

v��
, e′).

M�I â I âÃµ S
z)��Q�+-&	�4,5��*�-+N��(nMýI â I â µ S2#$���&�
r����*�]+/@

P̃r−ε(
v��
, .)

�	� �P
>
���#$�W#Y5
�

m

�5&�
��5#$�W
�����Q
P̃r(

v��
, .)

��� ��
H7�]�/�4�
��

���#$�?#Y�
�
 m

C

��&8����7�>
���� â z)��Q����	�?[7���+<7��+/�5&8�	+-
����&�!��?������:2����&8���	�4
��?��:��Y�	������*�	+-�/+/��+-��
r+-
 6 1− 1
C < 1 âhV�	+<
�� +<
��P*&�!��H+-
O�4,'��*�0��� 1

2

∫
‖p̃r−ε(

v��
, .)− p̃r(

v��
, .)‖L1(Haar) âhV�)��
�Q @B�����&'(

e ∈ G Q
∥∥p̃r−ε(e, .)− p̃r(e, .)

∥∥
L1(Haar)

=
∥∥p̃r−ε(

v��
, .)− p̃r(

v��
, .)
∥∥
L1(Haar)

6 2(1− 1

C
) < 2.

d>������+-��&	&�+-!R} 

0− 2

�<\:TQAÝ dr��� µ*¾\Þ Q�� â 118
Q 
���7����
V����7�O�	&�� ���O���	�T�	����!���� +-&	R$!���&�� +N��+/�5&

∥∥p̃r−ε(e, .)− p̃r(e, .)
∥∥
L1(Haar)

−→
r→+∞

0.

z)��Q ���	�T+-&	�4,5��*�-+N��(ZM�I â I â ¾ S�R5+/[5��
 ∣∣h(s+ ε, e)− h(s, e)
∣∣ = 0.

sr
O���	+<
O+<
2�����	�H@B�����&'(
ε > 0

Q)���	�?!���&�!��/��
�+-��&G@B���-�/�7:�
 â �

��� C x)� |R��£Fx�£�}¾¦a£��bz\ª�} � x�¥°���4x�£b©�x�¤3£���� �\��x�~
(L,H× R1,d) �

mO��!�*�-�0���	�?� ��1�&	+/��+-��&8�*@s$#$+/&	+-#Y*�A&	�5&8&	��R'7��+-[��
L ³ �����#$��&�+-!r@B�	&�!���+-��&8R�+-[���&G+-&L���	�fvo&'����� � ��!C��+/�5& â

m+��89�6���! 7�;û�� ¸ ½;å_ÖÙð0ï7ð_ð0çýü'ì*í�î¬ô7ç
L
ñwÉ ì7óCûYï7ð�îcò�öPë ð�ò�ícîcï*ð_î<èrè�ì7îcñXíýï ��ç��Ù�d���d�×���;î öTì*ð�Ê

L
ñwÉ)ì*óCû$ï*ð�îcò=öPë ð0ò�í�îcï7ð

gèPë�òFÉKíOÉ)ì�í
0 6 g 6 fî<è2ø�ó�ïPø	ï7ó�í�îcï7ð0ì7õsíýï

f
þ

® | S�S�L�MOkcLskcPgV ]_VTkcW>å^æ v
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hV���H@B���-�/�7:O+-&	R%����@B����#W�	�<7��+/�5&L+<
O+/#$#$���	+-*��� â

âl���(��ÿ Æ� å¥ÖÙð0ï7ðpð0çùü5ì�ícî¬ô7ç
L
ñwÉ)ì*óCû$ï*ð�îcò�öPë ð�ò�ícîcï*ð

h
î<èTû"î¬ð�î¬û$ì*õ;î ¶�íOÉ)çWï*ð�õ\Ê���ï*ë ð�ñ�çPñröPë ð�ò�ícîcï*ð	è

f
è�ì*í�î<èBö�Ê7î¬ð'ü

í�É ç?ó�ç�õ/ì�ícîcï*ð
L(hf) = 0

ì7ó�ç"íOÉ)çWòPï*ð	è�íýì*ð�ícè�þ
�§I ¿ �Y
�����/�a��	�	�-(cq_*����+-&�} 
>#$�����	� �kM�Ý´q_*��° ®CÞ SPQ��
]��
����p+-&J���	�Y
������ (��*@=���	�$�	��*�H�5������*���5�%M�
����W���	�$���)��9

Ý d>�)� Â	®�Þ �*@)dr�)����Q¦g���*� �����A�yv[�WQ	@B�5�O+/&�
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1 =

∫

A

fα ν1(dα)
M�I â I â Å S

kr
�+/&	R'g����),'�	����} 
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h =

∫

A

fαH(α) ν1(dα),
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 â

�d�§Ivç ª�� z � �7}8z4ª�}9��}8~o¤3£�|�z�¥Bx0£��
fα � â hV���H!���&)[�����R5��&�!����*@ {σs}s>0
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Sd−1 Q�:O�	+<!P�`+-
V���5+/&'���/(Z!���&�+N��&'������
H+-&

(σ, u)
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L ³ �����#$��&�+-!r@B�	&�!���+-��&8�*@
u
Q @B�5�V1	U ���

σ ∈ Sd−1 â vù�r
�7��+-
�1��4
����	�T+<� ��&'��+/��(

∀u ∈ H× R1,d, 1 =

∫

Sd−1

hσ(u) dσ.
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��]@B�	&�!C��+/�5&�
 hσ #$+-&	+/#Y���À
{����

ϕ ∈ O(Rd) âa² ��� ξ̇ ∈ H Q':O+/���X�����<*��!��)���P� +/&�7���4

(ρ, σ)

Q)&	�����
ϕ(ξ̇)

���	�r����+-&'���*@
H

:O+N���X�����<*��!��'�5���	+/&�*���4

(
ρ, ϕ(σ)

) â hV�	+-
r*�	�	�-+<!�7��+/�5&L+<
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��5#%������(X�*@
H â kr
�+/&�R"���	�T�����<7��+-��&

hϕ(σ)
(
(ξ̇, ξ)

)
= hσ

(
ϕ−1(ξ̇), ϕ−1(ξ)

)
,
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L
�'(L���	�"�!C��+/�5&8�*@

ϕ−1 ��&
H× R1,d Q��5&	�?
�����
O����*�r��&	�T��@����	�T@B�	&�!C��+-��&�
 hσ +<
O#$+/&�+/#Y*�
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¿ �_!P�	�)�5
��X���J:2����9`:O+N���

σ = ε1 â kr
�+/&�R����	�8��*�/@c
����!��K!��)���P� +-&�7����
"��&
H
Qa���	�K@B�	&�!C��+-��&

hσ
(
(y, x), ξ
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�������!���T� +/.���
�+-��&Y�5&
H×R1,d Q':O+N���X� +N.0������&'��+-��

R���&����P7���5�
f → L(hε1h)

hε1
≡ Lhε1h,

*&��tR5+/[5�L*& +/&'��������������7��+/�5&t�*@O���	+-
$� +/.0��
�+-��& +/&t������#Y
W��@O���	�K����+/R5+/&�*�=�5&	� â hV�	+<
W&	��:�� +/.���
�+-��&n+<
"!�*�-�/�4�`�����
|�x0£��3¥¬z�¥cx�£�})���3¥¬�¤���¥cx�£�Q)�������	�

hε1
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ε1 +-
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hε1

î<èTû"î¬ð�î¬û$ì*õ�î ¶ íOÉ)ç
hε1

ñ<ø�ó�ï�òPç�èPè(É ì\è"ìXí�óCî¬ô4îcì7õ�î¬ð�ô\ì*óCîcì7ð�í
σ
ñ�ì*õ ü5ç���ó�ì�þ

º  k�]_S�] y K^]R] y S�mnl�W�Xd]gVTkcW hσ Y�S�L�S�W�Y�P8kcW�Q ÄzkcW ξ̇ v
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Pε1u0
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�����������L@B���5#
u0 ∈ H× R1,d â
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�+-&	RY����N@c
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H
Q)�����T�������P7���5�

Lh
ε1 ��5
2���	�T��U)�����4
�
�+/�5&

Lh
ε1
f =

y2

2
(∂2
x + ∂2

y)f +
d

2
y∂yf + ∂ξf(ξ̇)(

µ
).

z ��Q;���	�$��[5���-� ��+-��&Z�*@����	��q_���95�7[K����� !��4
�
]:O+/���`R���&	���P7�����
Lh

ε1 +<
?� ��������#$+/&	�4���)(_���	�%@B���-�/�7:O+-&	R_
���� !P���
���+<!
� +N.0������&'��+-��;
�( 
�����# â

dys = ysdw
y
s +

d

2
ysds,

dxs = ysdw
x
s ,

dξs = ξ̇s ds = ψ
(
(ys, xs)

)
ds.

M�I â I â/®4Â S

:O�	�����
wy
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�%����*� u ���7:O&	+-�&L#$�*��+/�5&_*&��
wx
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wy â¿ �KR����$p�����������%+-&�
�+-R��'�%�*@O�����G��[����-� ��+/�5&t�*@
ξs
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?+-&
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�
�
�� !�+<7�����L:O+N���G���	�T��5
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g′ = {−ε1, ε0 + ε1, ε2, ..., εd} â

g′1 = ε0 + ε1

g′0 = −ε1 Rg2 + Rg3 = Rε2 + Rε3

pr�*���
(ξ′0, ξ′1, ..., ξ′d)

���	�$!��)���P� +-&�7����
r�*@�G���5+/&'�
ξ ∈ R1,d +/&����	�%��5
�+<


g′ â vo&K���	��
��?!��)���P� +-&�7����
�Q'���	�T�4,5��7��+-��&
dξs = ψ

(
(ys, xs)

)
ds

��*95��
������H@B����#

dξ′0s =
ds

ys
,

dξ′1s =
|xs|2 + y2

s + 1

2ys
ds,

dξ′js =
xj−1
s

ys
ds, j = 2..d.
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�_x�za� z�¥Bx0£nâ ² ���5# &��7: �5&;Q0:��"��
��
g′
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R1,d QA*&��_��*�/@c
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u ∈ H×R1,d +-
V� ��&	�*�����G��+/���	���
u = (ξ̇, ξ)

:O�	��&K&	�$!��)���P� +-&�7����
2*���>&	����� �4�AQ ���
u =

(
(y, x), (ξ′0, ..., ξ′d)

) âhV���T��,'��7��+/�5&L@B�5�
ys

���
V��U)���/+<!�+/�r
��5�/�	��+-��&r@
ys = y0 e

wys+ d−1
2 s.
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 {ξ′0s }s>0
!��5&'[5����R��4


Pε1u0
³ *�-#%�'
��H
��������/(G���

ξ′00 +
1
y0

∫∞
0
e−w

y
r− d−1

2 r dr â hV�	+<
O�P*&��	��# [7���+<*�	�-�T��5
�Y&	�5&8����+/[)+<*�;�<\: â z ��Q hε1 +-
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>*�-�A�����
hσ
} 
PS â p��*���

Rε1∞ = ξ′00 +
1

y0

∫ ∞

0

e−w
y
r− d−1

2 r dr.
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u ∈ H× R1,d, a < b, Pε1u (Rε1∞ ∈ [a, b[) =

∫ b

a

hε1` (u) d`,

Â*èRS�MOS�K�W�Y�VTWz] y S�PgS�tfl�S�Q�bJX;S�l�PgS�] y S�W�k�]gK^]_VTkcW ∂2
x
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∂2
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+ ...+ ∂2
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hε1` (.)

Q
` ∈ R Q	+<
O*& Lhε1 ³ ��*��#$��&	+<!�@B��&�!C��+/�5&K��@

u
@ L(hε1h

ε1
` )

hε1 = 0 â z)��Q hε1hε1` +-

L ³ �����#$�5&	+-! âs>
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ys
= q(ξ̇s, ε0 + ε1)

Q
Rε1∞

��5
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�+/�5&
Rε1∞ = lim

s→+∞
q(ξs, ε0 + ε1).
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Rσ(ξs) = q(ξs, ε0 + σ)
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Rσ∞
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Pσu
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Pσu
(
Rσ∞ ∈ [a, b[

)
=

∫ b

a

hσ` (u) d`.
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u ∈ H× R1,d

1 =

∫

Sd−1×R
hσhσ` (u) dσd`.
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ε1h
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(∂2
x + ∂2

y)f +
d
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y∂yf + ∂ξf(ξ̇);
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�� Lhε1f = L(hε1f)
hε1
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L(hε1f)+-
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hε1
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(
H× R1,d

) â
² ���V���	� hε1 ³ �	��� !���
�
 {((ys, xs), ξ′s)}s>0

Q�
�����������L@B���5# (
(y, x), ξ′

) Q

ys = y ew
y
s+ d−1

2 s,

*&��
ξ′0s = ξ′0 +

1

y

∫ s

0

e−w
y
r−d−1

2 r dr

Æ ã y S�W�k�]gK^]gVTkcW g>2

VTPrmnkcM[K
(d − 1)

í¥l�L�QTS
{g2, ..., gd} vÈ | S�S�ß v � v �cb:î�ï v
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Pε1u ³ ��/#$�5
���
��������/(L5

s→ +∞ Q :O��7����[����

u ∈ H× R1,d âs>

Lh

ε1 +<
V�)()���)���-�-+/� ��+-!�Q�!��5���5�/�<*��( ¸0§ 
�\( 
�����7��Q�R�+-[���&
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+-
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Lh
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V��&G�����T��U �	����
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�+-��&

hε1>`(u) = Pε1u
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ξ′0 +

1

y

∫ +∞

0

e−w
y
r− d−1

2 r dr > `
)

= Pε1u
(∫ +∞

0

e−w
y
r− d−1

2 r dr > y
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`− ξ′0
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hε1>`
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G(t) = P
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0

e−w
y
r− d−1

2 r dr > t
)
.
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.
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î¬ð�ñ�ç�ø	ç�ð0ñ�ç�ð�íTó�ì*ð�ñ5ï7û ô7ì7óCîcì
��õ/ç�è�¢$ï�öGõ/ì^]

µ
þ �rÉ ç�ðDíOÉ)çKó�ì*ð�ñ5ï7ûö]�ì*õ/Ü { n∑

i=1

Xk

}

n>1

î<èGó�çPò�ë óCó�ç�ð�í]î¬ðFí�É ç_ò�õ/ï7è�ç�ñ
èPë��ýü�ó�ï7ë\ø8ü5ç�ð�ç�ó�ì*íùçPñ��FÊLíOÉ)çHèCë\ø5ø ï*ó�í2ï�ö

µ
î ö^¢Vì7ð0ñLï*ð�õ\ÊYî ö^¢ ∫

xµ(dx) = 0
þ

¿ �H1��P
��r
��	�7:F����7�O���	�T+-&5����R5����	+/�-+/��(X!���&�� +N��+/�5&8+-
2@B�	�/1��-�/�4� â
âl���%��ÿ Æ éAå Eε1u0,u0

[
|
∫ S1

S0
zu du|

]
< +∞ þ

� h��%��[7*�-��*���>���	+<
2#%�4*&;Q :2�H!�� �2���	�H+-&'����R5�����+-&G��:��"��*����
f@3���	�]1��P
��O!��5������
�����&�� +-&	RT���W���	�H+/&'����R��P*���*@
z������:2����&

S0
�&��L���	�H1��P
��2��+/#$�

H
:O�	��& {zs}s>0

�	+/��
 ±1
Q	*&��L�����?
��4!���&��L������ ∫ S1

H
zu du âa¿ �?
��	�7:F����7�

Eε1u0,u0

[∣∣∣
∫ H

S0

zu du
∣∣∣
]
< +∞ Q	*&��

Eε1u0,u0

[∣∣∣
∫ S1

H

zu du
∣∣∣
]
< +∞.

hV�	�L1���
��"�5&	�X+<
W�4�
�(����p���&�� �-� âJ² ���%*&)(
x ∈ R Qs&	�*��� Px ���	�K�-\: ��@ {zs}s>0


���*�����4�Z@B���5#
x â z)+-&�!��

|zs| 6 1
��&

[S0, H ]
Q

Eε1u0,u0

[∣∣∣
∫ H

S0

zu du
∣∣∣
]
6 E0[H ] < +∞(

<^<
).

hV�	�?
���!���&��G+/&'����R��P*� ∫ S1

H
zu du

+<
V��*&�� �/�4�8�
2@B���-�-�7:�
 âp������
τ0 ≡ inf{s > 0 ; zs = 0} ���	�"�	+N����+-&	RX��+/#$�"�*@ {0} �)( {zs}s>0

QA*&��
g0(x, y)

���	� ¯ ������&8@B�	&�!���+-��&J�*@
{zs}s>0

Ü\î¬õ¬õ/çPñGì�í�í�î¬ûYç
τ0 â

Eε1u0,u0

[∫ S1

H

zu du
]

= E1

[∫ τ

0

zu du
]

=

∫ +∞

0

g0(1, y)y dy.

¿ �?!�*&K1�&��K�&G��U �	�/+<!�+/�O@B����#W���-"�*@3���	� ¯ ������&L@B��&�!C��+/�5&
g0(x, y) â{;���

ϕ
���H$
�#$�'�����L@B�	&�!C��+/�5&8��&

R>0 Q	:O+/���8!��5#$���!��V
��	�	������� â {���� b > 0

���!P�L����*��
��	���

ϕ ⊂ (0, b) â p������
τ0,b = inf{s > 0; zs ∈ {0, b}} â g���&�
�+<� ���V1���
��V���	�?
�( 
�����#

2 + z2

2
f ′′(z)− d

2
zf ′(z) = −ϕ(z),

f(0+) = 0, f(b−) = 0,

M�I â I â/®7µ S

:O+/������&	+-,'�	�$
����-� ��+-��&_���	�?@B��&�!C��+/�5& ∫∞
0
g0,b(x, y)ϕ(y) dy

QA:O�	�����
g0,b(x, y)

+<
r���	� ¯ ������&_@B��&�!C��+/�5&��*@ {zs}Ü\î¬õ¬õ/çPñpì*í�í�î¬ûYç
τ0,b

A0������&�:2�W�-���
b → +∞ â hV�	�%�	��#$+/&�7���4�p!��5&)[�����R���&�!��H���	���5����#�����
���+N1���
r���	�%��,'����/+/��+-��


•
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∫ +∞

0

g0(x, y)ϕ(y) dy = Ex
[∫ τ0

0

ϕ(zu) du
] •

= lim
b→+∞

Ex
[∫ τ0,b

0

ϕ(zu) du
]

•
= lim

b→+∞

∫ +∞

0

g0,b(x, y)ϕ(y) dy =

∫ +∞

0

lim
b→+∞

g0,b(x, y)ϕ(y) dy.

z)( 
�����# MýI â I â-®\µ Ss!��&X���H
����-[����X��U �	�-+-!�+N���/(5Q)5
�+/�V+-
2T1��P
��2�5��� �����4,5��7��+-��&L+/&
f ′ â hV�	�H
����2��@�
��5�/� ��+/�5&�
��*@A�������,'��*��+-��&

2 + z2

2
u′(z)− d

2
zu(z) = −ϕ(z)

+<
V@B���	&��G�)(Y���	�T#$�����	� �G��@3[7���+<7��+/�5&L�*@����	�T��*�P*#$�������P
 â s�&)(G
����-� ��+/�5&G+<
V�*@3���	�H@B�5��#

u(z) = λ(2 + z2)
d
2 + 2 (2 + z2)

d
2

∫ z

0

−ϕ(r) dr

(2 + r2)
d+1

2

,
M�I â I â/®4Å S

:O�	�����
λ
+<
O%���4*�;!���&�
����&5� âkr
�+-&	R$���	�T������&��	*��(X!��5&�� +/��+-��&�
V+-&tM�I â I â/®7µ S�Q	:2�]1�&��

∫ +∞

0

g0,b(x, y)ϕ(y) dy = 2

∫ b
0

(2 + u2)
d
2

∫ u
0

ϕ(r)dr

(2+r2)
d+1

2

du

∫ b
0

(2 + u2)
d
2 du

∫ x

0

(2 + u2)
d
2 du

− 2

∫ x

0

(2 + u2)
d
2

∫ u

0

ϕ(r) dr

(2 + r2)
d+1

2

du.

M�I â I â/® ±'S

¿ �T��\[��
lim

b→+∞

∫ b
0 (2 + u2)

d
2

∫ u
0 (2 + r2)−

d+1
2 ϕ(r) dr du

∫ b
0

(2 + u2)
d
2 du

=

∫ +∞

0

(2 + r2)−
d+1

2 ϕ(r) dr.

¿ �K� �4� ��!��X@B����# ��,'��7��+/�5&DM�I â I â/® ±'S>����7� g0(x, y) = 2(2 + y2)−
d+1

2

∫ x∧y
0

(2 + u2)
d
2 du âp¿ �G
����G��&`����+-


@B����#W���-"����7�
Eε1u0,u0

[∫ S1

H

zu du
]

=

∫ +∞

0

g0(1, y)y dy <∞,
�
O
��)��&8�


d > 2
M < D S â �

s>
r&��*���4�AQ�+N�r����#Y�+/&�
����X�����7[5�H����*�����	�%!��-�5
����KR��������_R���&����P7���4�K�'(G�����W
����	���5���>�*@a�����?�-\:¶��@ ∫ S1

S0
zu du

+-

&	��&K�-*����+-!��H���$��&��G���	�T�	���'��@���@����	�H�	���5���'
�+/��+-��& Æ ¦K:O�	��&

d = 2 â
âl���%��ÿ Æ Ç;å �rÉ)ç%ò�õ-ï\è�çPñ"ü�ó�ï7ë\ø_ü5ç�ð�ç�ó�ì�íýçPñ��FÊXíOÉ)ç?èPë\ø5ø ï*ó�í2ï�ö?íOÉ)çWõ/ì:]vï�ö ∫ S1

S0
zu du

î<èTð�ï*ð�õ/ì�í�í�îcòPç�þ
� ¿ �?!�*&8
��	�	���5
��

S0 = 0 â{;���
a > 0 â {;��� ϕ : [0, 1]→ R

���?$!��5&5��+/&)�	�5��
2@B�	&�!���+-��&_
���!P�L����7�
• ϕ(0) = 0

Q
ϕ(1) = −ε < 0

Q
• ϕ(t) = 0

��&��/(Y@B�5�
t = 0

*&��K
��5#$�
t0

&	�4*�
1
Q

• max
s∈[0,1]

|ϕ(s)| > 1
Q

•
∫ 1

0 ϕ(r) dr /∈ aZ â
G_� | S�S�] y SeK�L�LsS�W�Y�V °>÷�'�ø	ù.ú�û?"�ü�'^%·!Û�#ý�ù�'�þOú�ú?û»ù��*û»ÿ��.û�� ø	$�û»'�",û?"

R2
bJ-.� -ob�L v ��ÀcÀ�bfmqkcM[Ke�cS�W�S�M_K�QTVTPwK^]_VTkcW3k�mo] y S�PgS�X�K�QTX�l�Q\K^]gVTkcW�P v
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hV�	�?
��	�	�������V���	��������# § ¼8�
�
�������
�����*��Q)@B�5�r*&)(

η > 0
Q)���	�T��[5��&'�

{
sup
r∈[0,1]

|zr − ϕ(r)| 6 η
}

��5
V���'
�+/��+-[��T�	������*�	+-�/+/��( â vù@s��&	�?!P�	�)�'
��4
 η > 0

�#$��/�A��&	����R��;Q

• S1
+-
O!��/�'
��]���

t0
Q

• max
r∈[0,S1]

|zr| > 1
Q

•
∫ S1

0
zr dr

+-
O&���*� ∫ 1

0
ϕ(r) dr â

mO�4� ��!�+-&	R
η > 0

+N@a&	�4!���
�
�*��(�Q :2�T��\[�� ∣∣∫ S1

0 zr dr −
∫ 1

0 ϕ(r) dr
∣∣ < � +<
�� (∫ 1

0 ϕ(r) dr, aZ
) Q�*&�� ∫ S1

0 zr dr /∈
aZ â z)��Q ∫ S1

0
zr dr

!�*&�&	�*�O�����-��&	RY:O+/���8�	��������	+-�/+/��(
1
���X
���#$�T
��	��R������	�

aZ â �
��ñd�MI â x0¤�¨��B¥�£�»b¥c£ �3¥°�`} £��4¥Bx0£ > 3

â p������
x1, ..., xd−1 ���	�$!��)���P� +-&�7����
r�*@

x ∈ Rd−1 â m���!���/� Pε1u0,u0

+-
r�����
�-\:D��@����	�?� +/.���
�+-��&8
��5�/[)+-&	R%
�( 
�����#qMýI â I â-®�¾ S�Q :O�	����� wy Q wx, wx ����]+-&�� ������&�� ��&'� âa¿ �T&	�����

(wx)
1 Q â�â�â Q (wx)

d−1���	�
(d− 1)

!��)���P� +/&�7���4
2�*@
wx

Mc���4
�� â (wx)
i @B���

wx
S â

² +-��
���Q���
��"�����$!����	���/+-&	RG���	��������# Æ ¦J���G1�&��Z
Pε1u0,u0

³ ��/#$�'
��T
��������/(81�&�+N��� {Fs}s>0
³ 
��������	+/&�RX��+-#$�

T1

���!P�

����*�
x1
T1

= x1
T1
,
�&�� |ξ′

T1

2 − ξ′T1

2| = ε.

² ����# ����7�Y��+-#$�8��&;Q2
����
(wx)

1
= (wx)

1 Q
(wx)

>2 ����#Y�+/&	+-&	RZ+/&�� ������&��	��&'�Y�*@
(wx)

>2 �&��
wy âk² ��� s > T1

Q
x1
s = x1

s

�&��
ξ′
s

2 − ξ′s2 +-
�!���&�
����&'��Q):O+N���_*&_*��
����-� ���][7��/�	�H�-��
�
2�����&8���V��,'����0���
ε â

¿ �X��\[5�
y
T1

= yT1
â hV�	��&;Q3��
�+/&�RG���	�L
�������&	RFq_���95�7[_�	���5��������(5Q;�-�'�59J*�]���	�X�	��� !��4
�
���
 {

(y
s
, x2
s , ξ

3

s
)
}
s>T1*&�� {

(ys, x
2
s, ξ

3
s )
}
s>T1

â2¿ �"!�*&8��
��T�����W!��5�	�	�-+/&	RX���	��������# Æ ¦8���X!��5�	�	�-�T���	�"
��4!���&��_!��)���P� +-&�7���
x2
s

��@
xs

:O+N���
x2
s
â s�@¬�����O����*�O��+-#$�

T2
Q�
����

(wx)
2

= (wx)
2 â hV�	��&;Q)@B��� s > T2

Q :��T��\[5�
• x1

s = x1
s ,

*&��
x2
s = x2

s

Q
• ξ′

s

3 − ξ′s3 +<
O!��5&�
���*&'�4Q :O+N���8�&K���
����-� ���H[7*�-�	�H�/�4
�
O�����&G�5�O��,'��*�0���
ε â

mO������*�����	+<
������ !��4� �	���]���L!����	�	�-�T��5!P�_!��)���P� +-&�7���]��@
x
���$���	�W!��5������
�����&�� +-&	RY!��)�5��� +-&�*����
V��@

x
Q���
�+-&	R$������������#

Æ ¦ â s�@¬���������	�>!����	���/+-&	R?��+/#$�
Td−1

Q
xs = xs

�&��$@B������5!P�
j = 2..d

Q
ξ′j
s
− ξ′js

+<
2!���&�
��P*&'��Q':O+N���G�&X*��
����-� ���>[7*�-�	�
�/�4
�
>����*&��5�>�4,'��*�3���

ε â sr
 y
s

����#Y*+-&	�4�_��,'��������
ys

� �	��+/&�RL���	�%!���&�
�������!���+-��&���@=�����%!����	�	�-+-&	R�Q
ξ̇
s

= ξ̇s
@B����#

���	�H��+/#$�
Td−1

��&�Q	*&��
ξ′1
s
− ξ′1s

����#Y�+/&�
V!���&�
����&5� â
hV�)��
�Q	:2�H��\[��H
����7:O&L���	�H@B���-�/�7:O+-&	R"���	��������# â

�3����û��7��� Æ ½ � â x0¤�¨��B¥�£�» z4ª�})x��7}P����åXæ�ç�í
ε > 0

ì7ð0ñ
u0 = (ξ̇0, ξ0)

ì*ð�ñ
u0 = (ξ̇

0
, ξ

0
)
��ç8í§]�ïLø	ï7î¬ð�íBè_ï�ö

H× R1,d èCë�òcÉ8í�É ì*í
ξ̇0

ì*ð�ñ
ξ̇

0

É)ì*ô\ç%íOÉ)ç?è�ì7ûYç
y
ñ�òPï�ï*ó�ñ7î¬ð0ì*íùçc¢Vì7ð�ñ

ξ′00 = ξ′
0

0

þ,´%ç%òPì7ð1¡�ð�ñ
• ì?ø�ó�ï	��ì	�Cî¬õNîBíOÊ%¡�õNíùç�ó�çPñYèýø	ì�òPç

(Ω,F , {Fs}s>0,Pε1u0,u0
)
¢

• ø	ì*íOÉ�èTèùø ì5òPç"ì5ñ�ìPø0íýçPñLó�ì7ð0ñ�ï*û ô7ì7óCîcì	�Cõ-çCè {us}s>0
ì7ð�ñ {us}s>0

¢�ï7ð
(Ω,F , {Fs}s>0)

¢
• ì7ð {Fs}s>0

ñùè�íýïCø�ø�î¬ð)üLí�î¬ûYç
T
¢

èPë�òFÉKíOÉ)ì�í
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45þ?íOÉ)çWõ/ì:]Eï�ö {us}s>0
ë ð0ñ�ç�ó

Pε1u0,u0

î<è
Pε1u0

¢�ì7ð0ñLíOÉ)ì�í�ï�ö {us}s>0
î<è
Pε1u0

¢
5 þWì�öCíùç�óWí�É ç"òPï*ë\ø�õ î¬ð)üLí�î¬û$ç

T
¢
ξ̇
s

= ξ̇s
ì7ð�ñ

ξ
s

= ξs + C1g
′
1 + c2g

′2 + · · ·+ cdg
′d ¢

]�É)ç�ó�ç
C1

î<èWì £ ó�ì7ð0ñ�ï*û ¦ òPï7ð�èCíùì7ð�í�ì*ð�ñ
c2, ..., cd £ ó�ì*ð�ñ5ï7û ¦ ò�ï*ð	è�íùì7ð�ícèrèCë�òFÉKíOÉ)ì�í |ci| 6 ε ¢�ö�ï7ó"ç�ô7ç�ócÊ

i = 2..d
þ

¿ �O&	�����W��:��]+/&�R������ +-��&'��
3+-&W���	�O����!���+/���V�*@	���	�O�	���)�*@���@�������������# ¼�¼ â hV�	�21��P
��s�5&	�V+-
3���	�V�	����!��4� +-&	Rr���	���5����#8Q
���	�?
���!���&��G��&	�H+<
O$�	&	+/@B����# !��5&'��+-&'��+N��(X�����5��������(Y��@

Lh
ε1 ³ ��*��#$��&	+<!r������&�� ���G@B�	&�!C��+-��&�
 âh��KR����>���	+<
]�	������������(�Q0:��"R��G�	�p���L���	�"R5���5�	� G QA:O�	�����W���	�$� +/.���
�+-��& {

(gs, ξs)
}
s>0

� ��1�&	����+/& § å ¢ å § �-+/[5��
 â
vù��
�R5��&	����*���5�O:25
O&	�*�����

L̃ â s�@B�	&�!C��+/�5&
f
�	��1�&	�4�8��&

H× R1,d &�*���	�P*�-�-(L��U)����&��	
���� G �)(K
�������+-&	R
f
(
(g, ξ)

)
=

f(gε0, ξ) â�² ����
�#$�'�����G@B�	&�!���+-��&�

f
��& G Q�
����

L̃h
ε1
f =

L̃(hε1f)

hε1
.

¿ �=�4
��P*�	�-+<
��T+-&H���	+<
;��*�P*R��P*���]V�	&�+N@B�5��#¶!��5&5��+/&)�	+/��(]�	���5��������(�@B���
L̃h

ε1 ³ ��*��#$��&	+<!3���5�	&�� �4�H@B�	&�!���+-��&�
 â �=���4!�+<
����/(5Q����+/&	R`�5&bZ&	�5& ³ !���#$#"� ��*��+-[��KR������	�;Q�:��8#"��
��X� +<
���+-&	R��	+<
��k��+-R��'�X*&����/��@¬�X�	&	+/@B����# !���&'��+-&)�	+N��( âb¿ �p
��	�7:�+-&
���	��������# ¼ ¸ ����7�O*&)(Y�����	&�� ���

L̃h
ε1 ³ �����#$��&�+-!�@B�	&�!C��+/�5&

h
+<
V��+-R��'�2�	&	+/@B����#%�-(X!��5&'��+-&'������
f@�R5+/[5��&

ε > 0
Q)���	�����]+-


"&���+-R��)���5�	���	�)�)� Vε �*@�v��G+-& G 
���!P�G����*�
∀ e ∈ G, ∀ e′ ∈ Vε, |h(ee′)− h(e)| 6 ε.

�d�§I � £�¥c~ýx�����|�x0£�z�¥c£A¤�¥¬zP� �_x�za� z�¥cx�£_â ¿ �r
�����/�	:O��+/���
e = (g, ξ) ∈ G â pr�*��� {P̃ ε1s (e, de′)

}
s>0

�����O���P*&�
�+/��+-��&
9�����&	���-
2�*@3�����

L̃h
ε1 ³ � +/.���
�+-��& âm���!���/�;����*�V:2�?� ��1�&	���K+-& § å ¢ å ¢ ���	�?�!���+-��&K�*@a*&K���-��#$��&'�

e = (g, ξ)
�*@ G ��&

Sd−1 @
(g, ξ).σ = σ′

+N@
g
(
R(ε0 + σ)

)
= R(ε0 + σ′).

âK���%�nÿ ¼ � åv6Oì�òFÉtç�õ/ç�û$ç�ð�í
e ∈ G ò�ì*ðë��ç,]aóCîBí�íùç�ð

e = e ê
¢_]aîBíOÉ

e
¡RÌ5î¬ð)ü

ε1 ∈ Sd−1 ¢Hì7ð0ñ ê
î¬ðkìZ!���#$���!��

èPë��Cè�ç�í Ĝ ï�ö G þ
� {����

e = (g, ξ) ∈ G âa¿ ��+/����+/&�R
e = (

v��
, ξ)(g, 0)

Q):2�]!�*&G�	���5�
(
v��
, ξ)

���*��� â kr
��]���	�]����N@c
����!��r#$� � ���A��@
H

���Y� ��
�!���+-���]�����?
������*@�+<
���#$������+-��
V��@
H â vù��+-
V:2���-�;9)&	�7:O&L����*�

• *&)(X+<
��5#%������(Y�*@
H

!��&G���Yë ð�îcê�ë�ç�õ\ÊY:O��+/������&_�
O%�	��� � ��!��
g = t λ r,

:O�	�����
t
+-
VW���P*&�
��-*��+-��&X+-&8"� +-����!C��+/�5&L��@;���	�]@B�5��#

(0, τ) ∈ R>0 ×Rd−1 Q λ +<
����	�]+-
���#$������(
(y, x) 7→

(λy, λx)
*&��

r
+-
O$�)()�����������-+<!>���*�P7��+/�5&L:O+/���_!���&5�����

(1, 0)
Q

• ���	�?
�������@��)()�����������-+-!]���*�P7��+-��&�
�:O+/���_!���&'�����
(1, 0)

+-
O+<
���#$�����	�	+<!����$���	�LòPï*ûrø	ì�ò�í2R������	�
SOd(R) âj=5!P�G�����&�
�@B����#

t, λ
�-��\[5��


ε1
1	U ���AQ &	���

r â h��9�� e = (tλ, ξ)
*&��

ê = (r, 0) â ��_x�za� z�¥Bx0£Jâ ² �5� e ∈ G Q Le
�	��&	������
2���	�T�-��@¬�O���P*&�
��<7��+/�5&G�5& G @ Le(e′) = ee′ â

âK���%�nÿÛ¼ ¢ å��;É ç¥Ü*ç�óCð0ç�õ
P̃ ε1s

î<è>õ-çcöCíaî¬ð�ô\ì*óCîcì7ð�íJ�cÊYì7ð�Ê
e
î¬ð G íOÉ)ì�í�¡RÌ)ç�è

ε1
� ö�ï7óTì7ð�Ê?èCë�òcÉ

e
ì*ð�ñYì*ð�Ê%òPï*ûrø	ì�ò�ícõ!Ê

èPë\ø5ø ï*ó�íýçPñYèPûYï4ï*íOÉ]öPë ð�ò�í�îcï7ð
f
¢

P̃ ε1t (f) ◦ Le = P̃ ε1t (f ◦ Le).

� ¿ ��+N���
e = (tλ, ξ)

Q�:O+/���
t, λ

�
>+-&����	�"�����4!����	+/&	RK�-��#$#Y â mO�4!�*�-� hε1 +-
HG#W�	�/��+-�	�-�$�*@
yd−1 âW² �5�]�&'(

ξ̇ ∈ H Q

hε1 ◦ Le(ξ̇) = hε1
(
e(ξ̇)

)
= hε1

(
t(λ(ξ̇))

)
= λd−1hε1(ξ̇).

M�I â I â I Â S
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hV�	�T+<� ��&'��+N��(G�*@����	�T�-��#$#Y$+-
2���	�T+/&'����R��P7�����G[�����
�+/�5&X�*@3�����T+-� ��&'��+/��(

(
L̃h

ε1
f
)
◦ Le =

L̃(hε1f)

hε1
◦ L̃e =

L̃
(
(hε1f) ◦ L̃e

)

hε ◦ L̃e

=
L̃
(
hε1f ◦ L̃e

)

hε
= L̃h

ε1
(f ◦ Le).

M�I â I â I ® S
hV�	�K1��P
��Y�4,5��*�-+N��(`����5� ��!��4
?���	�8�/��@¬�X+/&)[7*��+<*&�!��L�*@

L
�)(vì*ð�Êt�-��@¬�$���P*&�
��<7��+-��&�Qa���	�_
���!���&���!���#$�4
W@B����#

+<� ��&'��+/��(`M�I â I â I Â S â u������5Q f +<
�*&)(L
�#$�)�*���G@B�	&�!���+-��&8��& G :O+/���_!��5#$���!��O
��	�	������� âa¿ �TR����V@B���5#qM�I â I â I ® S

P̃ ε1t (f) ◦ Le =
(
e−t

eLhε1 f
)
◦ Le = e−t

eLhε1 (f ◦ Le

)
= P̃ ε1t (f ◦ Le).

�
�_x�za� z�¥Bx0£Xâ pr�*���

p̃ε11 (e, e′)
���	���	��&�
�+N��(H��@ ���	�2#$���
��	���

P̃ ε11 (e, de′)
:O+N���?����
����4!C�����>yur����#$��5
������

Haar(de′)��& G â vù��+<
�$!��5&'��+-&'������
�@B�	&�!���+-��&_��@
(e, e′)

M < ¤ S â
u �4!�*��
��T*&)(X������&�� ���

L̃h
ε1 ³ ��*��#$��&	+<!�@B��&�!C��+/�5&8
�7��+-
�1��4


h(e) =

∫
p̃ε11 (e, e′)h(e′)Haar(de′),

:��H��\[5�r@B�5��*&)(
ẽ ∈ G Q

∣∣h(e)− h(eẽ)
∣∣ 6 ‖h‖∞

∫

G

∣∣p̃ε11 (e, e′)− p̃ε11 (eẽ, e′)
∣∣Haar(de′). M�I â I â I5I5S

{����
e = e ê

���]�����H�	��!��5#$���'
�+/��+-��&L��@
e
R5+/[5��&G�'(Y�-��#$#YX¼ � Q):O+N���

e
*&��

e−1 1	U +/&�R
ε1 â {���#$#YX¼ ¢ ����
���+/1���
���	�H1��P
��V�4,'��*�-+N��(

∫

G

∣∣p̃ε11 (e, e′)− p̃ε11 (eẽ, e′)
∣∣Haar(de′) =

∫

G

∣∣p̃ε11 (e−1e, e−1e′)− p̃ε11 (e−1e ẽ, e−1e′
)
|Haar(de′)

=

∫

G

∣∣p̃ε11 (ê, a)− p̃ε11 (ê ẽ, a)
∣∣Haar(da).

M�I â I â I ´ S

âl���%��ÿ ¼ § å �rÉ)ç�öPë ð�ò�ícîcï*ð
ẽ ∈ G 7→ sup

be∈bG

∫

G

∣∣p̃ε11 (ê, a)− p̃ε11 (ê ẽ, a)
∣∣Haar(da)

òPï7ð�ô\ç�ó�ü'çCè?íùï
0
ì7è

ẽ→ v���þ

� {���� U ����O!���#$��5!C�;&	��+/R5�)���5�	�����'� �>�*@9v�� ∈ G Q\*&�� ε > 0 â hV�	�a@c*#$+-�/(>�*@)�	��������	+/�-+/��+-��
 {
P̃ ε11 (ê ẽ, .)

}
be∈bG,ee∈U+<
V��+-R��'� â {���� G ���?Y!��5#$���!��O
��	��
����O��@ G 
���!P�G����7�O@B�����&)(

ê ∈ Ĝ Q ẽ ∈ U Q

P̃ ε11 (ê ẽ,G) > 1− ε.
hV�	��&;Q

∫

G
|p̃ε11 (ê, a) − p̃ε11 (ê ẽ, a)|Haar(da) 6 2 ε+

∫

G
|p̃ε11 (ê, a) − p̃ε11 (ê ẽ, a)|Haar(da)

MýI â I â I7°)S
sr


ê
Q
ẽ
*&��

a
*���=+/&%!��5#%���!C�3
��	��
�����
��*@ G *&��H���	��@B�	&�!���+-��& p̃ε11 (., .)

+<
�!���&'��+-&)�	����
�Q
p̃ε11 (ê, a)

*&��
p̃ε11 (êẽ, a)*���H���5�	&�� �4�K�'(G%!���&�
����&'�V:O����&

ê ∈ Ĝ Q ẽ ∈ U �&��
a ∈ G â z)��Q)���	�H@B�	&�!C��+-��&

(ê, ẽ) 7→
∫

G
|p̃ε11 (ê, a)− p̃ε11 (ê ẽ, a)|Haar(da)

GO¬ | S�S�PgS�Xd]_VTkcW��������?� v
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+<
O�	&	+/@B����#$�/(L!���&'��+-&)�	����
 â z)+-&�!��T+/��+<
V&'���/�;�5& Ĝ × {0} Q):2�HR����O@B����# M�I â I â I7° S

lim
ee→ ���

∫

G
|p̃ε11 (ê, a)− p̃ε11 (ê ẽ, a)|Haar(da) 6 2 ε.

sr

ε > 0

:V�
V!P�	�'
���&K����	+/���P*��+-�/(5Q5���	�T
��P7����#$��&'���*@3�����]�-��#$#Y%@B���-�-�7:�
 â �hV���T+/&	�4,'��*�-+N��(ZM�I â I â I5I5S�Q ����R5���������V:O+N���8�/��#%#YL¼ § Q	
��	�7:v����*�
�3����û��7��� ¼ ¸ � � £�¥B~ùx��N��|5x�£�z4¥c£A¤�¥Bz���z4ª�})x��7}P����å_Ö>ð�ÊC��ï7ë ð0ñ�çPñ

L̃h
ε1 ñwÉ ì7óCûYï7ð�îcò=öPë ð�ò�í�îcï7ð8î<è>óCîNüsÉ'íaë ð�î ö�ï7óCû%õ\Ê

ò�ï*ð�í�î¬ð�ë�ï*ë)è�þ
hV���T&	�*�P7��+-��&

e
:O+-�/�;&��Y�/�5&	R����2����@B���V���%�����?� ��!���#$���'
�+/��+-��&K�*@3�/��#$#$L¼ � â

|o���"x0¤3£��3})�
Lh

ε1 {Pª�� ���`x0£�¥B|`~o¤3£�|�z�¥Bx0£�� hV�	�%��
���@B�	�-&	��
�
]�*@����	���5����#q¼ ¸ *�����4*�P
r+-&����	�"@B���-�/�7:O+-&	RK�/��#%#Y�Q
:O�	+-!P�_������R��	�-(G
�\( 
V����*�>Y�����	&�� ���

Lh
ε1 ³ ��*��#$��&	+<!]@B�	&�!���+-��&

h(ζ̇, ζ)
� �)��
r&	�*�][\���(G#W��!P�_+/@

ζ̇
����#$�+/&�
O&	����

ξ̇*&��
ζ
#$�7[���
V+-&G���	�T�	+<!C���	�����æ=����/�-+-��
��5+-�}> â

g′1

〈g′>2〉 = Rg′2 + · · ·+ Rg′dg′0

ξ

g0

² +/R5�	���?I â/® @Áh��P�!��]��& R1,d �*@a%&	��+-R������	���	�)� �
eV �*@

e = (g, ξ) ∈ G

âl���%��ÿ ¼ Æ å?æ�ç�í V ��ç"ìXð�ç�îNüjÉ���ï7ë ó�É)ï4ï4ñKï�ö[\�ñ ∈ G þ
45þ>æ�ç�í

e = (g, ξ) ∈ G þ�\�ñ�ç�ð�í�î ö�Ê
ξ
íýï

0
ï7ð�íOÉ)çTè�ícó�ì*îNüjÉ)í�õNî¬ð�ç

ξ +Rg′1
þæ�rÉ)çWî¬ð�íùç�óPè�çPò�í�îcï7ðZï�ö

ξ +Rg′1
]aîBí�É

eVòPï7ð�íýì*î¬ð	èWì7ðJî¬ð�íùç�óCô7ì7õ
(a(y), b(y))

]aîBíOÉKíOÉ)ç�ø�ó�ïPø	ç�ó�í_ÊXí�É ì*í
a(y)→ −∞ ì7ð0ñ

b(y)→ +∞ ì\è
y → +∞ þ

5 þ_¼�ï7ó
ξ ∈ R1,d ¢Vîcñ�ç�ð�í�î ö�Ê ξ íýï

0
î¬ð
ξ + 〈g′>2〉 þ¾�rÉ ç�ó�çLç�Ì5î<è�íBè$ì_ò�ï*ð	è�íùì7ð�í

ε > 0
ñ5çoø	ç�ð0ñ7î¬ð)ü�ï7ð V ï*ð�õ\Ê�¢2èCë�òcÉ

íOÉ)ì*í�ö�ï7ó%ì7ð�Ê
e = (g, ξ) ∈ G ¢�í�É ç?î¬ð�íýç�óPè�çPò�í�îcï7ð`ï�ö

ξ + 〈g′>2〉 ]aîBíOÉ
eV òPï7ð�íýì*î¬ð	è?íOÉ)ç¥62ë�ò�õNîcñ7îcì7ð ��ì7õ¬õ

B(0, ε)
þ

� ¢ � ² �����&)(Y��:��
e = (g, ξ)

*&��
e = (g, ξ)

+/& G Q ee = (gg, ξ + gξ) â
V !��5&'��*+-&�
s>�	��� � ��!C�a&	��+-R��)�����	���	�)� � V1×]−ε, ε[1+d⊂ SO0(1, d)×R1,d Q7@B�5�a
��5#%�

ε â�¿ �V&	���4�?���H��U	*#$+-&	������?
����
g . ]− ε, ε[1+d â

g ξ = ξ0g0 + ξ1g1 + ...+ ξdgd.

vo&G���	�]���
�+<

g′
Q
g0 ���
2!��)���P� +-&�7����
 ( 1

y ,
|x|2+y2+1

2y , xy

) â hV���]
���� g ]− ε, ε[1+d ∩Rg′1 !���&'���+/&�
=���	�]
���R5#$��&'�
|x|2+y2+1

2y ]− ε, ε[ â3¿ �?!��&L�P*95�
a(y) = −ε y2+1

2y

*&��
b(y) = ε y

2+1
2y

â§ �K{;���
V

����>��&	+N�s�P*&	R5��&'�a[���!����5�����]���	�O����N@c
���5!��2�'()���������5�/+<!V
����!��
R>0×Rd−1 Q��-�)!�7�����W*�a���5+/&'� (y, x) âvù�V���
����	�>@B����#

y(u, v) ∈ R×Rd−1 Q':O������� u2 + |v| §o¨f©dª = 1 â pr�*��� (y, x)
���	�>��*�/@c
����!��]!��)���P� +-&�7����
��*@

g0 â
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z)+-&�!��

ψ : R>0 × Rd−1 → H
+<
H*&Z+-
���#$������(5Q0���!P�

gi, i = 1..d
QA+-
]�*@����	�"@B����#

D(y,x)ψ(y(u, v))
@B�5�T
��5#%�

(u, v) â z ��Q {
ξ1g1 + ...+ ξdgd ; ξ ∈]− ε, ε[d

}
= D(y,x)ψ

(
yBRd(0, ε)

)
,:O�	�����

BRd(0, ε)
+-
3���	�O������&�ja��!��/+<� +<*&$����/� ��@

Rd
:O+N���$!���&'����� Â *&��"��5� +-��


ε â vo&$�������+-!��	�-���Q\@B�5�
v ∈ Rd−1 Q

|v| 6 ε Q ���	�T[5��!������ D(y,x)ψ
(
y(0, v)

) �����-��&	R'
2��� {
ξ1g1 + ...+ ξdgd ; ξ ∈]− ε, ε[d

} â vo& g′ ³ !��)���P� +-&�7����


D(y,x)ψ
(
y(u, v)

)
=

(
〈x, v〉 +

(
1− |x|

2 + y2 + 1

2y2

)
yu, 〈x, v〉+

(
1− |x|

2 + y2 − 1

2y2

)
yu, v − ux

y

)
,


��
D(y,x)ψ

(
y(0, v)

) ��5

g′ ³ !��)���P� +/&�7���4
 (〈x, v〉, 〈xv〉, v)

Q�:O�	+<!P�L
��	�7:�
a���	�>
���!���&��$����+-&'�2��@A���	�>�/��#%#Y â �hV���"!��5�	�	�-+/&�RX�*@s������������# °5±�Q	����R������	���r:O+/���_���	�W��&	+N@B�5��#�!��5&'��+-&'��+N��(G���	��������# ·*´ Q�*���?��
����8:O+/�����/��#%#Y · °���$�	���7[��>���	�H@B�5�/�-�7:O+/&�R%����
��	�/�O��&
Lh

ε1h
ε1
` ³ ���5�	&�� �4�L��*��#%�5&	+<!r@B��&�!C��+/�5&�
 â�3����û��7��� ¼�¼;å¥Ö>ð�Ê

Lh
ε1 ñwÉ ì7óCûYï7ð�îcòC��ï7ë ð0ñ�çPñ�öPë ð0ò�í�îcï7ð`ï7ð�õ!ÊLñ�ç�ø ç�ð�ñ7è"ï7ð

y
ì7ð0ñ

ξ′0
þ

� {;���
h
���YG������&�� ���

Lh
ε1 ³ �����#$�5&	+-!?@B�	&�!���+-��&;Q3!���&�
�+<� ���������
T

L̃h
ε1 ³ ��*��#$��&	+<!T@B�	&�!C��+-��& â {���� η > 0���TR�+-[���& âsu �4!�*��
��H�*@����	�T��+-R��'�O�	&	+/@B����# !��5&5��+/&)�	+/��(X��@

h
Q)���	�����H��U)+<
���
O%&	��+-R��)�����	���	�)� � V ��@�v�� ∈ G 
���!P�

����7�O@B�����&)(
ẽ ∈ V Q

∀ e ∈ G,
∣∣h(e)− h(eẽ)

∣∣ 6 η.
h3*9��r��:��W���5+/&'��
��*@ G Q e0 =

(
(g0

0 , ..., g
3
0), ξ0

) *&��
e0 =

(
(g0

0
, ..., g3

0
), ξ

0

) Q5:O+/���
g0

0

*&��
g0

0

M ∈ H Sa��\[)+/&�RT���	�
�*#$�
y ³ !��)�5��� +-&�*����Q �&�� ξ′0

0
= ξ′00 âkr
�+-&	R%���	�?!����	�	�-+-&	RW��+/#$�?!���&�
�������!C�����L+/&K������������# Æ ½�Q	*&��L���	�?
����5�	�	+-&	R"��+-#%�H���	���5����#8Q :��H!��&G:O��+N����Q)@B�5�

*&)(
s > 0

Q
h(e0)− h(e0) = Eε1e0,e0

[
h(eT+s)− h(eT+s)

]
.hV�	�?
����5�	�	+-&	R%��+-#%�

T
:V�
V!��5&�
�������!C���4�X���Y��&�
��	���]����*�

eT+s =
((

(yT+s, xT+s), g
1
T+s, g

2
T+s, g

3
T+s

)
,
(
ξ′0T+s, ξ

′1
T+s, ξ

′2
T+s, ξ

′3
T+s

))

*&��
eT+s =

((
(yT+s, xT+s), g

1
T+s

, g2
T+s

, gd
T+s

)
,
(
ξ′0T+s, ξ

′1
T+s

, ξ′2
T+s

, ξ′3
T+s

))
,

@B����
��5#%�
(g1
T+s, ..., g

d
T+s)

Q'�&��
(g1
T+s

, ..., gd
T+s

)
����*�=��\[��O&��T���4�
���&"���T������,'����-
�Q*�	� �2:O+N��� |ξ′2

T+s
−ξ′2T+s|*&�� |ξ′3

T+s
− ξ′3T+s|

�/�4
�
2����*&8���V�4,5��*�0���
ε â �=���4Q	���	�����H��U +-
���
O�&G+<
���#$������(

ρ
��@
R3 ⊂ R1,3 
���!P�G����7�

g
T+s

ρ = gT+s.

p������
eT+s ρ = (g

T+s
ρ, ξ

T+s
) â z)+-&�!��2������@B�	&�!C��+-��& h(((y, x), g1, g2, g3

)
, ξ
) � �)��
3&	���=� ������&��"��&

g1, g2, g3 Q
h(eT+s ρ) = h(eT+s).s��-�A���	�T#$������Q :2�]��\[��

eT+s ρ =
(
gT+s, ξT+s + C1g′1 + c2g

′2 + c3g
′3),@B����
���#$�YMB�P*&�� ��#LS2!��5&�
���*&'�P


C1
Q	*&�� |c2|, |c3| 6 ε âsr
 {yr}r>0

� +/[5����R��4

Pε1 ³ *�-#$�5
��V
��	�����-(Y���

+∞ Q	:��H9)&	�7:F@B����# �/��#$#$X¼ Æ ����*�O@B���
s
�<*��R��]��&����	R5�;Q

yT+s+<
O�-���R5�>��&	����R��G���$��&�
��	���]����*�
eT+sρ ∈ eT+sV .s����	�/()+-&	R$�����T���5�	&�� �4�K!���&)[�����R5��&�!������	���5����#KQ +/�O@B���-�-�7:�
2����*�

∣∣h(e0)− h(e0)
∣∣ 6 Eε1e0,e0

[
lim

s→+∞

∣∣h(eT+s)− h(eT+s)
∣∣] 6 η.

z)+-&�!��
η > 0

+<
�*���	+/���P*��(�Q5���	�T����
��	�/�2@B�5�/�-�7:�
 â �
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��� B x)�D� �7� �%��})|�x0£��F|�x0£��3¥¬z�¥cx�£�¥c£�»
² +/U ` ∈ R â hV���>@B��&�!C��+/�5&

hε1` : u0 7→ −∂`′hε1>`′(u0)| `′=`
+-

Lh

ε1 ³ ��*��#$��&	+<!]+/&G���	�T�5����&8��*�/@c
����!�� {
(ξ̇0, ξ0) ∈ H× R1,d; `− ξ′0 > 0

} â�_x�za� z�¥Bx0£Jâ ² �5� ξ ∈ R1,d Q�� ��1�&��
α(ξ) = `− ξ′0.

hε1` (u0) = y0
e

−2
y0α(ξ0)

(
y0α(ξ0)

)d1y0α(ξ0)>0 = −y0G
′(y0α(ξ0)

)
(
< «

).
M�I â I â I · S

¿ �t!��&E
����p����7�_�����	&�� ���
Lh

ε1h
ε1
` ³ ��*��#$��&	+<!8@B�	&�!C��+-��&�
_� ������&��v��&	�-(F��&

y
*&��

ξ′0
@B����#����	�Z@B���-�/�7:O+-&	R

����
�����[77��+-��& â�_x�za� z�¥Bx0£Jâ ² �5� `′ 6 ` Q &��*��� τ`−`′ �����H���P*&�
��-*��+-��&K�*@3�/��&	R*���
`− `′ +/&K�����?� +/����!���+-��&

g′0 â
âl���(��ÿ ¼�¦;å�\Bö

h
î<è%ì ��ï7ë ð0ñ�çPñ

Lh
ε1h

ε1
`
ñwÉ ì7óCûYï7ð�îcò�öPë ð�ò�ícîcï*ð�¢OíOÉ)ç�ð

h ◦ τ`−`′
î<è%ì ��ï7ë ð0ñ�çPñ

Lh
ε1h

ε1
`′
ñwÉ)ì*óCû$ï*ð�îcò

öPë ð�ò�ícîcï*ð�þC�;É'î<è"òPï7óCó�ç�èùø ï*ð�ñ�ç�ð�òPç"î<èWì���î ��çPò�í�îcï7ð0þ
z ��Q	R5+/[5��&

`′ 6 ` Q	*&�� h %�����	&�� ���
Lh

ε1h
ε1
` ³ ��*��#%�5&	+<!�@B�	&�!C��+-��&�Q
L
(
hε1hε1`′ h ◦ τ`−`′

)
= 0.

hV�'��
�Q +/@
h
+-
O%�����	&��	���

Lh
ε1h

ε1
` ³ �����#$��&�+-!r@B�	&�!���+-��&;Q ���	�H@B�	&�!���+-��&

2n
∫ `

`−2−n
hε1`′ (.)(h ◦ τ`−`′)(.)d`′

+-
HG���5�	&�� �4�
Lh

ε1 ³ ��*��#%�5&	+<!T@B�	&�!���+-��& < ´
A�
��G+N�T� ������&��	
H��&��/(_�5&
y
*&��

ξ′0 â vù�P
>�-+-#%+/�
hε1` h

Q;�

n → +∞ Q;��-
��

� ������&���
O��&	�-(X�5&
y
*&��

ξ′0
A	5


hε1`
�5&	�-(L� ������&��	
O��&

y
�&��

ξ′0
Q�
��$�	�'�4


h â
ä û��5û�þÑþÑÿ���l ¼�éAå?æ�ç�í

` ∈ R þ5ü>ï7ë ð0ñ�çPñ Lhε1hε1` ñwÉ ì7óCûYï7ð�îcò2öPë ð0ò�í�îcï7ð�èTï*ð�õ\ÊGñ5çoø	ç�ð�ñLï*ð
y
ì7ð0ñ

ξ′0
þ

�_x�z��	z�¥Bx0£Jâ p������
Pε1,`u0

���	�T�<\:v��@����	�
Lh

ε1h
ε1
` ³ � +/.���
�+-��&;Q�
��P*�������L@B����#

u0 âG ¤�� ¤�¨ âs¿ �r:V*&'�=���W
����7: ����7�����	�r@B�	&�!C��+/�5&
hε1hε1`

+<
�T#$+-&	+-#$��
L ³ ��*��#%�5&	+<!�@B��&�!C��+/�5& â hV�	+<
�*#$�5�	&'��
a���


��	�7:Z����7�;���	�V!���&�
��P*&'��
;����=���	����&	�-(>������&�� ���
Lh

ε1h
ε1
` ³ ��*��#$��&	+<!a�����	&��	���H@B�	&�!C��+-��&�
 â z)+/&�!���
���!P�H@B�	&�!C��+-��&�
��5&	�/(� ������&��G��&

y
*&��

ξ′0
Q :2�H
�����/�A�5� ���+/&L���	�H����
��	�/�2+/@3:2�H!�*&K!��5�	�	�-�>���	��
��>��:��$!��)���P� +-&�7����
�@B���

Lh
ε1h

ε1
` ³ � +/.0��
�+-��&�

��P*�������L@B����# � +/.0������&'�����5+/&'�P
 âhV���>�	��� !��4
�
 {

(ys, ξ
′0
s )
} ����	����&�
����"���HW� +/.0��
�+-��&�Q �	&�� ���

Pε1,`u0

Q):O��*����[����
u0 ∈ H×R1,d âa¿ �]
���*�-�0
��	�7:b+-&

�	���5���'
�+/��+-��&�
=¦ ¸ �&��Y¦ Æ ����*�a��:��T+-&�� ������&�� ��&'�=����*����!�������+-��
s�*@�����+-
��	��� !���
�
a!������	�/�O&�7��������/�-(�Q*:O��+-!P�$:O+-�/���	���7[)+<� ����	�?!���&�!��/��
�+-��& âhV���?!���&�
��P*&'�
` ∈ R +<
V1	U ���K+-&L���	�T&	��U)�r
��	��
���!���+-��& âG ®

G
X;K�PRY�SdájW�S�Y�VTW(S�t9ljK^]gVTkcW1p�ß v ß v ��ß u�vG_º^»�][VTP
6 2n ‖h‖∞Pε1.

`
Rσ∞∞ ∈ [`− 2−n, `]

´ 6 2n‖h‖∞ v
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��������� d g � �rg � ø � ��f h3f.� � �lì � g�ú·ù � h
���-�"x0¤�£��3}'�

Lh
ε1h

ε1
`
{Pª�� ���`x�£�¥B|_~o¤3£�|�z�¥Bx0£��

² +-�P
��4Q	
����T:O��7�V����� hε1` ³ �����&�
�@B����# Lh
ε1h

ε1
`

�*@
Lh

ε1 �/�)�59)
V�-+-9�� â vù��+<
�� ��1�&	���K�5&L���	�T������&K��*�/@c
����!��
{α > 0} =

{
(ξ̇, ξ) ∈ H× R1,d ; α(ξ) = `− ξ′0 > 0

}
,

hV�	�]���P*&�
�@B����# ����	
O$� ��+/@¬� < µ

2
y2

0

2

∂y0h
σ
`

hσ`
∂y0 = y2

0

G′(y0α) + y0αG
′′(y0α)

y0G′(y0α)
∂y0 = y0

(
(1− d) +

2

y0α

)
∂y0 ,

���
Lh

ε1 â z)��Q	:2�H��\[��5Q'@B��� f ∈ C∞0 ({α > 0}
) Q

Lh
ε1hσ` f =

y2
0

2
(∂2
x0

+ ∂2
y0

)f +

(
2

α(ξ0)
−
(
d

2
− 1

)
y0

)
∂y0f + ∂ξ0f(ξ̇0).

hV���T��[��5�/�	��+-��&K�*@����	�
hε1hε1`

³ �	��� !���
�
2+-
O�	��������#$+-&	���K�)(Y���	�H@B���-�/�7:O+-&	RY
���� !P���
���+<!]� +N.0������&'��+-��;
�( 
�����# â

dys = ysdw
y
s + ys

(
2

α(ξs)ys
−
(
d

2
− 1

))
ds,

dxs = ysdw
x
s ,

dξ′0s =
ds

ys
,

dξ′1s =
|xs|2 + y2

s + 1

2ys
ds,

dξ′js =
xj−1
s

ys
ds, j = 2..d.

M�I â I â I ¾ S

vù�G+<
L� ��1�&	���D�	&'��+-�>+/��
G��U �	�-�5
�+/�5&k��+-#%�
S
Qr� ��1�&	�4�D�
X���	�J+/& 1�#W�	#Û�*@T+/��
G��U +/�L��+-#$�p@B����#Û*�-�>!���#$���!���n�&��

inf{s > 0;α(ξs) = 0} â�_x�za� z�¥Bx0£Jâ ¿ �?
�����/�A:O��+/���
αs ≡ α(ξs) = `− ξ′0s âs>
r��U �	�-�+/&����8+-&_���	�"�	����!��4� +-&	RY��*�P*R5����	�;Q	:2�W����T+-&'��������
����4�8+/&p���	�"������\[)+/�5�	���*@a���	�W����� !��4
�


(y, ξ′0) â�¿ �
��\[��

ξ′0s = `− αs;
���Q :��T
����H��&tM�I â I â I ¾ Sa����*�
1¦ÿ�4� k¼�Ç�å��rÉ)çrø�ó�ï�òPç�èPè {(ys, αs)}06s<S î<èWìGñ7î ¶Oë)èCîcï7ð0þ
pr�*��+-!��H����*�r
�+-&�!��

dαs = −dsys 6 0
Q
α
�	��!�����5
��4
 â

�§I � �7}9�B¥°�`¥c£�� �\�F�7}P�V� �O¸��
âl���%��ÿ ¼�½;å

d(ysαs) = (ysαs)dw
y
s +

(
1− (d2 − 1)(ysαs)

)
ds

þ
� kr
���vù�^E�} 
2@B����#W�	�< â
d(ysαs) = ys

−ds
ys

+ αsysdw
y
s + αs

(
2

αs
−
(
d

2
− 1

)
ys

)
ds = (ysαs)dw

y
s +

(
1−

(
d

2
− 1

)
ysαs

)
ds.

�GOÂ^½�S�PwK&X VTW%] y S�S�tfljK^]_VTkcWÔpqß v ß v �&0 u ] y K^] u2

2
G′′(u) +

“
d u
2
− 1
”
G′(u) = 0 v
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R>0 þ
• �rÉ)ç

(hε1hε1` )
ñ<ø�ó�ï�òPç�èPè

Pε1,`u0

ñ�ì7õ ûYï\è�í�èPë ó�ç�õ\ÊLñ5ï�ç�èTð�ï�í�ç^Ì�ø�õ/ï4ñ�çF¢�ö�ï7óWç�ô7ç�ócÊYè�íùì7ó�í�î¬ð'üTø ï*î¬ð�í
u0 ∈ H× R1,d þ

hV���?� ��&�
�+/��( < ¸H�*@����	�T+-&)[7*��+-�&5�O�	������*�	+-�/+/��(Y�*@3�����?� +N.0��
�+/�5& {ysαs}s>0
+-
O�����5���5����+/�5&�*�����

t−de−
2
t
< ¹ âhV���T��,'��7��+/�5&GR5�7[�����&	+-&	RW���	�T��[����-� ��+/�5&G��@

ys
+-
V+-&'����R��P*�	�-� â kr
��fvù��E } 
2@B����#W�	�<"���Y� +/.�������&'��+<7���

yse
−wys−2

R
du

yuαu
+ d−1

2 s ≡ yszs.

¿ +N���
dzs = −zsdwys +

(
d

2
− 2

ysαs

)
zsds

*&��
d〈ys, zs〉 = −yszs ds,��&	�]1�&���


d(yszs) = 0,����*��+-


ys = y0e
wys+2

R s
0

du
yuαu

− d−1
2 s.

M�I â I â I µ S
s>
�:2�T9)&	�7:v���	�T+-&'[7���+<*&'���	��������	+-�/+/��(X�*@3�����?���'
�+/��+-[��T����!��	������&5��� +/.0��
�+-��& {ysαs}s>0

Q	���	�?����R5�)�	+-!>������������#
R�+-[���
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���
��	���]�4,'�	+/[7��/��&5�O��@����	�T+/&'����R��P*�

∫ s

0

du

yuαu
=

∫∞
0 t−(d+1)e−

2
t

∫∞
0
t−de−

2
t

s+ o(s)

s�&K+/&'����R��P7��+/�5&X�)(Y��*����
2R�+-[��4
 R∞
0
t−(d+1)e−

2
t dt

R∞
0
t−de−

2
t dt

= d−1
2
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&n�#û�ä�û����! 7�;û�� ¦ ¢ å¯´$ç�É ì7ô7ç%ì*õ ûYï\è�í=èCë ó�ç�õ\Ê �

log(ys) = d−1
2 s+ o(s)

þ
s>
�\:V*+/�����;Q

âl���%��ÿÕ¦ § å {αs}s>0
ì*õ û$ï7è�í�èCë ó�ç�õ\ÊXñ�çPò�ó�çPì\è�ç�èWíýï

0
ì\è
s→ +∞ þ

� sr
 {αs}s>0
� ��!����4�
���
�Q

{
{αs}s>0

�	�'�4
V&	�*�O����&���
V���
0
}

=
⋃

n>1

{
∀ s > 0, αs >

1

n

}
.

e>&k���	�_��[���&5� {∀ s > 0, αs > 1
n}

Q
ysαs → +∞ Q2
�+/&�!��

ys → +∞ âDu � �X:2�p
�\:Ä����*�Y���	�p�	+N.0��
�+/�5&
{ysαs}s>0

+-
>���4!��	������&'�O���'
�+/��+-[�� â vù�r@B���-�-�7:�
V����*�r���	�W��[���&'� {∀ s > 0, αs > 1
n}
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���@=&'���/���	���5��*��+/�-+N��(5Q	@B�5�
*&)(

n > 1
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2
m(t)
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2
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2
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`
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t
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n
2
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t

o
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2
t
b

K�W�Y
m(t) = t−de−

2
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h��?+-&)[���
���+-R5*���V���	�r
�()
�����#8Q�:2��:O+/�-�	�P*95� ( 1
ysαs

, αs

) �
=!��'�5���	+/&�*���4
a��*���	���a����*&
(ys, αs) â z)��� bs ≡ 1

ysαs
âs¿ �

��\[��

d

(
1

ysαs

)
≡ dbs = −bsdwys + bs

(
d

2
− bs

)
ds,

dαs = −αsbsds,

M�I â I â I Å S

���

dbs = −bsdwys + bs

(
d

2
− bs

)
ds

αs = α0e
−
R
s
0
budu.

M�I â I â I�±'S

hV�	�T� +N.0��
�+/�5& {bs}s>0
+<
V���'
�+/��+-[��H����!��	������&'�V��&

R>0 â
�d�§I��K£§��¤;z4x5�V�	z�¥B|_|5x�¤�¨��c¥c£�»
vo&K���	+-
���*�P*R5����	�;Q
¢ �O:��H
��	�7:F����7�V��:��%+-&�� ������&�� ��&'��!��5�	+/�4
2�*@

(b, α)
Q	
�����������Y@B����# � +N.0������&'�V���5+/&'�P
�Q #$�����O:O+N���G�	������*�	+-�/+/��(

1 âz)��Q)��:2�$+/&��	������&�� ��&'�r!�����+/�4
V�*@
(y, α)

Q�
�����������L@B���5# � +/.�������&5������+-&'��
�Q #$������:O+/���8�	������*�	+-�/+/��(
1 â§ ��hV�	+<
V+/#$�	�-+/�4
V����7�

Lh
ε1h

ε1
`

���
2&	�$&	�5&K!���&�
����&'�2�����	&�� ���K�����#$��&�+-!r@B�	&�!���+-��&�
V�5&	�/(G� ������&��	+/&	R$�5&
y
�&��

α
MB�5�

y
*&��

ξ′0
S â

¢ � ² ��� (b0, α0) ∈ R>0 × R>0 Q�:O��+/��� P(b0,α0)

���	�W�<\:E��@a���	�"� +N.0��
�+/�5&
(b, α)

Q�
�����������K@B����#
(b0, α0)

Q��	��1�&	�4�
��&_���	�"!�*&	�5&	+-!�*�3
���5!��

Ω ≡ C(R>0,R2) â]² ��� ω ∈ Ω
�&��

R > 0
Q�&	�*���

TR(ω) ≡ inf{s > 0; logαs(ω) 6 −R} âsr

logαs = logα0−

∫ s
0
br dr

Q	*&��
br

+<
�!���&'��+-&)�	����
�Q
> 0

Q
TR

+-
]Mc��/#$�5
��2
��	�����-(�SsW
�����+-!����-("+-&�!����4�
�+/&	R�Q'!���&'��+-&	�5��

@B�	&�!C��+/�5&8�*@

R â
&n�#û�ä�û����! 7�;û�� ¦ ¸ å �rÉ ç�ø�ó�ï4ò�ç�èPè {bTR}R>0

î<èWìYó�ç�ò�ë óCó�ç�ð�í�ñ*î ¶Oë)èCîcï7ð0þ
� e>&`���	�G��&	�L��*&��;Q {− log(αs)}s>0

����+/&�R�*& 5�	� +/��+-[��Y@B��&�!C��+/�5&�*���*@ {bs}s>0
Qs+N�%+-
":����/��9)&	�7:O&Z����*�

�����W��+/#$�"���P*&�
�@B����#��*@
b
�)(8�����W+-&'[5���P
��W�*@ − log(α)

����#$�+/&�
>G� +N.0��
�+/�5& â e>&_�����"�����	���>���&��AQA
�+/&�!��
b
+<
���5
�+N��+/[5�����4!��	������&'��Q*�5&	��!��&$+/&)[��59��V���	������R�� � +<!����	��������#�*&��%1�&��Y
��5#%��!���&�
����&'��


0 < c < C < +∞ Q'
���!P�
����7�O��&	�]��5
2��/#$�'
��O
��������/(

c s 6 − logαs 6 C s
Q)@B����#�"���&�� �5# ��+-#%�

s0(ω)
��& â z)��Q)@B��� R �-���R5�r��&	���	R5�

M > s0
c

SPQ
R

C
6 TR 6

R

c
.

hV�	��&;Q �����T���4!��	������&�!��]�*@ {bs}s>0
+-#$�	�-+/�4
V����*�O�*@ {bTR}R>0 â �vù������#Y�+/&�
2���$��
��H���	�H@B���-�-�7:O+/&	R%���-��#$��&5�P*��(X����
��	�N�V���%�����7[5�>����+-&'� ¢ � â

&n�#û�ä¦û����! 7�;û��F¦ Æ å"æ�ç�í {Px}x∈R>0

��çYíOÉ)ç�ö�ì7û%î¬õ\Ê�ï�ö"õ/ì:]sèXì\èPè�ï4ò�îcì�íýçPñ¾]aîBíOÉZìKó�çPò�ë óCó�ç�ð�íOñ7î ¶Oë)èCîcï7ðkï7ð
R>0 þ%æ�ç�í

x0 6= x1 ∈ R>0 ì7ð0ñ
Px0,x1

��çríOÉ)çrõ/ì^]�ï�örì%òPï7ë\ø�õ/ç
(x, x′)

ï�öOî¬ð�ñ5çoø	ç�ð�ñ�ç�ð�ísñ7î ¶�ë)èPîcï*ð	èª]aîBíOÉ%õ-ì:]sè {Px}x∈R>0

¢�èCíùì7ó�íùçPñ
öPó�ï7û

x0
ì7ð�ñ

x1
¢�ó�ç�èùø çPò�ícî¬ô7ç�õ!Ê�þC�rÉ ç�ð�¢

Px0,x1

ñ�ì7õ ûYï\è�í�èCë ó�ç�õ!Ê�¢
inf{s > 0; xs = x′s} < +∞ þ

� q_*�8���	�W
���7���?
����!��
R>0 ��&

R
�)(G���	�W
�!���/�H@B��&�!C��+/�5&8���XR5���O��:2�X+/&�� ������&��	��&'�r����!���������&'��� +/.���
�+-��&�


x*&��
x′
�5&
R
Q�+/&8&�*���	�P*�;
�!���/� â hV�	�4
��?����T!��5&'��+-&'������
V�-� !�*��#$�����+/&�R5*�-��
2:O+/���_�	�P�!P95���P
�+-&�!����4�
�+/&	R%���

+∞�
2��+/#$�TR5�'�4
2���
+∞ â z �"���	�T�-�)!�*�A#Y*����+-&	R'*�-�

x− x′
Q :O���5
��]����5!P9����

〈x− x′〉 = 〈x〉+ 〈x′〉 → +∞,
��5
W���	�G���P7����!����5��+-��
W�*@> u ���7:O&	+<*&t#$�*��+/�5&rA2+/&���*����+<!��	�<*�4Qa+/�%�	+/��


0
+/&kp1�&	+N���L��+/#$� â z)+/&�!��G���	�8
�!�*�-�

@B�	&�!���+-��&_+<
V+/&*����!C��+/[5��Q
x
�&��

x′
!���+-&�!�+<� �T7�O����7�O��+/#$� â �
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ζ0

ζ1

b

− log α

² +/R5�	���TI â Io@Kg��5�	�	�-+/&	RY��@���:2�$+/&��	������&�� ��&'�O���P7����!����5��+-��
2�*@
(b, α)

hV���r�	����!���� +-&	R?��:2�?�	�������5
�+/��+-��&�
�
��	�7:k����7�Hí§]�ï"î¬ð�ñ5çoø	ç�ð�ñ�ç�ð�í�ò�ïCø�îcç�èTï�ö
(y, α)

¢sèCíùì7ó�íùçPñ2öPó�ï7û ñ*î ¶rç�ó�ç�ð�í0ø	ï7î¬ð�ícè�¢
ì7õ ûYï\è�í�èPë ó�ç�õ\ÊYûYçPç�í2ì*íVìHø	ï\èCîBí�î¬ô\ç%í�î¬û$ç < Ò â§ �n{;���O��
�
����H:O�)(Y���	+<
V@c5!C�O+/#$�	�-+-��
V����7�O���	�T� +N.0������&'��+-��;R���&	���P7�����2�*@

(b, α)
���
V&��%&���&_!��5&�
��P*&'�V���5�	&�� �4�

��*��#$��&	+<!�@B��&�!C��+/�5&�
 â{����
ζ0 6= ζ1

���T��:2�%����+-&'��
O��@
R>0 × R>0 �&��

Pζ0
Q
Pζ1

Q����H���	�?�<\:�
O�*@3���	�"� +N.0��
�+/�5&
(b, α)


�����������G@B���5#
ζ0*&��

ζ1
����
����4!C��+/[5���-( â hV�	�?
�( 
�����#

(
Ω× Ω,F ⊗F ,

{
σ
(
(xs, x

′
s); s 6 t

)}
t>0

,Pζ0,ζ1 ≡ Pζ0 ⊗ Pζ1
)

� ��
�!���+/����
����	�"��[5���-� ��+-��&8�*@a��:2�X+-&�� ������&�� ��&'�H!�����+/�4
��*@
(b, α)

Q0
��P*�����4�K@B���5#
ζ0

�&��
ζ1 â hV�	�W��	�	�-+-!�7��+-��&�
 x

�&��
x′
Q
Ω× Ω→ Ω

Q	*���>���	�H1��P
����&��8
��4!���&��L�	���*���4!C��+/�5&;Q)���4
�����!���+-[����-( âz ���
T0(ω, ω′) ≡ inf{s > 0; xs(ω, ω

′) ∈ x′[0,+∞[(ω, ω
′)}*&��

T1(ω, ω′) ≡ inf{s > 0; x′s(ω, ω
′) ∈ x[0,+∞[(ω, ω

′)}.
hV�	��
��$���&�� ��# ��+-#%�4
?*���$&	�*�W
����5�	�	+-&	R8��+-#$��
P]aîBíOÉJó�çCèùø	ç�ò�íríùïpíOÉ)ç

σ
ñ�ì7õ ü'ç��Có�ì {

σ((xs, x
′
s); s 6 t)

}
t>0

â �=����Q�������	���4!��4� +/&�R"�����-�-
V��
V����*�O���	��(L*���]1�&	+/���
Pζ0,ζ1 ³ *�-#$�5
��O
��	�����-( â sr
O$!���&�
���,'�	��&�!��5Q)���	�?
����P


Ω1 ≡ {ω′ ∈ Ω ; T0(ω, ω′) < +∞, Pζ0(dω)− a.s.}
*&��

Ω0 ≡ {ω ∈ Ω ; T1(ω, ω′) < +∞, Pζ1(dω′)− a.s.}[�����+/@B(
Pζ1(Ω1) = Pζ0(Ω0) = 1.

hV�	���	R5�
T0(ω, ω′)

*&��
T1(ω, ω′)

��\[5�W&	�8�����
���&�
O���8���$��,'��*�ýQ0�����%#$�5&	�*����&	+<!�+/��(_�*@ {logαs}s>0
+-#$�	�-+/�4
]����*�

��&	�H��5

Pζ0,ζ1 ³ ��/#$�5
��O
��	�����-(

xT0(ω,ω′)(ω, ω
′) = x′T1(ω,ω′)(ω, ω

′).
GOÜ Ç Xd]gljK�QTQ ÄFb�] y SdÄ%h7S�S�]RK^]RK�MO~�V ]gM_K�MOVTQ Ä�Q\K�MO�cS�]gVTh7S�P v
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h
��çLì¾��ï7ë ð�ñ5çPñHöPë ð�ò�ícîcï*ð�¢5É)ì*óCû$ï*ð�îcòP]aîBíOÉpó�ç�èùø çPò�í�íýï8íOÉ)çLñ7î ¶rç�ó�ç�ð�í�îcì7õ�ü'ç�ð0ç�ó�ì�íýï*ó$ï�ö"íOÉ)ç

ñ7î ¶Oë)èCîcï7ð
(y, α)

þ �rÉ)ç�ð
h
î<è"òPï7ð	è�íùì7ð�íýþ

� {����
ω′ ∈ Ω1 â hV���X*�	�	�-+<!�7��+/�5&

ω ∈ Ω 7→ T0(ω, ω′)
+<
? {σ(xs; s 6 t)}t>0


������	��+/&	RK��+/#$��Q
Px0(dω) ³*�-#$�5
��2
��	�����-("1�&	+N����Q	�&�� {

h(xt(ω, ω
′))
}
t>0

+<
� {{σ(xs ; s 6 t)}t>0,Px0(dω)
} ���5�	&�� �4�X#Y*����+-&	R'*�-� â hV�	�
��������	+/&�R$��+-#%�H���	���5����# *���	�/+-��
 â

h(ζ0) =

∫
h(xT0(ω,ω′)(ω, ω

′))Pζ0(dω);

+-&5����R5��*��+-&	R$:O+N���K����
�����!C�V���
Pζ1(dω′)

Q	�5&	�TR�����


h(ζ0) =

∫
h(xT0(ω,ω′)(ω, ω

′))Pζ0,ζ1(dω, dω′)
M�I â I â ´5Â S

vo&K���	�?
�*#$�H:V\(�Q ��&��H!�*&8
����7:D����7�

h(ζ1) =

∫
h(xT1(ω,ω′)(ω, ω

′))Pζ0,ζ1(dω, dω′).
M�I â I â ´�® S

sr

xT0(ω,ω′)(ω, ω

′) = xT1(ω,ω′)(ω, ω
′)
Q
Pζ0,ζ1(dω, dω′) ³ ��/#$�5
��O
��	�����-(�Q

h(ζ0) = h(ζ1) â �
z +/&�!��2�&)(]������&�� ���

Lh
ε1h

ε1
` ³ ��*��#$��&	+<!a@B��&�!C��+/�5&"� ������&��	
3��&	�-(H��&

y
�&��

ξ′0
Q\����*�3+<
��5&

y
*&��

α
Q�
���!P�T@B��&�!C��+/�5&

+-
T�&Z��*��#%�5&	+<!?@B�	&�!C��+-��&`:O+/���`����
����4!C�H���8���	�X� +/.�������&5��+-��aR���&	���P7�����]�*@2���	�X� +/.0��
�+-��&
(y, α)

Aa
��8+N�?+<
T!��5&�
��P*&'� âz)��Q����	�
L ³ ��*��#%�5&	+<!]@B�	&�!C��+/�5&

hε1hε1`
+<
�#$+/&�+/#Y*� âV¿ �%
�\: +-& § å § å ¢ ����*�r����+-
r+/#$�	�-+/�4
O����7�H*&)(X@B�	&�!C��+-��&

hσhσ`
Q

σ ∈ Sd−1, ` ∈ R Q +<
O#$+-&	+/#Y�� â
�3����û��7��� ¦�¦�å��rÉ)ç2öPë ð�ò�í�îcï7ð	è

hσhσ`
¢
σ ∈ Sd−1, ` ∈ R ¢2ì7ó�ç L ñwÉ)ì7óCûYï7ð�îcò?û%î¬ð�î¬ûYì7õ'öPë ð�ò�ícîcï*ð	è�þ

©��-� �7}'¨��7}9��} £�z��	z�¥Bx0£b~ùx�����¤��;�
² ����# ���	�O�	��������	+-�/+<
���+-!2#$���&	+-&	RT�*@����	��@B�	&�!C��+/�5&�


hσ
�&��

hσ`
*&��W���	�V@c�!���
���&

h ³ ���P*&�
�@B����# ����!�*�-�/�4�W+-&X*�	����&�� +NU
Æ å § Q����	+<
T���	���5����#qR5+/[5��
T��
"p� �4!���#$���5
�+N��+/�5&`�*@V���	�G!���&�
��P*&'�T@B�	&�!���+-��&

1
�
?_#$�4*&`�*@

L ³ �����#$��&�+-!%#$+/&�+/#Y*�
@B�	&�!C��+/�5&�
f@

1 =

∫

Sd−1×R
hσhσ` dσd`

{����
u0 ∈ H × R1,d *&��

σ ∈ Sd−1 â g��	�)�5
��GJ���
�+-

gσ ∈ SO0(1, d)

�*@
R1,d ��@����	�G@B����# {ε0, σ, g>2} D Ú â¿ �X
�\:y+-&`���5+/&'�W|8�*@ § å § å ¢ ����7�?+/@2�5&	�Y��
���


gσ ³ ����N@c
����!��Y!��)���P� +-&�7����
]��&
H

�&�� {−gσ1 , gσ0 + gσ1 , g
σ
2 , ..., g

σ
d} ³!��)���P� +-&�7����
]��&

R1,d Q;���	�Y�<\:y�*@
Rσ∞

�	&��	���
Pσu0

��5
>��U	�!C���/(p���	�X
�*#$�$��U �	����
�
�+-��&Z�
]����7�T�*@
Rε1∞

�	&�� ���
Pε1u0

Q
��
�+-&	RL���	�"��
���*�3��*�/@c
����!��%!��)���P� +-&�7����
O�5&

H
*&��

g′ ³ �-+/&	�4*�]!��)���P� +-&�7����
O�5& R1,d â p������ (y, x)
���	�

gσ ³ ����N@c
���5!��!��)���P� +-&�7����
T��@r_���5+/&'�
ξ̇ ∈ H â m���#Y*��9)+/&	Rp����*� 1

y = q
(
ξ̇, ε0 + σ

) Qa�4,5��7��+-��&DMýI â I â-®�´ S]*&��¤d>� @B����
�&	�R} 
W����
��	�/�MB�	�������5
�+N��+/�5&_° â ´ SO�	���7[)+<� �WG!��)���P� +-&�7���T@B�����W��U)�����4
�
�+/�5&_�*@a���	�"�<\:��*@
Rσ∞

�	&�� ���
Pσu0

â hV�	�?@B�5�/�-�7:O+-&	RY������������#
R�+-[��>���	�T�	&�!���&�� +N��+/�5&�*��[����P
�+/�5&X�*@3���	+<
O����
��	�/� â
&n�#û�ä�û����! 7�;û�� ¦�é � � £�|�x0£��3¥¬z4¥Bx�£����A�;�5� x�~

(σ∞, Rσ∞∞ )
�4åTæ�ç�í

u0 ∈ H× R1,d þ
45þ��rÉ)ç"õ î¬û%îBíBè

σ∞ = lim
s→+∞

σs,
ì7ð0ñ

Rσ∞∞ = lim
s→+∞

q
(
ξs, ε0 + σ∞

)

ç^Ì�î<è�í
Pu0

ñ�ì7õNû$ï7èCí�èCë ó�ç�õ\Ê�þ
�wà ã y S�W�k�]gK^]gVTkcW g>2

VTPrmnkcM[K
(d − 1)

í¥l�L�QTS
{g2, ..., gd} v
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5 þ ò ï�íýç dσ íOÉ)çWë ð�î ö�ï*óCûyø�ó�ï
��ì	�Cî¬õ îBí_ÊKï*ð
Sd−1 þ

Pu0

(
σ∞ ∈ dσ, Rσ∞∞ ∈ `+ d`

)
= hσhσ` (u0)dσd`

=
hσ(u0)

q
(
ξ̇0, ε0 + σ

)
(

q
(
ξ̇0, ε0 + σ

)

`− q
(
ξ0, ε0 + σ

)
)d

exp

(
−2

q
(
ξ̇0, ε0 + σ

)

`− q
(
ξ0, ε0 + σ

)
)
dσ 1

`>q
(
ξ̇0,ε0+σ

)d`
M�I â I â ´ I5S

¿ �8
�����/����
��X�����G!��<�
�
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(L,H×R1,d)
Mc
����Hdr�)�5�;QAÝ d>�)� Â�®CÞ Q¦g���*� â �nv[�"Q'�5�As�&�!���&��Q

Ý sr&�!�± Â\Þ Q�� â 37
Q�*&��K���	�?����@B������&�!���
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É)ì7èYìLèCë��Cè�çPê�ë�ç�ð0òPç

í�É ì*í>ë ð�î ö�ï7óCû%õ\Êpõ-ï�òPì7õ¬õ!Ê C∞ òPï7ð�ô7ç�ó�ü5ç�èGï7ð C>0(e0) D ´)þë�rÉ çGè�ì*û$çLó�ç�èCë õNízÉ ï7õ/ñ7èrö�ï7ó
L
ñwÉ)ì*óCû$ï*ð�îcò]öPë ð�ò�ícîcï*ð	èP]aîBíOÉ

C>0(u0)
þ
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L
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L
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���&'�P7��+-��&�������������# ���t�5� ���+/&D�&b��U �	�-+-!�+N�G�	��
�!���+/� ��+/�5&b�*@H���	�J
����L�*@
���5�	&�� �4�

L ³ ��*��#$��&	+<!%@B�	&�!���+-��&�
 â hV�	�L#$�����	� �n+<
"!��-5
�
�+<!�*��+/& ���	�G��*�P*�����-+-!L!���&'����!C�KMc
����X@B�5�"+-&�
����&�!���dr�)����Q
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Q**&��T�����2����@B������&�!��4
;���	������+-&�S â vù�a�	���7[)+-� �4
�]� �4
�!���+-� ��+-��&"�*@	���	�V+/&)[7*��+<*&'�
σ ³ ��/R5���	�PW��&�� �����&)( Pu0

Q
u0 ∈ H× R1,d âhV���H@B���-�/�7:O+-&	R%�/��#%#Y$:O+-�/����&���	�/�H��
2���X� ��1�&	�?$!���#$��5!C�4Q	!���&)[5��UL
�����Q���	�� ���4�X���"���	�?
�+N����7��+/�5& â

âl���%��ÿ é Æ å�¼�ï7ó
n ∈ N ¢aè�ç�í un ≡ (ε0,−nε0) ∈ H× R1,d þC�rÉ)ç�ð�¢�ö�ï*ó"ì7ð�Ê

σ ∈ Sd−1 ì7ð0ñ
` ∈ R ¢

∑

n>0

hσhσ` (un) < +∞.

� z)+-&�!��T:2�]@B���	&��K�&G��U �	�/+<!�+/����U �	����
�
�+/�5&L�*@
hσhσ`

+/&K��,'��*��+-��&`M�I â I â ´ I'S�Q	:2�H���4��G��&G���	�H@B�5��#"�	�-

hσhσ` (un) = (`+ n)−d exp

(
− 2

`+ n

)
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��_Z
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pn

���!P� ����*� ∑

n>0

pn = 1
*&��k
����

ν ≡
∑

n>0

pnδun â hV�	�_
����Y�*@

L1(ν) ³ +-&'����R��P*�	�-�]@B�	&�!C��+/�5&�
�!���&'���+/&�
2���	�?
����O�*@s���5�	&�� �4�G@B�	&�!C��+/�5&�
 âa¿ �T&	����� 〈f, ν〉 ≡ ∫ fdν â z ���

Cν ≡ {h > 0;h L− ��*��#%�5&	+<!
, 〈h, ν〉 < +∞}, Kν ≡ {h ∈ Cν ; 〈h, ν〉 6 1} Q	*&�� K1

ν ≡ {h ∈ Cν ; 〈h, ν〉 = 1}.M�I â I â ´'· S
Cν

+<
�$!���&��H�&��
Kν

�&��
K1
ν

����H!��5&)[���UL
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����P
O�*@
Cν â hV�	�H@B�	&�!���+-��&�
 hσhσ` *���H+/&

Cν â ja&�� �7: Cν
:O+N���

���	�H���������-��R�(Y��@3��&	+N@B�5��# !���&)[5����R���&�!��r�5&K!���#$��5!C�� âsr
�$!��5&�
���,'�	��&�!��]�*@)ur*��&�5!P95} 
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h ∈ Cν


���!P�G����7� 〈h, ν〉 = 0
+-
2���	�TÜ������%@B�	&�!C��+-��& â

�dº�î�Ä���l�W�V mqkcMOh7Q Ä5QTk9X�K�QTQ Ä
C∞

X�kcW9`FS�MO�cS�P��wb:X;S�h7S�K�Wz] y K^]�b�mnkcMrK�WFÄ p > 0
b�K�QTQ�] y S�Y�S�MOV `cK^]_V `FS�P8k�m h k�m�kcM_Y�S�M 6 p l�W�V mqkcMOh7Q Ä7X�kcW9`FS�MO�cSkcW(X�kch7LjK�Xd]wK v
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Kν
î<è?òPï*ûrø	ì�ò�íýþ
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���,'�	��&�!��T��@3����+-&'��
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Kν

���
�Y!���&)[�����R5��&'�O
��	� ³
���,'�	��&�!�� â z)+-&�!�� 〈h, ν〉 =
∑

n>0

pnh(un) = 1
Q @B�5�

h ∈ Kν
Q	��[5����(

h ∈ Kν

�7��+<
�1���


h(un) 6 1
pn
â�² +/U n â hV�	�

!��5#$���!�+N��(Y�	��+-&�!�+-�	�-�äé ¸ ��&���	�-��
����$��U)����5!C�2@B���5#�*&)(X
��4,'�	��&�!�� {hp} �*@�����+-&'��
2�*@ Kν
%
��	��
���,'�	��&�!��>����*�

�	&	+/@B����#$�/(��/� !���/�-(_!��5&'[5����R��4
���& C>0(un) â z)��Q;8� +-�R��5&�*����U)���P�!���+-��&������7[)+<� ��
]G
��	��
���,'�	��&�!��%�	&	+/@B����#$�/(
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n>0

C>0(un) â hV�	�_!P�	��+<!��K�*@>���	�
un
} 
$:V�
"#Y�� �_
��Z5
W���`��&�
��	���L����7� C>0(un)

+-&�!�����5
��4
����
H× R1,d â hV�	+<
O�-+/#$+/�������/�5&	R5
2���

Kν
����!�*��
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0 6 〈limhp, ν〉 6 lim 〈hp, ν〉 6 1 â �
&n�#û�ä�û����! 7�;û���é�¦�å

Cν
î<èWìXõ/ì*íýícîcòPçR]aîBí�ÉKó�ç�èýø	çPò�í2íùï$îBíBèWï^]aðZï7ó�ñ�ç�ó�þ

� hV�	+<
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2
��"���4!����
��r���	�H
�������@;&	��&G&	��R'7��+/[5�
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�+/��
����/@�?�<7����+<!��>:O+N���L����
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�7:O&K���P� �����&��L+/@s:��H��\[5�
0 6 h′ 6 h Q :O+N��� h ∈ Cν

������&
h′ ∈ Cν â �

vo&K���	+-
r!���&'����U)��Q�Ó8É)ï4ê�ë�ç�í4÷ è?ó�ç�ø�ó�ç�è�ç�ð�íýì�ícîcï*ðJíOÉ)çPï7ócÊ D µ?��	�	�-+/�4
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h
ï�ö

K1
ν

òPì7ð¾��ç]ë ð�îcê�ë�ç�õ!ÊR]aóCîBíýíýç�ð
ì\è

h =

∫
h µh(dh),

]�É)ç�ó�ç
µh

î<è?ìÔürï*ó�ç�õ ø�ó�ï	��ì
��î¬õ îBíOÊLèCë\ø�ø	ï7ó�íùç�ñGï7ðZí�É çTè�ç�í�ï�ö"ç�Ì'í�ó�ç�ûYì7õ)ø	ï7î¬ð�íBèWï�ö
K1
ν

þ
5 þ_Ö]èPè�ï4ò�îcì�íýç%íùïGçPì�òFÉ8ð�ï7ðZð�ë õ¬õ

h ∈ Cν
¢�¡�óPè�ícõ\Ê�¢�íOÉ)çrø	ï7î¬ð�í h

〈h,ν〉 ∈ K1
ν

¢2í�É ç�ðZí�É ç�ø�ó�ï
��ì	�Cî¬õ îBí_Ê
µ h
〈h,ν〉

ï7ðJíOÉ)çWè�ç�í
ï�ö"ç�Ì'í�ó�ç�ûYì7õ)ø	ï7î¬ð�íBèWï�ö

K1
ν

þæ�rÉ)ç%ìPø�ø�õ îcòPì*í�îcï7ð
h ∈ Cν 7→ µ̃h ≡ 〈h, ν〉µ h

〈h,ν〉

M�I â I â ´5¾ S
î<èXì8õ/ì*íýí�îcò�çXî<è�ï7ûYï7óùø�É'î<èCû ��ç�í§]�çPç�ð

Cν
ì7ð�ñ�í�É ç%è�ç�í]ï�ö>ø�ó�ï
��ì
��î¬õ îBí_Êpû$çPì7èPë ó�çCèYï7ð

K1
ν

M D ¸7S�þP\�ð_ø	ì7ó�í�îcò�ë õ/ì*ó�¢rî ö
h 6 h′ íOÉ)ç�ð µ̃h 6 µ̃h′ K è�ï µ̃h = F µ̃h′

¢�ö�ï7óTè�ï*û$ç�ürï*ó�ç�õ�öPë ð�ò�ícîcï*ð
F
¢���ï7ë ð0ñ�çPñ

µ̃h′
ñ�ì7õ ûYï\è�íVç�ô7ç�ócÊ:]�É ç�ó�ç�þ

s>

0 < 〈hσhσ` , ν〉 < +∞ Q)@B�5��*�-�

σ, `
Q	�5&	�?!��&G����:O��+/���]���	�T+-&'����R��P*�0�����	����
���&'��*��+-��&JMýI â I â °)S��


1 =

∫

S2×R

hσhσ`
〈hσhσ` , ν〉

〈hσhσ` , ν〉 dσd`,

:O��+/��+-&	R%���	�H@B��&�!C��+/�5&
1
5
O$#$��*&K�*@3��U)������#Y��A���5+/&'��
��*@

K1
ν
âhV���T�	���4!��4� +/&�R$�	��!��5#$���'
�+/��+-��&K+-
2���	�T�	&	+<,'�	��g��	� ,'�	���a} 
V���������4
���&5�P7��+/�5&L�*@

1
+-&

Kν
@

µ̃1 = 〈hσhσ` , ν〉 dσd`.
sr
 〈hσhσ` , ν〉 +<
V?���5
�+N��+/[5�>!��5&'��+-&'������
�@B�	&�!���+-��&L��@

σ
�&��

`
M D ¹ SPQ	*&)( µ̃1

³ *�-#$�5
��2
��	���>��,'����/+/��($+-
2
(dσd`) ³ *�-#%�'
��


��	���H��,'����/+/��( â{;���
f ∈ Cν

���?*&)(�Mc&	��&K&)�	�/�BS�&	�5&K&���R5*��+-[��
L ³ ��*��#$��&	+<!>���5�	&�� �4�L@B��&�!C��+/�5& â z)+-&�!��

• f 6 ‖f‖∞1
Q5:��r��\[��

µ̃f = F µ̃‖f‖∞1

Q�@B�5��
���#$�O@B�	&�!���+-��&
F

��&
Sd−1×R 
���!P�$����7���5&	����5


(dσd`) ³ ��/#$�'
��
��[5����():O�	�����

0 6 F 6 1
Q

�wÂ Ç PrSd°fL�Q\K�VTW�S�Y�VTW x;y kft9l�Sd]�bo¿ x�y kC;cÞcK^ÁoK�W�Y1¿ x�y kC;cÞ�~�Á¥b�U y S�QTL�P�b}¿ U y S�;*;^Á¥b�kcM[î�S�Xg²cS�Me¿ î�S�X�ÞcÞ^Á v� Æ�� W�Y�k�X;S�Y X[V ] y V ]_P[WjK^]gl�MgK�QoQ\K^]O]gVTX�S�PO]gMOl�Xd]gl�M_S U V m f = dµ
d(µ+µ′)

K�W�Y
g = dµ′

d(µ+µ′)

b d(µ∧µ′)
d(µ+µ′) = f ∧ g v�wÈ »�][Y�k9S�P[W�k�]RY�S�LsS�W�Y�kcW

σ v
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• µ̃‖f‖∞1 = ‖f‖∞µ̃1 = ‖f‖∞〈hσhσ` , ν〉 dσd`
Q

:��T� �4� ��!��H@B����#����	��������# é�éL����*�

f = 〈f, ν〉
∫

hσhσ`
〈hσhσ` , ν〉

F (σ, `)‖f‖∞〈hσhσ` , ν〉 dσd`.

e>&	�T
�����
V��&��>���	+<
O��U �	����
�
�+-��&L����*�
f
+<
O�*@����	�H@B�5��#

∫
hσhσ`F(σ, `) dσd`

@B����
���#$� u �5������@B�	&�!C��+/�5& F
Q	���5�	&�� �4�

(dσd`) ³ *�-#$�5
�����[�����():O�	����� âg��5&)[����P
����-(�Q'@B�����&'(JM
(dσd`) ³ ��/#$�5
�����[5����():O�	�����\Sa���5�	&�� �4� u �5�����0@B�	&�!C��+/�5& F

�5&
Sd−1 × R Q ���	�H@B��&�!C��+/�5&

∫

Sd−1×R
F(σ, `)hσhσ` dσd` > 0

+-
V�����	&�� ���8*&��
L ³ ��*��#%�5&	+<! â hV�	+-
V�����7[)+<� ��
V$!��5#%���/�����?� �4
�!���+-� ��+-��&K�*@����	�-�3�5+-
�
��5&G������&��	*��(Y�*@

L â
�3����û��7��� é�Ç � � x�¥;�a�4x�£b©=x0¤3£���� �\��x�~

(L,H× R1,d)
��åRÖ>ð�Ê ��ï*ë ð�ñ�çPñ

L
ñwÉ)ì*óCû$ï*ð�îcò�öPë ð�ò�ícîcï*ð�î<èWï�ö?íOÉ)ç�ö�ï7óCû

∫

Sd−1×R
F(σ, `)hσ(.)hσ` (.) dσd`,

ö�ï7ó2è�ï7ûYç%��ï7ë ð�ñ5çPñ £ ü>ï7ó�ç�õ ¦ öPë ð�ò�í�îcï7ð F
ï7ð
Sd−1×R þ�árçPò�î ø�ó�ï�òPì*õ¬õ\Ê�¢;èCë�òcÉ"ì=ö�ï7óCû%ë õ/ìTñ�ç_¡=ð0çCèOì���ï7ë ð�ñ5çPñ

L
ñwÉ)ì*óCû$ï*ð�îcò

öPë ð�ò�ícîcï*ð�þ
hV���]� �4
�!���+-� ��+/�5&X�*@;���	�]+/&)[7*��+-�&'�

σ ³ *�-R�������T��@;�����]� +/.0��
�+-��& {(ξ̇s, ξs)}s>0
R�+-[���&X+/&L���	��������# ¢�¢ @B�5�/�-�7:�
=@B����#�	���5���'
�+/��+-��& § å § å Æ âvo&�� ���4�AQ�R5+/[5��&_$���5�	&�� �4�

Inv
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(ξ̇,s, ξs)

) ³ #$��5
�������	�/�]�P*&�� �5# [7*��+<*�	�-�
X
Q �����?��*��#$��&	+<!>@B�	&�!���+-��&nMB�����5���'
�+ ³��+-��& § å § å Æ S

(ξ̇, ξ) ∈ H× R1,d 7→ Eξ̇,ξ[X ]+-
V��@����	�H@B����#
∫

Sd−1×R
hσ(ξ̇, ξ)hσ` (ξ̇, ξ)F(σ, `) dσd`,

@B����
���#$�H���5�	&�� �4�G#$�4�
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F
��&
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�Q

∀ (ξ̇, ξ) ∈ H× R1,d, Eξ̇,ξ[X ] = Eξ̇,ξ
[
F(σ∞, R

σ∞
∞ )

]
.

{;���
(ξ̇0, ξ0) ∈ H× R1,d ���?R�+-[���& â z)+-&�!��T���	�W�	��� !���
�
 {Eξ̇s,ξs [X ]

}
s>0
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��	&��	���
Pξ̇0,ξ0
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X
Q	*&��

F(σ∞, Rσ∞∞ )
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O*���

Pξ̇0,ξ0
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ä û��5û�þXþRÿ���l é�½ � ��£�«�� �7¥;��£�z
σ
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(ξ̇0, ξ0) ∈ H× R1,d ¢�íOÉ)ç
σ
ñ�ì7õ ü'ç���ó�ì7è

Inv
(
(ξ̇,s, ξs)

) ì*ð�ñ
σ
(
σ∞, Rσ∞∞

) òPï7î¬ð0ò�îcñ5ç%ë\øJíùï
Pξ̇0,ξ0

ñoð�ë õ¬õ0è�ç�íBè�þ
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(x0)2 − (x1)2 − ...− (xn−1)2 Q +-
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O!���&	�H+<

{x ∈ Rn; (x0)2 − (x1)2 − ...− (xn−1)2 > 0} â
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����Ñ

(M, q)
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�����+/�	�	��+-��&t�*@�{�������&'��Ü�+-�&Z!���&	�4
TR�+-[��4


Einn
_&�*���	�P*��!���&	@B����#$��

{;������&'��Ü�+<*&G
�������!����	��� â
m+��89�6���! 7�;û��aå,+��d���s��
�d� ÖR���dùo�
�
���Xî<è?íOÉ5î<è>æ�ï*ó�ç�ð�í.-�îcì*ð�ûYì7ð�î ö�ï7õ/ñKíùï�ü'ç�íOÉ)ç�ó¥]aîBí�É8îBícèTòPï7ð4ö�ï7óCûYì7õ�è�ícóCë�ò�ícë ó�ç �

(
Einn, {C̃(p)}p∈Einn

)
.
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�L}P�V� �O¸��
• hV�	� s�&'��+ ³ � � z +N�������Y
����!��X�*@]� +/#$��&�
�+-��&

n + 1
+<
$� ��1�&	�4� 5
?���	�G����������!C��+/�5&t+/&

RPn+1 ��@O���	�K������&k
����
{x ∈ R2+n; q2,n(x) > 0} â Einn

+<
2���	�XíùïPø	ï7õ-ï�ü�îcòPì7õ���ï*ë ð�ñ5ì7ócÊX��@�����+-
�
��	��
���5!��H�*@
RPn+1 â

• Einn
+<
O!����
���/�-(Y����+-��&'����	�/� ¤ â

hV���>ja+-&�
�����+-&?�	&�+/[5���P
��a��5
�O��+<!P�?!���&	@B����#$��*R��������]��@)���P*&�
�@B����#Y
�Q4+/&��	����+N�����]@B����#E���	���	����!��4� +-&	R�!��5&�
�������!C��+-��& âsO!C����*�-�/(5Q)���	��(G*���T!��5#%���/�������-(L� �4
�!���+-�����G�'(L���	�]@B�5�/�-�7:O+/&�R%��+-R�+<� +N��(X���	��������# « â
�3����û��7��� Ç §þ� ��¥Bx�¤�«;¥;�;�c}��4å • PO(2, n)

ì5ò�ícèTícó�ì*ð	èCîBí�î¬ô\ç�õ\ÊXï7ð
Einn

ì7ð0ñ$ó�ç�èùø çPò�íBè]îBíBè?òPï7ð�ö�ï*óCû$ì*õAè�ícóCë�ò�í�ë ó�ç�þ
• PO(2, n)

ì5ò�ícè?ícó�ì*ð	èCîBí�î¬ô\ç�õ\ÊGï*ð�í�É çÔ��ë ð�ñ õ/ç"ï�öTõ îNüsÉ'í�õ îôÜ*çYñ7î¬ó�çPò�ícîcï*ð	èWï7ô7ç�ó
Einn

þ
• Ö>ð�Ê]õ/ï4òPì7õ�òPï7ð4ö�ï7óCûYì7õ	í�ó�ì7ð�èBö�ï7óCûYì*í�îcï7ðGï�ö

Einn
î<è2íOÉ)ç�ó�çCè�í�óCîcò�í�îcï7ðLï�öOí�É ç�ì�ò�í�îcï7ðGï*ð

Einn
ï�öOìHë ð�îcê�ë�çrç�õ/ç�ûYç�ð�í

ï�ö
PO(2, n)

þ
©��V��¥B»0ª�z��B¥�¸�} »�})x;��}9�4¥B|R� x�~Kz4ª�} E ¥c£���z�})¥c£ ¤�£�¥¬«�}'�N�4}ÞÝ vo&b���	�p@B���#%��:��5��9t��@?!���&	@B����#$���{;�5����&5��Ü�+<*&
R����5#$������(�Q'���	�H&	�*��+/�5&G��@�R���� � ��
�+-!]+<
V&	�*�O:2���-�;� ��1�&	���GR���&	���P*�-�/(�A)(�����Q)����7����@�õ îNüsÉ'í�õ îôÜ*ç]ü'çPï�ñ5çCèCîcòH+<
�":����/�;�	��1�&	�4�ü5çPï7ûYç�ícóCîcòWð�ï�ícîcï*ð â
&n�#û�ä¦û����! 7�;û��tÇ ¸ åTæ�ç�í

g0
��ç"ìWæ�ï*ó�ç�ð�í.-�îcì*ðpûYç�í�óCîcòWï*ð

Einn
]aîBíOÉGíOÉ)ç

C̃(p)
÷ èTì7è]ð�ë õ¬õ�ò�ï*ð�ç�è�þVæ�ç�í

f : Einn → R��çGìGèCû$ï4ï*íOÉ�ûYìPø�¢Hì7ð�ñ
e2fg0

ìpòPï7ð�ö�ï*óCû$ì*õ=ûYç�í�óCîcòLï*ð
Einn

þÈÖ>ð�Ê_�/+-R��'���-+-9��
g0
³ R���� � �4
�+<! γ : I → Einn

òPì*ð���ç
ó�çoø	ì7ó�ì7ûYç�í�óCî<è�ç�ñGíùï?ü*î¬ô7ç$ì7ð

(e2fg0)
ñVõ îNüjÉ)ícõNîôÜ7çTü'çPï�ñ5çCèCîcò4þ

� {���� ∇ ���8���	�c{;��[)+ ³ g�+/[)+/��`!��5&	&	�4!C��+-��&F5
�
�� !�+<7���4� :O+/���
g0

*&�� ∇′ ���8���	�'{;��[)+ ³ g�+-[)+N�P`!���&�&	��!���+-��&
�
�
��)!�+-*���4�L:O+/���

e2fg0 â e>&	�H��5
V@B���O��[�����(Y[5��!C�����21����-�	

V,W

��&
Einn

∇′VW = ∇VW + (V.f)W + (W.f)V − g0(V,W )∇f,
:O�	����� ∇f +<
W���	�KR��P�� +-��&'�?��@

f
:O+/�������4
�����!��W���p�����L#$������+<!

g0 â z ��Qs+N@ γ : I → Einn
+<
"

g0
³ �/+-R��'���-+-9��R���� � ��
�+-!�Q ∇γ̇ γ̇ = 0

Q	*&��
∇′γ̇ γ̇ = ∇γ̇ γ̇ + 2(γ̇.f)γ̇ − g0(γ̇, γ̇)∇f = 2(γ̇.f)γ̇,

èCî¬ð�òPç
γ̇
î<èHð�ë õ¬õ â3¿ �H
����>�5&Y���	+<
2��,'��7��+/�5&Y����7�V+N�O
��� Y!���
����%#Y*95�>T��+/#$�H!P��*&�R��"M�� ������&�� +/&�R"�5&

f
*&��

γ
S

@B���V���	�T&	��:O�/(G��*�P*#$������+<
����X��7���K���%���?
(e2fg0) ³ R���� � �4
�+<! â �a����!�+-
����-(�Q +/@ γ(s) ≡ γ

(
t(s)

) Q

∇′γ̇ γ̇ = t′′(s)γ̇
(
t(s)

)
+ (t′(s))2∇′γ̇ γ̇

= t′′(s)γ̇
(
t(s)

)
+ 2
(
t′(s)

)2
(γ̇.f)γ̇

(
t(s)

)
.
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z)��Q ���9��T$
��5�/� ��+/�5&G��@����	�T��,'��*��+-��&
t′′(s) + 2

(
t′(s)

)2
(γ̇.f)

(
t(s)

)
= 0 â �

m+��89�6���! 7�;û��FÇ Æ åRÖ
1
ñ�ñ7î¬ûYç�ð�èCîcï7ð�ì*õsû$ì*ð�î ö�ï7õ-ñ

Γ ⊂ Einn
î<è?è�ì*îcñGíùï ��ç%ì����_��ó;����0/�� �����	Ñ��
�j��Ð8î ö%ì7ð�ÊWø ï*î¬ð�í

ξ
ï�ö

Γ
É)ì7è"ìYð�ç�îNüsÉo��ï7ë ó�É ï�ï4ñ U èPë�òFÉGíOÉ)ì�í

Γ ∩ U î<èWï�ö?íOÉ)ç�ö�ï7óCû
γ(I)

ö�ï7óTè�ï7ûYç (
e2fg0

) ñcü'çPï�ñ5çCèCîcò
γ : I → Einn

þ
�L}P�V� �O¸ â hV�	�]�	���)��@;#$�9��4
�+/�O!��-��*�V:O�)(%���	�H&	����+-��&G�*@�R5��� � ��
�+<!�+<
V&	�*�O"!���& @B�5��#Y���&	����+-��&;Q)��U !���� �2����7�O�*@�/+-R��'���-+-9��HR����)�	��
�+-! âvo&8�5�	��!�5
��5Q)���	�����H+<
�$
�+-#$�	�/�HR5����#$������+-!H� �4
�!���+-� ��+-��&K�*@3�/+-R��'���/+-9��HR���� � ��
�+-!�
 â¬ � W�SzX�K�WÔájW�YÔK�W�kcWÔ`�K�W�VTP y VTW���]gVTh7S�QTVT²cS5`FS�Xd]gkcMeájS�QTYCkcW Einn

bßX y VTX y VTh7L�QTVTS�P�] y SzX�K�l�PwK�Q;kcMOVTS�WF]gK�~�VTQTV ]¥Ä�p2143&ó � I W�S�VTQTQR¿ � I  9*��Á¥bL v 194 uwv »¥W�Y�S�S�Y	b�V m�kcW�SäQTk9kc²fP�K^] Einn
K�P(] y SäVThzK��cS�k�m�] y S1t9l�k�]_VTS�WF]�k�m S1 × Sn−1 ' Sn+1 ∩ C2,n

b[~FÄ�] y S�K�W9]_VTLskfY�K�Q�hzK�L
(x, y) ∈ S1 × Sn−1 7→ (−x,−y) ∈ S1 × Sn−1

b�] y S�VThzK��cS�k�m ∂x VTW Einn
VTP[K�Pgh7k9k�] y ]_VTh7S�QTVT²cS8`FS�X�]_kcMRá�S�QTY v® | S�S5¿ ÃjM_KcÀcßcÁ
mqkcMrVTW�PO]wK�W�X�S v
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&n�#û�ä�û����! #�;û��DÇ0¼AåRÖ>ð�ÊLõ îNüsÉ'í�õ îôÜ*ç"ü'çPï�ñ5çCèCîcòYóCë ð�ð�î¬ð)üGíOÉ5ó�ï7ë�üsÉ�í�É ç]ø ï*î¬ð�í

π(v)
î<èYï�ö%í�É çOö�ï7óCû

π
(
〈v, v′〉 ∩ C2,n

) ¢]�É)ç�ó�ç
v′ ∈ TvC2,n î<è$ìLð�ë õ¬õ�ô7çPò�íùï7ó�þ>\�ð�è�É)ï*ó�í�¢OíOÉ)ç"ð�ï*ðGø	ì7ó�ì7ûYç�í�óCî5-4ç�ñKõNîNüjÉ)ícõ îôÜ*ç?ü'çPï�ñ5çCèCîcò�è$ì7ó�ç$í�É ç>ø�ó�ï���ç�ò�í�îcï7ð	è"î¬ð

Einn
ï�ö?íùï*íùì7õ¬õ\ÊGñ5çùü5ç�ð�ç�ó�ì*íùçPñHø�õ/ì7ð0çCèWï�ö

R2,n K íOÉ)ç9ÊLì7ó�ç"íùïPø	ï7õ/ï�ü*îcòPì*õsò�î¬ó�ò�õ/çCè�þ
� hV�	+<
O�	�������5
�+N��+/�5&L+<
O�	���7[��4�X+-&8
��	��
���!���+-��& ¸ å ¢ å Æ â �

m+��89�6���! 7�;û��så$æ�ç�í
p
��çKìXø ï*î¬ð�í>î¬ð

Einn
þ��rÉ)çLè�ç�í]ï�öLì7õ¬õ�õ îNüjÉ)ícõNîôÜ7çYü'çPï�ñ5çCèCîcò�èLóCë ð�ð�î¬ð'üpíOÉ5ó�ï7ë�üsÉ

p
î<èGò�ì*õ¬õ/çPñ�íOÉ)ç

���_��ó;^Ð������Ù���
p
ì*ð�ñLñ5ç�ð0ï*íùçPñ

C(p)
þ

² ���5#����	�T�	����!��4� +-&	R"�����5���'
�+/��+-��&_Ç�¼;Q ��&��H
����4
2����*��+N@
p = π(v)

�&��
v⊥

+<
V���	�T�������	�5R��5&�*���*@
v
:O+/���8���4
�����!��

���
q2,n Q	���	��&

C(p) = π
(
C2,n ∩ v⊥

)
.

² ������U	*#$�	�-��Q'+/@
p = π(ε̃0)

Q
C(p) = π

(
C2,n ∩{xn+1 = 0}

) â hV�	�]!���&�� C̃(p)
+<
=���	�r+-& 1�&	+/���4
�+-#Y*�0[�����
�+-��&$�*@

C(p) â
² ���5# +/��
O
�+/#$�	�-�TR�����#$������+<!]� ��
�!���+/�	��+-��&;Q �5&	�T
�����
2����7�

&y�5û�ä�û����! 7�;û��så
C(p)\{p} î<èVì(É	ÊPø ç�óPèCë óBö�ì�òPçc¢sñ7î ¶rçPï7ûYï7óùø�É5îcò>íýï

R×Sn−2 þ C(p)
î<èVòPï7û>ø	ì�ò�í�ì7ð0ñ(É)ì\èOì>èCî¬ð'ü�ë õ/ì7óCîBí_Ê

ì*í
p
þ
Einn\C(p)

î<è?ñ5ç�ð�è�ç?î¬ð
Einn

þ
�L}P�V� �O¸��
• C(p)

�	�'�4
O&	���O
�����*�P7���
Einn â

• p�����+<!��G����*�
C(p)\{p} +<
"@B���-+-*����� �)(Z�-+-R��'���-+/95�LR5��� � ��
�+<!�
f@X*&)(`���5+/&'�$�*@

C(p)\{p} �����-��&	R'
?���Jp��&	+-,'�	�
�-+/R5�5���/+-9��HR5��� � ��
�+<! â

C

p

² +-R������ ´�â Io@)hV�	�H�-+/R5�'��!��5&	�H�*@ p

���A�3��� 6 ë � g � « ��� ø87ö�A�:9 �<; ø=9q�?>°ø¤ø��rhai � ë ��« �#@
hV�	�$���4�
���&p��@=���	�$+-&'�����)�	��!C��+/�5&��*@����	��ja+-&�
�����+/&Z�	&	+-[�����
���QA:O�	+-�-�$
�����*9)+-&	RL��@����	��q8+/&�9��7:�
�9'+s
����!��

R1,n−1 Q;+<
����*�"��&��L!��&n
����
R1,n−1 5
Wp�	��&�
��L
��	��
����"��@

Einn
��\[)+-&	R8�����G
�*#$�XR�����#$������(Z�


R1,n−1 â vo&�nMB��
������ � ³ SmO+/��#Y*&	&	+<*&K@B�P*#$��:2����90Q):��T:2���	�<�K��
��H���	�?&��*��+-��&8��@3+<
��5#$������(Y���YR�+-[��T$�	����!�+<
��T#%�4*&	+-&	R%���$���	+<
r
���&'����&�!�� â vo&%!���& @B�5��#Y���@B�P*#$��:��5��90Q'���	�T&��*��+-��&K�*@s+<
��5#%������(Y+-
������	�-5!��4�X�)(X����7�O�*@a!��5& @B����#Y*�0��,'�	+-[7*�-��&�!�� â
m+��89�6���! 7�;û��kÇ�¦;åTæ�ç�í (

E, {CE(p)}p∈E
) ì7ð0ñ (

F, {CF (p)}p∈F
) ��ç"í�]�ï$û$ì*ð�î ö�ï*õ/ñ\èR]aîBíOÉLèCûYï�ï�í�É_ñ7î<è�í�óCî_�Cë	í�îcï7ð�è"ï�ö

æ�ï*ó�ç�ð�í4-�îcì*ð ò�ï*ð�ç�è$ï*ð í�É ç�î¬ó$íùì7ð'ü'ç�ð�íVèùø	ì�òPçCè�þ �rÉ)ç9Êpì7ó�çYè�ì7îcñ_íùï ��ç�Ð����o�	���������d��õ���ö
ÖR�dùo�����
��]î ö$ï*ð�çGò�ì*ð ¡=ð0ñ_ì
èPûYï4ï*íOÉ8ñ7î ¶>ç�ï*û$ï*óùø�É'î<èPû

ϕ : E → F
]�É5îcòFÉ8û$ìCø�è?í�É çWíùì7ð)ü5ç�ð�í2òPï7ð�ç�èWï7ð

E
ï*ðJíOÉ)ç"íýì*ð'ü'ç�ð�í�òPï7ð0çCèWï*ð

F
�

∀ p ∈ E , Tpϕ
(
CE(p)

)
= CF

(
ϕ(p)

)
.
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g��	�)�5
��H%����+-&'�
p = π(v) ∈ Einn â

&y�5û�ä�û����! 7�;û��`Ç�é;å��rÉ)çWñ5ç�ð�è�çTïPø	ç�ð8è�ç�í
Einn\C(p)

î<èHòPï7ð4ö�ï7óCûYì7õ¬õ\ÊLçPê�ë î¬ô\ì*õ/ç�ð�í=íùï
R1,n−1 þ�\Cð_íOÉ)ì�ísè�ç�ð�è�çF¢

Einnø�ó�ï*ô�îcñ5çCè"ìGò�ï*ûrø	ì�ò�í�î ¡�òPì*í�îcï7ðtï�ö
R1,n−1 î¬ðS]�É'îcòcÉ

C(p)
î<èTîBíBè���ï7ë ð�ñ5ì7ócÊ�þ

� u ��!�*��
��H�*@����	�T�	�5#%�5R���&	��+/��(Y�*@
Einn

Q	:2�T!��&8
��	�	���5
��
p = π(ε̃0)

Q�
��%����7�
C(p) = π

(
C2,n ∩ {xn+1 = 0}

)
.

e>&	�?� ��1�&	�4
O%
�����������R5����	�	+<!r�	���*���4!C��+/�5& â�¿ �T&	�����
q0

���	�T��
���*��{�������&'��Ü�+-�&G,'��5� ��*��+<!�@B�5��# ��&
R1,n−1

q1,n−1
(
ξ0, ξ1, ..., ξn−1

)
= (ξ0)2 −

(
(ξ1)2 + ...+ (ξn−1)2

)
.
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i : (R1,n−1, q1,n−1) → (R2,n, q2,n)
���"���	�$+-�	��&'��+/1�!�*��+-��&J�*@

Rn = R1,n−1 ��� 〈ε1, ..., εn〉 â hV��+-
]+<
T*&+<
��5#%������( â hV�	�T#Y*�

j : x ∈ R1,n−1 7→ q1,n−1(x, x)ε̃0 + 2i(x) + ε̃n+1 ∈ C2,n M ´�â/®Ñâ ´ S
+<
>:2���-�a� ��1�&	���J*&��_#Y���
>���	�%�/+-R��'�P!���&��W�*@

R1,n−1 ���L���	�"�-+-R��'��!���&	�"�*@
Tj(x)C

2,n Q0�	���7[)+/&�RX����7�]���	�%#Y*�
π◦j +<
sH!���&	@B����#$��5#Y��	�	+-&	R3´ â hV�	�V#Y*�

π◦j +-
a!�*�-�/�4�WÔ�s��
�����j�����
��ó���Ðä�����BAj��Ð	������ â hV���2�5&	�-(?���5+/&'�P
s�*@
Einn

����*�2*����&	����+-&Y�����>+-#Y*R��r�*@
π ◦ j ����O���	�]�	��������!���+-��&Y+-&

Einn
�*@0���	�]����+-&5�P
���@

C2,n :O+/���
xn+1 = 0

Q
îcþ¬ç4þ

C(p) â �
m���#Y*��9Y����7�

q2,n
(
j(x)

)
= 5q1,n−1(x) â

² ���5# &��7:E�5&;Q�:2�?+<� ��&'��+/@B(
R1,n−1 *&��

π ◦ j(R1,n−1) ⊂ Einn
Q�:O�	�����

π ◦ j +-
����	�"
�����������R5����	�	+<!]�	��������!���+-��&
!���&�
�������!����4�G����7[5� â hV�	�T���5+/&'� p = π(ε̃0)

����+/&	R$1�U)�4�AQ :2�]&��*���
C

+/&�
����4��K�*@
C(p) â

¿ ��+N���
(ε0, ..., εn−1)

���	�?!�*&	�5&	+-!�*�A��5
�+<
2�*@
R1,n−1 âhV���?@B���-�-�7:O+/&	R$�	�������5
�+/��+-��&8R�+-[��4
�Y#$�����T�	����!�+<
��?+/#Y�R��T�*@s���	+-
r��#"���4�	� +-&	R â mO�4!���/�A���	�WR5��� � �4
�+<!�
O��@ R1,n−1*���]
����P*+-R��'�O�/+-&	�4
�Q ���	&8�/+-&	�4*���/( â

�3����û��7��� Ç�Ç�å 4�þ¥¼�ï*óWì7ð�ÊYð0ï7ðpõNîNüjÉ)ícõ îôÜ*çTü'ç�ï4ñ�ç�èCîcò
ξ + R v

ï�ö
R1,n−1 ¢ ξ + tv

òPï7ð�ô\ç�ó�ü'çCè?íùï
p

ì7è
t→ +∞ þ

5 þ_Ö>ð�ÊHø	ï7î¬ð�í�î¬ð
C\{p} î<èTíOÉ)çWõ î¬û%îBí2ï�öWìYõNîNüjÉ)ícõ îôÜ*çHü5çPï4ñ�ç�èCîcò%ï�ö

R1,n−1 þ[à�ï7ó�ç�ø�ó�çPò�î<è�ç�õ\Ê�¢
• æ�ç�í

v ∈ R1,n−1 ��çGì7ðnî<è�ï�ícó�ïCø çLô7ç�ò�íùï7ó�þ��rÉ ç�ó�çLî<èXì_õ îNüsÉ'í�õ îôÜ*ç%ü'çPï�ñ5çCèCîcò
∆v

ï�ö
C

èCë�òFÉJíOÉ)ì*í�ö�ï7óLç�ô\ç�ócÊ
õ îNüjÉ)ícõNîôÜ7ç$ü'ç�ï4ñ�ç�èCîcò

ξ + R v
¢_]aîBí�Étñ7î¬ó�çPò�ícîcï*ð

v
¢
ξ + tv

òPï7ð�ô7ç�ó�ü5ç�èXíýï�ì$ø	ï7î¬ð�íHï�ö
∆v\{p}

ì\è
t → +∞ þ

�;É'î<è?õ îNüsÉ'í�õ îôÜ7çTü'çPï�ñ5çCèCîcò$ï�ö
Einn

ñ�ç�ø ç�ð�ñ7è"ï7ð�õ\ÊLï7ðZí�É ç"ñ*î¬ó�çPò�í�îcï7ð
Rv

ï�ö
v
þ

\�ñ5ç�ð�ícî ö�ÊXíOÉ)çTè�ç�í2ï�öHð�ë õ¬õ�ñ*î¬ó�çPò�í�îcï7ð�è ]aîBíOÉ
Sn−2 � î ö R v = R (ε0 + σ)

¢
σ ∈ Sn−2 ¢aè�ìjÊYí�É ì*í

v
É)ì7èWñ7î¬ó�çPò�ícîcï*ð

σ
þ´%çWð�ï�íýç

∆σ ≡ ∆v
¢=î ö

v
É ì\è"ñ7î¬ó�ç�ò�í�îcï7ð

σ ∈ Sn−2 þ
æ�ç�í

σ ∈ Sn−2 ì*ð�ñ
v = ε0 + σ ∈ R1,n−1 þæ�;É'î<è?î<èWìYð�ë õ¬õAô7çPò�íùï7ó>]aîBíOÉpñ7î¬ó�çPò�ícîcï*ð

σ
þ

• ��]�ï
v
ñ�ñ*î¬ó�çPò�íùçPñGü'çPï�ñ5çCèCîcò�è

ξ + R v
ì*ð�ñ

ξ′ + R v
òPï7ð�ô7ç�ó�ü5çKíùïpíOÉ)çLè�ì7ûYçTø	ï7î¬ð�í]î ¶

ξ′
î<èXî¬ðkíOÉ)çKì�·�ð�ç

É
ÊPø	ç�óùø�õ/ì7ð0ç
ξ + v⊥

þ
�rÉ)çVöPë ð0ò�í�îcï7ð

q(v, .)
î<è"òPï7ð�è�íýì*ð�íVï7ð

ξ + v⊥
¢�ð0ï*íùç

` ∈ R íOÉ5î<è"òPï7ð�è�íýì*ð�íùþ¾´%çWð�ï�íýç
pσ(`) ∈ ∆σ

íOÉ)çWõ î¬û%îBí�ï�ö
ξ + R v

þ
• Ö>ð�Ê]ø ï*î¬ð�íVï�ö

∆σ
î<èWíOÉ)çTõNî¬û"îBíOï�ö?ìXõ îNüsÉ'í�õ îôÜ7çTü'çPï�ñ5çCèCîcò

ξ + R (ε0 + σ)
¢�ö�ï*óTè�ï7ûYç

ξ ∈ R1,n−1 þ
º ã y S�hzK�L π VTPrVTW�VOS�Xd]gV `FS�kcW j(R1,n−1) v
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³ þDC �����ÖR�����R�;���������	��
���o��������ô���

C\{p} E �rÉ)çWûYìPø
(σ, `) ∈ Sn−2 × R 7→ pσ(`) ∈⊂ C\{p}

î<è"ìLñ*î ¶rçPï7ûYï7óùø�É5î<èCû$þ
F þDC��jõ�����^�����ÐC�sÖ8�Ö[���¾���Ù� �r���d�� E æ�ç�í

ξ ∈ R1,n−1 ��ç>ü�î¬ô7ç�ð�¢
C0(ξ) =

{
ζ ∈ R1,n−1 ; q(ζ − ξ) = 0

}

îBícèHõNîNüjÉ)íýòPï7ð0çc¢Vì7ð�ñ
C>0(ξ) =

{
ζ ∈ R1,n−1 ; q(ζ − ξ) > 0

}
îBícèaöPë	í�ë ó�ç4þ
• C0(ξ) ∩C =

{
pσ
(
q1,n−1

(
ε0 + σ, ξ

))
; σ ∈ Sd−1

} î<è"ñ*î ¶rçPï7ûYï7óùø�É'îcò$íýï
Sd−1 þ

• C>0(ξ) ∩
(
C\{p}

)
=
{
pσ(`); ` > q1,n−1

(
ε0 + σ, ξ

)} þ
\Cð���ï*íOÉLè�íýì�íýç�ûYç�ð�íBè�¢

A
î<è?íOÉ)ç%ò�õ/ï7èCë ó�ç"ï�ö

A ⊂ Einn
î¬ð

Einn
þ

G þ>æ�ç�í
σ ∈ Sn−2 ¢ ` ∈ R þ

£ ì ¦×ò ï*íùç J−(pσ(`),R1,n−1
) í�É ç"òPì*ë)è�ì*õ ø	ì\è�í2ï�ö

pσ(`)
î¬ð
R1,n−1 �

J−
(
pσ(`),R1,n−1

)
=
{
ζ ∈ R1,n−1 ; ∃γ : R>0 → R1,n−1 ,

ò�ì*ë)è�ì7õ
, γ0 = ζ , lim

s→+∞
γs = pσ(`

)}
.

�;É ç�ð�¢
J−
(
pσ(`),R1,n−1

)
=
{
ζ ∈ R1,n−1 ; q1,n−1(ζ, ε0 + σ) 6 `

} þ
£ � ¦ J−(pσ(`),R1,n−1

)
∩C = {pσ(r) ; r 6 `}.

H þP±Vî¬ô\ç�ðkì$ø ì�í�É {γs}s>0
î¬ð
R1,n−1 ¢_]aóCîBíýç

γs = (ts, rsθs) ∈ R>0 × R>0 Sd−2 þÈ\Bö
rs → +∞ ¢

θs → θ
ì7ð�ñ

ts − rs → ` ∈ R ¢�íOÉ)ç�ð γs → pθ(`) ∈ C\{p} þ
I þ £ ì ¦ 62ô\ç�ócÊWí�î¬û$ç�õ îôÜ*ç�ø ì�í�É {γs}s∈I î¬ð

R1,n−1 ¢'öPë	í�ë ó�ç9ñ�ï7óCîcç�ð�íùç�ñWì7ð�ñWî¬ð�ç^Ì'íýç�ð	èCî_��õ/ç µ ¢sòPï*ð�ô7ç�ó�ü'ç�èOíùï:]�ì*ó�ñ%ìVø	ï7î¬ð�í
ï�ö

C

£ � ¦ æ�ç�í
σ ∈ Sn−2 ì7ð0ñ

` ∈ R þ
γs −→

s→+∞
pσ(`)

î ¶
q1,n−1

(
γs, ε0 + σ

)
−→
s→+∞

`.

\BöHð�ïYèCë�òcÉ
σ
ì7ð�ñ

`
ç�Ì5î<è�í�¢�íOÉ)ç�ð

γs −→
s→+∞

p
þ

£ ò ¦ \Bö
γs → pσ(`)

íOÉ)ç�ð
J−(γs) −→

s→+∞

{
ζ ∈ R1,n−1 ; q1,n−1

(
ζ, ε0 + σ

)
6 `

} K î ö
γs → p

¢GíOÉ)ç�ð
J−(γs) −→

s→+∞
R1,n−1 þ

Q0ï�¢ ]�ç8ò�ì*ð îcñ5ç�ð�ícî ö�Ê
C

]aîBíOÉZíOÉ)ç�Ð���Ö[����������Ö[��Ñ����
õô���
R1,n−1 ¢Tì\èGñ5çO¡�ð�çPñ_î¬ðkí�É çLî¬ð�ícó�ï�ñ*ë�ò�í�îcï7ðbï�ö

í�É'î<è2ø	ì7ó�íùþ
� hV�	�T�	���)�*@c
O����]R�+-[���&G+-&_
��	��
��4!C��+-��& ¸ å ¢ å Æ â �

hV���T���4
��	�/��
V��@����	�H�	����!��4� +-&	RY
��4!C��+-��&�
O!�*&K���T���4
��P7���4�L+-&K���	+<
V@B�P*#$��:2����9 â
Â�ã y K^][VTP�b I VTP[K�W�VTWF]gS�M�`cK�Qok�m R b�] y S�]gVTh7SRX�kch7LskcW�S�WF] γ0

t

k�m
γt
VTW�X�M_S�K�P_S�P�bsK�W�Y

γ : I → R1,n−1 y K�PrW�k�L�M_kcLsS�M C1
S�°9]_S�W�PgVTkcW v



"�#%$%&('�)�*#"o-%$7)%2q� )%'�*7.9"þ$(0%4 $_£&$7)W�5*z$%.9"�*%)�&�*z)���)�01'�$z'8.9250 ¾�¾
�3����û��7��� Ç�½�å 4�þHæ�ç�í

u ∈ H× Rn þ��rÉ)ç>ø�ó�ï4ò�ç�èPè {ξs}s>0 Pu
ñ�ì7õNû$ï7èCí�èCë ó�ç�õ\ÊGòPï7ð�ô\ç�ó�ü'çCèWíùïKìLó�ì7ð�ñ5ï7û�ø	ï7î¬ð�í

ξ∞
ï�ö

C\{p} þª\Cð
(σ, `)

òPï4ï7ó�ñ*î¬ð�ì�íýç�è�¢VíOÉ5î<è?ó�ì*ð�ñ5ï7û ø	ï7î¬ð�íJÉ ì\èWë ð0ñ�ç�ó
Pu

ìGõ/ì^]�]aîBí�É�ñ5ç�ð�èPîBí_Ê
hσhσ` (u)

]aîBí�É
ó�ç�èùø çPò�í�íùï

dσ d`
¢Aø�ó�ïPø	ï7ó�í�îcï7ð�ì*õ3íùï

hσ(u)

q
(
ξ̇, ε0 + σ

)
(

q
(
ξ̇, ε0 + σ

)

`− q
(
ξ, ε0 + σ

)
)d

exp

(
−2

q
(
ξ̇, ε0 + σ

)

`− q
(
ξ, ε0 + σ

)
)

1
`>q
(
ξ,ε0+σ

).

5 þ_¼�ï7óWì7ð�Ê
u ∈ H× R1,d ¢�íOÉ)ç σ ñ�ì7õ ü'ç��Có�ì7è Inv({us}) ì*ð�ñ

σ
(
ξ∞
) òPï7î¬ð0ò�îcñ5ç%ë\øJíùï

Pu
ñoð�ë õ¬õ0è�ç�íBè�þ

³ þ_Ö>ð�Ê���ï*ë ð�ñ5ç�ñ
L
ñwÉ ì7óCûYï7ð�îcòVöPë ð�ò�ícîcï*ðJî<è"ï�öWíOÉ)çVö�ï7óCû

u 7→ Eu[F (ξ∞)]
¢�ö�ï*ó%ìCürï*ó�ç�õ���ï7ë ð0ñ�çPñröPë ð0ò�í�îcï7ð

F
ï*ð

C
þ

���A�3�
	 � g ��� ì�ø � ìYf ë �KJW��� ú � f)g���iDi � h¤�xú�ø
mO��!�*�-�

(ε̃0, ..., ε̃n+1)
+<
K���	�n!�*&	�5&	+<!�*�H��5
�+<
K�*@

R2,n Q (ε0, ..., εn−1)
����7�_�*@

R1,n−1 QH:O�	�'
��Z&�7���	�P*�-{;�5����&'��Ü
,5���� �P7��+-!G@B����# +<
X� ��&	�*�����

q1,n−1 â hV�	�p#Y��
i : R1,n−1 → 〈ε̃1, . . . , ε̃n〉

+<
$���	���/+-&	����Y+-�	��&'��+/1�!�*��+-��&b�*@
Rn:O+N��� 〈ε̃1, . . . , ε̃n〉


���&�� +-&	R
εj

��&
ε̃j+1 â

² +-��
���QO:2��
��	�7: ����*�L�����p�/+-R��'���/+-9��pR5��� � �4
�+<!�
Y��@-ja+/&�
�����+-&D�	&	+-[�����
��_��\[��8���	��
�+/#$�	�-�J�	��
�!���+/� ��+/�5&bR�+-[���&b+-&
�	���5���'
�+/��+-��&8Ç�¼ â
&y�5û�ä�û����! 7�;û��k½ � å �rÉ)ç%õNîNüjÉ)ícõ îôÜ*ç?ü'çPï�ñ5çCèCîcò�è%ï�ö

Einn
ì*ó�ç%í�É çrø�ó�ï���ç�ò�í�îcï7ð	è"î¬ð

Einn
ï�ö"íýï�íýì*õ¬õ\ÊLî<è�ï�ícó�ïCø ç>ø�õ/ì7ð0çCè$ï�ö

R2,n þ
hV���%�����)�*@=#Y�9���
>��
��"��@����	�%!���& @B�5��#Y�����#W�����	� +-&	RK�*@

R1,n−1 +-&
Einn

5
]K� ��&�
��$
��	��
�����QA:O+/���J���5�	&��	���(
C âa¿ �T+<� ��&'��+/@B(

R1,n−1 :O+/���8+/��
�
�����������R5����	�	+<!��	���*���4!C��+-��& â
� kr
�+/&�R>���	�V���P*&�
�+/��+-[��V�!���+-��&%�*@

PO(2, n)
��&"�����2���	&�� �-�O�*@��/+-R��'���-+-9��VR����)�	��!�+<
3�7[����

Einn
Q�:2�O*���������5�	R��'�

��5!P9L���L
����7:v����7�>���	�?�-+-R��'���-+/95�?R���� � ��
�+-!
t ∈ R 7→ t(ε0 + ε1)

Q3Mc�/� !���/�-(�SV*#"���4�	
�+-&'���Y���	�W����������!C��+/�5&8�*@=
��������/�-(K�	��R���&	���P7�����K�	�<*&	�W�*@

R2,n âV¿ �W
����?�5&8@B����#W�	�<_M ´�â/®Ñâ ´ S2� ��1�&�+/&	R j ����7� j(γ(R)
)

= π
(
〈ε̃n+1, ε̃1 +

ε̃2〉
) â �

� �\x�x�~Ox�~2z4ª�}'x��7}P� Ç�Ç�Ý {;���
v ∈ R1,n−1 â z)��� γs = a+ s v ∈ R1,n−1 Q s ∈ R â hV���H!��	��[�� γ +<
O"R���� � �4
�+<!>�*@

R1,n−1 â hV�	�H+-#Y*R��H��@
γ
�)(

j
+<
2�����?!��	��[��H�*@

C2,n

j(γs) = s2q1,n−1(v) ε̃0 + 2 s
(
q1,n−1(a, v) ε0 + i(v)

)
+ 2i(a) + q1,n−1(a) ε̃0 + ε̃n+1.

M ´�â/®Ñâ ° S4�þKvù@
v
+<
V&	����&'���/�ýQ

q1,n−1(v) 6= 0
*&��

lim
s→+∞

π
(
j(γs)

)
= lim

s→+∞
π
(
s2q1,n−1(v) ε̃0 + 2 s

(
q1,n−1(a, v) ε̃0 + i(v)

)
+ 2i(a) + q1,n−1(a) ε̃0 + ε̃n+1

)

= lim
s→+∞

π
(
ε̃0 + o(s−1)

)
= π(ε̃0) = p.

M ´�â/®Ñâ · S

5 þ ² ����#�&	�7:E��&;Q
v ∈ R1,n−1 +<
�%&)�	�-�;[��4!C���5� â z)��Q :��T��\[5�

lim
s→+∞

π
(
j(γs)

)
= π

(
q1,n−1(a, v) ε̃0 + i(v)

)
.

M ´�â/®Ñâ ¾ S
sr
O&	����+<!��4�K*@¬�������	�������5
�+N��+/�5& ¸ å ¢ å § Q

C\{p} +<
V@B���-+<7���4�K�'(G�/+-R��'���/+-9��HR���� � ��
�+-!�
 â hV���T�	���4!�+<
��]@B�5��#"�	�-*��+-��&K�*@3���	+<

@c�!C��+<


C\{p} =
∐

σ∈Sn−2

π
(
Rε̃0 + i

(
ε0 + σ

))
=

∐

σ∈Sn−2

∆σ\{p},
M ´�â-®Râ µ S
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:O�	+-!P�K!��5#%�4
=@B����# ���	�T� ��
�!���+-� ��+-��&X��@����	�>�-+-R��'���-+/95�>R5��� � �4
�+<!�
��*@

Einn
�&��Y���	�]�	��1�&	+/��+-��&K�*@

C âs¿ �H���4��Y�5&X�����
@B����#W�	�<GM ´�â-®Râ ¾ S�*�-�A���	�T���4
����N�P
O
��P7���4�L+-&8���5+/&'� 5 â
�L}P�V� �O¸��

â ¿ �?
����T��&G���	�H@B�5��#"�	�-KM ´�â/®Ñâ ¾ S=����*�O���	�T#Y*�
(σ, `) 7→ pσ(`)

+-
Hî¬ðf��çPò�í�î¬ô\ç â
â û2ó�ï4ï�ö"ï�ö H â sr&)(X���5+/&'�

m ∈ R1,n−1 !�*&K���T:O��+N������&
m = q1,n−1

(
m, ε0 + σm

)
ε0 + sm(ε0 + σm),

:O+/���
σm ∈ Sn−2 *&��

sm > 0 â kr
�+-&	R%���	�H@B�5��#"�	�-8M ´�â-®RâÃ· S�Q	�5&	�T
�����
2����7�
π
(
j(m)

)
= π

(
2sm

{
q1,n−1

(
m, ε0+σm

)
ε0+i

(
ε0+σm

)}
+
{

2q1,n−1
(
m, ε0+σm

)
ε1+q1,n−1

(
m, ε0+σm

)2
ε0+εn+1

})
.

¿ ������5�>�5&T����+-
�@B����#W�	�<V����7�3+N@��
���,'�	��&�!�� {mp}p>0
��@	���5+/&'��
��*@

R1,n−1 Q*
�*��+<
�1���
 smp → +∞ Q
σmp −→

p→+∞
σ
*&��

q1,n−1
(
mp, (1, σmp) −→

p→+∞
`
Q ���	��& {mp}p>0

!���&)[�����R5��
����7:V*�P�
pσ(`) â

s�&)(K
��4,5����&�!�� {mp}p>0
�-��\[)+-&	R$��[5����(X!���#$��5!C�4Q :O+N��� {smp}p>0

���5�	&�� �4�AQ�!��5&)[�����R��4
=���
p â

³ þ>z ���
ϕ : Sn−2 → C\{p}, σ 7→ π

(
i
(
ε0 + σ

))
���	�$
�#$�)�*���p#Y*������*�]�
�
��)!�+-*���T���

σ
���	�%���5+/&'�H�*@

C
QA�-+/#$+/�]��@=���	�"�/+-R��'���/+-9��"R���� � �4
�+<!?���
�
�+-&	RY���	���5�	R��

0
Q0:O+N���

� +/����!���+-��&
σ â ϕ +<
�$� +/.�����#$�����	�	+<
�# ��&K+N�P
O+/#Y�R�� âz ���

ϕ(t, .) : R1,n−1 → R, ζ 7→ ζ + tε0.hV�	�H���-��#$��&'���*@
O(2, n)

:O�	�'
��T�!���+-��&K��&
Einn

+-&�� ��!���
V���	�H���P*&�
��<7��+-��&
ϕ(t, .)

��&
R1,n−1 ⊂ Einn

���
V#Y*����+NU



1 t 0 · · · 0 t2

1 0 · · · 0 2t
â â â âââ 0

â â â 0
âââ

1 0
1




.

¿ �O
����V��&"���	+<
s��U �	����
�
�+/�5&?����7�a��&	�O!�*&%��U)����&��?���	+<
a
�#$�)�*���W^��7: �*@����P*&�
��-*��+-��&�
����TH
�#%�)�����"^��7:n�*@����P*&�
�@B����#Y

�*@
PO(2, n)

Q
φ(t, .)

Q��!���+-&	R$��&
Einn ââl���%��ÿvå �rÉ çsLOï^] {φ(t, .)}t∈R

ø�ó�çCè�ç�óCô\ç�èWçPì�òFÉKõ îNüsÉ'í�õ îôÜ*çTü5çPï4ñ�ç�èCîcò%ï�ö
C
¢�ì7ð�ñLî<è?ícó�ì7ð	èCîBí�î¬ô\ç%ï7ðZç�ì5òcÉ

∆σ\{p}
þ

� z +/&�!��K����5+/&'�
pσ(`)

+<
W���	�K�/+-#$+N�$�*@>J�-+/R5�5���/+-9��GR����)�	��
�+-! {γs}s>0 = {a + s(ε0 + σ)}s>0
Q=:O+/���

` =
q1,n−1

(
a, ε0 + σ

)

φ
(
t, pσ(`)

)
= lim
s→+∞

φ(t, γs).

u � � φ(t, γs) = π ◦ j(γs + tε0) â z)��Q

φ
(
t, pσ(`)

)
= lim

s→+∞
φ(t, γs) = π

(
q1,n−1

(
a+ tε0, ε0 + σ

)
ε0 + i(ε0 + σ)

)

= π
(

(`+ t)ε0 + i(ε0 + σ)
)

= pσ(`+ t).

M ´�â/®Ñâ Å S

z)��Q*�����V^��7: �	����
�����[��4
3���!P�%�-��7@��*@
C

�&��"���	�V�����&�
�+/��+-[���&	��
�
3�*@����	��5!C��+/�5&%!���#$��
3@B����#����	�O@B�5��#"�	�-%M ´�â/®Ñâ Å S*&��L���	�?� �4
�!���+-� ��+-��&`M ´�â/®ÑâÃµ S â �



"�#%$%&('�)�*#"o-%$7)%2q� )%'�*7.9"þ$(0%4 $_£&$7)W�5*z$%.9"�*%)�&�*z)���)�01'�$z'8.9250 ¾�Å
z +/&�!��

ϕ(σ) = pσ(0)
Q)@B�5��#"�	�-8M ´�â-®Râ Å S����4��	


φ(`, σ) = pσ(`),

*&��L���	�?5
�
�������+-��&G�*@s���5+/&'� ³ !���#$��
2@B����#����	�H^��7:E�	������������(Y�*@
φ âF þ+hV�	�%1���
��H���5+/&'�H+-
HK� +/����!��H!���&�
���,'�	��&�!��%�*@����	�$�	����!���� +-&	RL�5&	� â hV�	�%
���!���&������5+/&'�T!��5#%�4
>@B���5#����	�"@c�!��

����*�
C>0(ξ) =

⋃

t>0

C0(ξ + tε0).

G þ G þ £ ì ¦ ¯ +-[���& ζ0 ∈ R1,n−1 :O+N���
q1,n−1

(
ζ0, ε0 + σ

)
6 `

Q�1�&��JY��+-#$���-+/95�W��*���_@B����#
ζ0

���L���	�W�)()���������-�&	�
{
q1,n−1

(
., ε0 +σ

)
= `
} â vù�=�	+N�P
3���	�O�)()�������	�-�&	�V7� ζ1 â hV�	��&;Q*@B�5�/�-�7:t���	�V�	&	+<,5���O�/+-R��'���-+-9��2R���� � �4
�+<!�:O+N���$�	+/����!���+-��&

σ
Q*���
�
�+/&	Rr���	������R��

ζ1 â hV�	�O!���&�!�7����&�*��+-��&?��@	��������:2�r��7����
s+-
s>��7���?@B����# ζ
���
pσ(`) â z ��Q J−(pσ(`),R1,n−1

)
⊃{

q1,n−1
(
., ε0 + σ

)
6 `
} âe>&p���	�?�����	���>
�+-�	��Q�+N@

q1,n−1
(
ζ0, ε0 + σ

)
> `

Q
pσ(`)

!��&	&	�*�����W+-& C>0 ∩
(
C\{p}

) Q�
�+-&�!�� C>0 ∩
(
C\{p}

)
={

pσ(`) ; ` > q1,n−1
(
ε0 + σ, ζ0

)} âG þ £ � ¦ +<
�$� +-���4!C��!��5&�
���,'�	��&�!��H�*@ G þ £ ì ¦I þKhV���T�	���)��@��*@����	�T����+-&'� I þ £ ì ¦ �����/+-��
V�5&K�&K��/R5���	�P*+<!r�-��#$#Y â
âl���%��ÿ ½ ¢ å

PO(2, n)
ì�ò�íBèYí�ó�ì7ð�èPîBí�î¬ô7ç�õ\Ê�ï*ð íOÉ)çHø	ì7î¬óPèLï�ö]ø ï*î¬ð�ícèYï�ö

Einn
íOÉ)ì�í>ì7ó�çYð�ï�í>ï*ð í�É ç$è�ì7ûYçLõ îNüjÉ)ícõNîôÜ7ç

ü5çPï4ñ�ç�èPîcò4þ
� z)+-&�!����&)(r���+/���*@ ���5+/&'�P
;�*@

Einn
����*�3*���a&	������&H���	��
�*#$�a�-+/R5�5���/+-9���R���� � �4
�+<!s+<
;�*@)���	�=@B�5��# (

π(u), π(v)
) Q

:O+/���
u
�&��

v
&)�	�-�;[5��!C�����P
�Q�&	�*�r�5�����	��R5��&����Q):2�W*���H�	���5�	R��'����5!P9X���X
��	�7:E����7�

O(2, n)
�!C�P
V���P*&�
�+/��+-[����/(

��&X���	�]
������*@�
���!P�Y���+/�P

(u, v)

Q5����7�2+-
�Q
O(2, n)

5!C��
=���P*&�
�+/��+-[����-(%��&$�����>
�������@;�	�<*&	�4
=�*@�
�+-R�&�*���	���
(+,−) âhV�	+<
O+<
O$:����/�A9)&	�7:O&`MB���/��#%��&'��*��(�S=@c�!C� â

�{���� {γs}s>0
���H"��+/#$���-+-9��]��7���K+-&

R1,n−1 Q)@B� ���	��� ³ ����+/��&5�����G*&��G+/&���U)����&�
�+-�	�-� â hV�	�H����+-&'��
 γ0
�&��

p
*���>&	���

��&$�����>
�*#$���-+/R5�5���/+-9��rR���� � �4
�+<!V�*@
Einn

A'@B���5#y���	�r�-��#$#YW½ ¢ Q':��>!�*&$1�&��X*&Y���/��#$��&'�
T
�*@
PO(2, n)

����7�2#Y*��

γ0

*&��
p
��� −ε0

*&��
ε0

���4
�����!���+-[����-( âs¿ �T
��	�7:D���	�T
���7����#$��&'� I þ £ ì ¦ @B���2�����]��7��� T ◦ γ Q :O+N��� T (C)
+-&�
�����5�L��@

C â vù��+-#$�	�-+/�4
2���	�T�5��+-R�+-&�*�A
���*����#$��&5� â
¿ �?
���+-�/�;&��*���

γ
���	�T��*���

T ◦ γ â z)��� C<0
(
ε0

)
=
{
ξ ∈ R1,n−1 ; q1,n−1(ξ − ε0) < 0

} âz +/&�!��
γ
+-
Wícî¬ûYç�õNîôÜ7ç�Q	���	�T�	�����	�-��#�&��7:D���9��4
����-5!��H+/&K���	�?� +<*#$��&�� D ≡ C>0(−ε0) ∩ C<0(ε0) ⊂ R1,n−1 â

−

       pσ(`)

ε0

−ε0

γs

e>&��?!�*&K��5
�+-�-(L
����7:F���	�H@B�5�/�-�7:O+-&	R$�/��#%#Y â
âl���(��ÿ ½ § å¾�rÉ)çOö�ì*û"î¬õ!Ê {C>0(m − tε0) ∩ C<0(m + tε0) ; m ∈ R1,n−1 , t > 0} î<è%ì ��ì7èCî<è$ï�ö%íOÉ)ç$íùïPø	ï7õ/ï�üsÊpï�ö
R1,n−1 þJ¸
Æ ã y S�P_]gK^]_S�h7S�WF]8VTP;]_M_l�SeVTW(K�hJl�X y �cM_S�K^]_S�MR�cS�W�S�MgK�QTV ]¥Ä v



"�#%$%&('�)�*#"o-%$7)%2q� )%'�*7.9"þ$(0%4 $_£&$7)W�5*z$%.9"�*%)�&�*z)���)�01'�$z'8.9250 ¾ ±

m+��89�6���! 7�;û��Ä½ ¸ å ´%çpòPì7õ¬õ]ìtð�ç�îNüsÉo��ï7ë ó�É ï�ï4ñ�ï�ö
m

ï�öKíOÉ)ç"ö�ï7óCû C>0(m − tε0) ∩ C60(m + tε0)
ì Ñ�����������Ñ

���
�_��ó[����ÖR��ór�}�}Ñ����
m
¢=ð0ï*íùç�ñ D(m, t)

þ
pr�*���

Cl(γ)
���	�$
����r�*@=����+-&'��
>�*@a���	�W��5
��]�/+-R��'�P!���&��?�*@

ε0
����*�]*���?+-&_�����%!��/�'
��	���T�*@

γ
Q0*&��p
��	�	���5
��

Cl(γ)!���&'�P*+-&�
V��:2�L� +<
���+/&�!��>����+-&'��

p1

*&��
p2 â {;��� D(p1, t1)

�&�� D(p2, t2)
��:��X�	+-�#%�5&��8&	��+/R5�'���������	�)� �	
O��@

p1
�&��

p2
Q����4
�����!���+-[����-(�Q'����7�r� �$&	����+/&'�����P
��4!C� âz +/&�!��

γ
+<
LZ��+/#$���-+-9��_��*���;QO*&��

p1 ∈ Cl(γ)
QV@B�5�L*&)(

s > 0
Q����	�p����+-&'�

γs ∈ C<0(p1) â sr�/�r���	�_#$�5���5Q

�+-&�!��

p1 ∈ Cl(γ)
Q=�����K��7���

γ
��&'�����P
 D(p1, t1)

7�X
���#$�L��+/#$�×AO+-&��������+-!��	�<*�4Qs���	�����8+<
Yp��+/#$�
s1


���!P� ����*�
γs1 ∈ C>0(p1 − t1ε0) â p��$��+/#$���-+-9��?��*���p
�����������G@B���5# $����+-&'�r�*@ C>0(p1 − t1ε0)

!��&_��U +/�O@B���5# ���	+-
r
���� â z)��Q γ����#$�+/&�
O+/& C>0(p1 − t1ε0) ∩ C60(p1) ⊂ D(p1, t1)
Q	@B����# ����7����+/#$�W�5& â hV�)��
�Q�
�+-&�!�� D(p1, t1)

�&�� D(p2, t2)
� �

&	�*�O+-&5�����P
��4!C�4Q
p2

!��&	&	���V�����-��&�R"���
Cl(γ) â

¿ �T&	�����
γ∞

���	�T�	&	+<,'�	�T���5+/&'�O�*@
C

+-&
Cl(γ) âI þ £ � ¦ �§I�{���� σ ∈ Sn−2 Q ` ∈ R Q7����R5+/[5��&;Q7�&�� {γs}s>0

���VO��+/#$���-+-9�����7���"
���!P�?����*�
q1,n−1(γs, ε0+σ) −→

s→+∞
` â

s>
 {γs}s>0
+-
$í�î¬û$ç�õ îôÜ*ç�Q����	�%@B�	&�!���+-��&

s ∈ R>0 → q1,n−1
(
γs, ε0 + σ

) +-&�!�����5
��4
 â z ��Q0@B����#Î����+-&5� G þ £ ì ¦ Q;��������5+/&'�
γs

�����-��&	R'
2���%�����T���
��O�*@
pσ(`)

+-&
R1,n−1 Q��&��L@B���5# G þ £ � ¦ Q γ∞ ∈ {pσ(r) ; r 6 `} âz �	���	�<�

γ∞
���$�4,5��*�3���_
���#$�

pσ(r)
Q�:O+N���

r < `
QA���	��&

q1,n−1
(
γs, ε0 + σ

) :2���	�<�p����#Y�+/& 6 r
Q�@B���5# G þ £ ì ¦ Q!���&'����5� +-!���+-&	R"���	�T�)()�������	�4
�+<
 â hV��+-
�
��	�7:�
�����7� γ∞ = pσ(`) â�d�§ItmO��!�+/�	��� !���/�-(�Qs
����	���'
��X����*�

γ∞ = pσ(`)
Q3@B���%
��5#%�

σ ∈ Sn−2 *&��
` ∈ R â_¿ �G9)&	�7:y@B����#

5. £ ì ¦ ����7�
q1,n−1

(
γs, ε0 + σ

)
66 Q�@B�5�"��/�

s > 0 â hV�	+-
?@B�	&�!���+-��& ��@
s
+-&�!�����5
��4
H���J_�/+-#$+N�

r 6 ` â ���5+/&'���§I_
����7:�
H����*�
γ∞ = pσ(r)

Q�
��
r = ` â hV�'��
�Q	R5+/[5��& σ ∈ Sn−2 �&��

` ∈ R Q
γs −→

s→+∞
pσ(`)

+N.
q1,n−1(γs, ε0 + σ) −→

s→+∞
`.

M ´�â/®Ñâ ±)S
z +/&�!��

γ
#W��
��2!���&)[�����R5�V���%
��5#%�r���5+/&'����@

C
M I þ £ ì ¦ SPQ	:2�>!���&�!��/��� �O@B����#ÎM ´�â/®Ñâ ±)S�����*� γd −→

s→+∞
p
+N@;:2�>!�*&	&	���

1�&��8
��5#$�
σ ∈ Sn−2 *&��

` ∈ R 
���!P�G����*�WM ´�â/®Ñâ ±)S=�����<�	
 â
I þ £ ò ¦ mO��!�*�-�O���	�p�	��1�&	+/��+-��&F��@

T
R5+/[5��&b7�X���	�_����R�+-&	&	+-&	Rn��@>���	�p�	���)�*@>��@T���5+/&'� H þ £ ì ¦ â vù@ γ → p

Q2���	��&
T (γs) → ε0

*&��p���	�$ø	ì\è�írï�ö
T (γs)

î¬ðníOÉ)çLñ*îcì7ûYï7ð0ñ C>0(ε̃0) ∩ C<0(ε̃0)
!��5&'[5����R��4
O���K���	�$:O�	���-�Y� +-�#$��&�� â vo&��*����+<!��	�<*�4Q *&)(L����+-&'�O�*@3���	�?+-#Y*R5�]�)(

T
�*@3�����T��*�/@3�-+-&	�

γ0 + R>0ε0
��[5��&'������/�-(X�����-��&	R'
2���$���	�T���
����*@

T (γs) âz)�%���	�T:O�	�5�/�H����N@s�-+/&	�
γ0 + R>0ε0

+<
O+-&�!��-��� �4�G+-&
J−(γ)

A �	� �
J−
(
γ0 + R>0ε0

)
= R1,n−1 Q�
�� J−(γ) = R1,n−1 âpr�7:TQ��-���

γ
���_���+-#$���-+/95�K��7���k
���!P� ����7�

γs −→
s→+∞

pσ(`) â ¿ �8!�*& 1�&��k���+/#$���/+-9��K��7��� {ρt}t>0
Q�:O+N���

ρ0 = γ0
Q	:O�	+<!P�G+<
O��[���&'����*�-�/(X!���&'���+/&����G+/&K�����T�	�-�&	�HR���&	���P7�����X�)(

ε̃0
�&��

σ
Q�*&��G��,'�����Q +-&K���	+<
O�	�<*&���Q)���

ρt :=
( !P�

(t)− `
)
σ +


��
(t)ε0.

kr
�+/&	R$����+-&'� H Q	:2�T
����>����7�O���	�T��*��� {ρt}t>0
!���&)[�����R5��
����

pσ(`)
Q�*&��X����7�

C<0(ρt) −→
t→+∞

{
ζ ∈ R1,n−1 ; q1,n−1

(
ζ, ε0 + σ

)
6 `
}
.

sr&)(L����+-&5�
T (ρt)

��[���&'����*�-�/(L�����/�5&	R5
2��� C<0
(
T (γs)

)
∩
◦
D Q�
�+-&�!��

1
C<0
(
T (γs)

)
∩
◦
D
→ 1

C<0
(
T (pσ(`))

)
∩
◦
D
,

���5+/&'��:O+<
��5Q�*&��
T (ρt)

�����-��&	R'
2��� C<0
(
T (pσ(`))

)
∩
◦
D â z)��Q ρ(R>0

) �����-��&�R5
2���
J−(γ)

Q�*&��
J−(γs)

+/&�!������
���
2���
J−
(
pσ(`),R1,n−1

)
=
{
ζ ∈ R1,n−1 ; q1,n−1

(
ζ, ε0 + σ

)} â



"�#%$%&('�)�*#"o-%$7)%2q� )%'�*7.9"þ$(0%4 $_£&$7)W�5*z$%.9"�*%)�&�*z)���)�01'�$z'8.9250 µ7Â
�Èu t � Ó �MLN��|qËÐ���RÉCÊÁÏÐ|qÃ�Ê��¤ÉCÅ,Ç�ÉC�RÓ ��} Ç�z,|~Ë¯�RÍ�Ó�ÏÐ����Ä
hV�	�W�	����!���� +-&	RK
��4!C��+-��&_R5+/[5��
>XR�����#$������+<!?� �4
�!���+-� ��+/�5&p�*@

Inv
(
{us}

) â vo&����	+<
]
��4!C��+-��&�Q�:2�W�����7[)+<� �W*&J*�-R��������+-!
� ��
�!���+/�	��+-��&Y�*@

Inv
(
{us}

) â hV�	�>:2\("���7:V*�P�Y*&L��/R5���	�P*+<!2������*��#$��&'�2�*@A�����>�	�������/��#�����R5+/&�
�:O+/���L���	�>+-� ��&'��+/1�!� ³��+-��&_�*@s���	�"� +/.0��
�+-��& {us}s>0
�
V���	�W�	���*���4!C��+/�5&K��@s���	�%� +N.0��
�+/�5& {(gs, ξs)}s>0

��&8���	���3�5+/&�!�*���TR������	�8��@as Y&	�
+-
���#$������+-��
�Q):O+N���K���P*&�
�+N��+/�5&G95����&	��� {

P̃s
(
(g, ξ), .

)

bigr}s>0 â¿ �?!��&L#Y*95�T*&G��/R5���	�P*+<!r
������ (X�*@����	�?
���� !P��5
���+-!]� +/.�������&'��+<*�;
�()
�����#�� ��+/[)+-&	R {es}s>0
�)(L�	+-
�!�������+/Ü�+/&	R"�����

��+-#%�5Q��-�)��9)+-&	RX7� {enδ}n>0
Q�@B���rY1	U ���

δ > 0 âVu ��!�*��
��H���	�"[��4!C���5�O1����-�	
rR���&	���P7��+/&	R%���	�W� +/.���
�+-��& {es}s>0
*���

�/��@¬�=+/&)[7*��+-�&'��Q\������
��4,5����&�!�� {enδ}n>0
���
3���	�O�-\: �*@A>�P*&�� ��#�:V*�-9T��& G Q�:O+/���]���	#$�$�-\:

P̃δ(
v��
, .) â s>
=!��5&�!�����&���	�?
����O�*@

L̃³ ��*��#$��&	+<!]���5�	&�� �4�G@B�	&�!C��+/�5&�
�Q :��?� �$&	���O�/�'
��T*&)(X+-& @B�5��#Y7��+/�5&G+-&K����*�r� +<
�!�������+-Ü�7��+/�5& â
&n�#û�ä¦û����! 7�;û��n½ Æ åTæ�ç�í

δ > 0
þ�Ö ��ï7ë ð�ñ5çPñ�öPë ð�ò�í�îcï7ðpî<è

L̃
ñwÉ ì7óCûYï7ð�îcòWî ¶ îBí=î<è�É)ì*óCû$ï*ð�îcò2ö�ï7ó?íOÉ)ç?ó�ì7ð0ñ�ï7ûl]�ì7õ�ÜYï*ð

G ¢W]aîBíOÉ��Cë ûrøZõ/ì:]
P̃δ(

\�ñ
, .)

þ
hV��+-
O�����5���'
�+/��+-��&G+-
O�����7[5���X+-&_
��4!C��+/�5& ¸ å § å ¢ âs �-�*�O�*@�:��5��9$:V�
V� ��&��r���%��&�� ���P
���*&��Y�����]�-��&�R?��+-#$�H������\[)+/�5�	�V�*@��P*&��	��#Ä:V*�-9)
���&GR������	��
 â dr��[����/�5�	�	+-&	R���	�8:2����9t�*@�srÜ���&�!������pÝ s�Ü�� µ7Â\Þ Q2m�*�	R5+O
���!�!������ �4� +-&bR�+-['+-&	R`*&b*�-R����	���+-!G� ��
�!���+-� ��+-��&k�*@>���	�p
����Y�*@]���5�	&�� �4�

��*��#$��&	+<!$@B�	&�!���+-��&�
$5
�
�� !�+<7���4�`:O+N��������&�� ��# :V*�-9J�5& p�-� !�*�-�-(`!���#$��5!C�"R5���5�	�;Qs:O+/�����	��&)�	#$���P*�	�-�X��5
�+<
 âhV�	+-
���*���=R�+-[��4
a�	+<
�� �4
�!���+-� ��+/�5&Y�*@0���	�>
������*@A�����	&��	���
L̃ ³ �����#$��&�+-!�@B�	&�!���+-��&�
�Q5���	�����	R5�$���	�>
������ (%�*@0���	�>���&�� �5#

:2��/9 â
¿ �]���4!�*�-��
���#$�]� ��1�&�+N��+/�5&�
��&��Y��5
�+<!O@c5!C�P
�����5� ���P*&��	��# :2��/9 
���&XR5���5�	��
a+-&G
���!���+-��& ¸ å § å ¢ â z)�4!C��+/�5& ¸ å § å §� ��
�!���+/����
������2#Y�+/&%*�-R��������+-!s���)���):��2
���*�-�'��
��
@A���	�2vo:V�
�\:2O�	��!��5#$���'
�+/��+-��&"�*@	���	�2
���#$+<
�+-#$�	�-��R5���5�	�

SO0(1, d) âkr
�+/&	R?����*�2� �4!���#$���5
�+N��+/�5&;Q�:2����U �#$+/&	�����	�>������\[)+/�5�	�=�*@�
���[5���P*��=�!��)���P� +-&�7����
�>2��@A���	�>���&�� ��#Ù:2��/9%+-&X
��4!C��+-��&�

¸ å § å ¸ �&�� ¸ å § å Æ Q ����@B�5���TR5+/[)+-&	RY*&8��U �	�-+<!�+/�>� ��
�!���+-� ��+-��&K�*@3���	�W+/&)[7*��+-�&'�

σ ³ 1����-�K�*@s���	�T���&�� �5#�:2��/9G+/&_
���!���+-��&
¸ å § å¬¼ â hV�	��&;Q :2�>!���#$������>+/&K
��4!C��+-��& ¸ å § å<¦$�����]��/R5���	�P*+<!�� �4
�!���+-� ��+-��&L�*@

Inv
(
{en}

) Q R�+-[���&X�)(�m�*�	R5+Í} 
�#%�����	� �AQ
:O+N���G���	�TR�����#$������+<!���0��&	�H���	��*+-&	�4�L+-&K���	�T�	����!���� +-&	RY
���!C��+/�5& âvo&K���	�H@B���-�/�7:O+-&	R�Q :��H&	����� G = SO0(1, d)oR1,d â
�������A� öbh3�[« � ú ; h � 9Aø � � J g � ù[�yø
��� G ¤�©������3¥¬z�¥B«�}Z~ù¤3£�|*z�¥cx�£�����£�� �`x5�`} £�za�%x�~A�V�`}X���4¤��7}px�£ Gm+��89�6���! 7�;û��aå>Ö ürï*ó�ç�õNîcì7ðæ�sÖR��Ð	������

f : G → R
î<èHè�ì7îcñGíýï���ç��jÖ�����Ñ�Ñ�����dù��Gî ö

∀ e, e′ ∈ G, f(ee′) 6 f(e) + f(e′).

�;É ç2öPë ð�ò�ícîcï*ð
f
î<èHè�ì*îcñLíùï���ç%ì:Aj��Ö����Lî ö?í�É ç�ó�ç"ç^Ì5î<èCícè?ìLòPï7ð�èCíùì7ð�í

C ∈ R èCë�òFÉKíOÉ)ì*í
∀ e, e′ ∈ G, f(ee′) 6 f(e) + f(e′) + C.

hV����@B�	&��	*#$��&'�P*�H��U	*#$�	�-����@���*��R���+<
G���	�G��*��R��J5
�
�� !�+<7�����F:O+/���  !��5#$���!��G&	��+/R5�'���������	�)� �
V

�*@-v��AQ
R���&����P7��+-&	R G MO¹7S�@

∀e ∈ G, fV (e) = inf{n > 1 ; e ∈ V n} <∞.
vo&Z�����>R5���5�	� G = SO0(1, d) × R1,d Q;�&'(p!���#$��5!C�>&���+-R��)���5�	���	�)�)�

V
��@Kv��pR5��&	����*����
 G â z)��Q�:2�$� ���5�_�����

�
�
��	#$� ��+/�5& >
V

R5��&	����*����
 G >T+/&G���	�H@B�5�/�-�7:O+-&	R âhV���T+/#$��������*&�!��H�*@3���	+<
V��U	�#%���/�T!��5#$��
2@B����#����	�H@B���-�-�7:O+/&	R"@c�!�� â
È
G =

S
n∈N

V n
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52
��å�æ�ç�í

V
��çHì%ò�ï*ûrø	ì�ò�ísð�ç�îNüsÉo��ï7ë ó�É ï�ï4ñ$ï�ös\�ñ ∈ G þ�¼�ï7ó>ì*ð�Ê���ì*ë�ü5ç

f
¢�í�É ç�ó�ç"ç�Ì5î<è�ícè?ìGòPï7ð	è�íùì7ð�í

C
¢�ñ�ç�ø ç�ð�ñ*î¬ð'ü8ï7ð

V
ì*ð�ñ

f
¢aèCë�òFÉGíOÉ)ì*í

f 6 C fV .
Ö]èrì"òPï*ð	è�çPê�ë�ç�ð�òPçF¢sì7õ¬õ0íOÉ)çR��ì7ë�ü'çCè

fV
ì*ó�çTçPê�ë î¬ô7ì7õ/ç�ð�í � î ö

V ′
î<è>ì7ð0ï*íOÉ)ç�ó]òPï7û>ø ì5ò�í3ð0ç�îNüsÉo��ï7ë ó�É ï�ï4ñYï�ö�\�ñj¢3íOÉ)ç�ó�çHç�Ì5î<è�íBè

ò�ï*ð	è�íùì7ð�ícè
c(V, V ′)

ì7ð�ñ
C(V, V ′)

èCë�òcÉ8í�É ì*í
c(V, V ′)fV 6 fV ′ 6 C(V, V ′)fV .

s>
�"���4
��	�/��Q +/@
µ
+<
O"&���&K&	��R'7��+-[��]#$��5
��	���]��& G Q�*&�� p ∈ N Q ∫ fV (e)pµ(de)

î<è�¡�ð�îBíùçTî ¶ ∫
fV ′(e)pµ(de)

î<è
¡=ð�îBíùç4þ
m+��89�6���! 7�;û��b½�¦;å?æ�ç�í

p ∈ N þªÖÄð�ï*ðpð�çùü'ì*í�î¬ô\ç3ü>ï7ó�ç�õ�ûYçPì\èCë ó�ç
µ
ï7ð G î<èHè�ì7îcñGíùïæÉ ì7ô7ç%ì �×�����
��C��������Ñ��
�

pî ö
∫
fV (e)pµ(de) <∞.

�;É'î<è"ñ�ç_¡=ð�îBícîcï*ðZñ�ï4ç�èHð0ï*íVñ�ç�ø ç�ð�ñKï�öTíOÉ)ç%òFÉ)ï7îcòPç$ï�öWí�É ç"òPï7û>ø	ì�ò�í�ð0ç�îNüsÉo��ï7ë ó�É ï�ï4ñ
V

ï�ö_\�ñ�þ
�L}P�V� �O¸Gâ vù@ ‖.‖ +-
�*&)(W��/R5���	�P]&	����#Ù�5& M1+d(R)

MOÒ*SCQ
log ‖.‖ +-
�
�������	�	+N��+/[5� â vù�=@B���-�/�7:�
a@B���5#y�	�������5
�+N��+/�5&X½�¼����*�V+/@3%#$��5
������

µ
�5& G ��5
O?1���
��O#%�5#$��&'��Q

log ‖.‖ +-
V+-&'����R5����	�-�r:O+/���8���4
�����!������
µ â s��-�A&	����#Y
��5& M1+d(R)����+/&	RY�4,'�	+/[7��/��&5�4Q)���	�T����
��	�/�O�	���<�	
2@B�����&)(X&	����# â

&n�#û�ä�û����! 7�;û�� ½�é;å �rÉ çWûYçPì\èCë ó�ç
P̃1(

\�ñ
, .)

É ì\è?ûYï7ûYç�ð�íBè?ï�ö?ì*ð�ÊLï*ó�ñ�ç�ó�þ
� ¿ �H!P�	�)�5
��>"��*����+<!����-��

V â h��$� ��
�!���+/���]+N�4Q +-� ��&'��+/@B(
SO0(1, d)

:O+/���G�����H
����V�*@��������	�5&	����#Y*�	@B�P*#$�4
��5&
H â z)���

Ṽ = {(ξ̇,R) ∈ OH ; d(ξ̇, ε0) 6 1}, <dÚ*&��
V = Ṽ ×B,:O�	�����

B
+<
V���	�T��&	+N�nj=��!��-+-�	+-�&K��*�-�A�*@

R1+d âa¿ �H��\[��
Ṽ n = {(ξ̇,R) ∈ OH ; d(ξ̇, ε0) 6 n}.

¿ �?
�����/���	���7[5������7���5&	�H���

∑

n>2

µ
(
(V n)c

)
np < +∞,

@B�����&)(
p > 0

Q :O�	+-!P�K+-#%���/+-��
V����7�
∫
fV (e)pµ(de) = µ(V ) +

∑

n>2

µ
(
V n\V n−1

)
np <∞.

hV�	�T�	���)�*@3�����/+-��
V�5&L���	�H@B���-�/�7:O+-&	R%���-��#$��&'�P*��(Y@c�!�� ââK���%�nÿ ½�Ç�åHæ�ç�í
q > 1

¢
g ∈ Ṽ q þæ�rÉ)çWè�ç�í {gg ; g ∈ Ṽ 2q} òPï7ð�íýì*î¬ð	è

Ṽ q
þ

Ü�ã y K^][VTP�bMX;S y K�`FS ‖ab‖ 6 ‖a‖‖b‖ bjmnkcMrK�W9Ä(hzK^]gMOVTX�S�P a b b vGOà ã y S�W�k�]gK^]gVTkcW (ξ̇,R) ∈ OH
h7S�K�W�P;] y K^] ξ̇ ∈ H K�W�Y R VTP[K�W�kcM�] y kcW�kcMOhzK�Qo~jK�PgVTPrk�m Tξ̇H v
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�_x�z�� z4¥Bx�£��]â ¿ �T&	�*��� [n
9

] ���	�T+/&'����R����V��*���O�*@ n
9

Q�*&��G
����
qn =

[
n
9

]
− 1 â

{;���
n > 18 âa¯ +-[���& ξ, ξ′ ∈ B Q ���	�T����+-&5�

(g1, 0) · · · (gqn , 0)(gqn+1, ξ)(gqn+2, 0) · · · (g3qn , 0)(g3qn+1, ξ
′)(g3qn+2, 0) · · · (g9qn+3, 0),

�����-��&	R'
2���
Ṽ n

*&��L+<
V��,'����0���
(g1 · · · g9qn+3, g1 · · · gqnξ + g1 · · · gqngqn+1 · · · g3qnξ

′).

¿ �?!���&�!��-��� �H@B����#��-��#$#YY½�ÇG����7�
Ṽ 3qn+1 ×

(
Ṽ qn .B + Ṽ qn .B

)
⊂ V n.

hV�	�T+-&�!��-��
�+/�5&
Ṽ qn ×

(
Ṽ qn .B + Ṽ qn .B

)
⊂ V n,

:O+-�/�;���?
��o X!�+-��&'�O���$#$���������	�O�	�������5
�� âz)��Q

µ
(
(V n)c

)
6 µ

((
Ṽ qn ×

(
Ṽ qn .B + Ṽ qn .B

))c)
6 µ

((
Ṽ qn

)c × R1,d
)

+µ
({

(g, ξ) ∈ G ; ξ /∈
(
Ṽ qn .B + Ṽ qn .B

)})
.M ´�â I â/® S

¿ �T#$*������+/Ü��H�������K������#Y
V�*@����	�T��+-R��'�O#%��#W�����O��@3+-&	��,'����/+/��(JM ´�â I â-® S�
��������*�����-( â�	I+hV�	�r1���
��O��&	�]+-
2�4,5��*�����
P̃ �4�
(
g1 /∈ Ṽ qn

)
â p��*��+/&�R (ρ1, θ1)

�����]�����<*�V!��)�5��� +-&�*����
��*@����	�>1��P
��O[5��!C�����2�*@
g1

*&��
Pε0

���	�T�<\:D�*@a u ���7:O&	+<*&G#$�*��+-��&K��&
H


��P*�������L@B����#
ε0
Q

P̃ �4�
(
g1 /∈ Ṽ qn

)
6 Pε0 (ρ1 > qn) 6 Pε0

(
sup
s∈[0,1]

ρs > qn

)

¿ ����
���+-#Y7���a���	+<
;�����5��*�	+-�-+N��(]��
�+/&	RV���	��!���#$�����+<
��5&r���	���5����#E�5&H���	����,'��7��+/�5&
dρs = dwρs+ d−1

2

!��*���
(ρs) ds

Q
&	����+-&	R$����*�r!������

(ρ) 6 2
5
O
��)��&K�


ρ > 2 â �a����!�+-
����-(�Q �5&	�T���

sup
s∈[0,1]

ρs 6 sup
s∈[0,1]

w(d−1),2
s ,

:O�	�����
w(d−1),2 +-
? u ���7:O&	+-�&�#$�*��+/�5&J:O+/���t� ��+/@¬�

(d − 1)
Q�
������������@B���5#

2 â p������ P(d−1)
2

+/��
?�-\: â kr
�+-&	R@B����#W���-
1.1.4

+-&`Ý u z Â I Þ Q	� â 197
Q)+/�O@B���-�/�7:�
2����7�

P(1,0)

(
sup
s∈[0,1]

ρs > qn
)
6 P(d−1)

2

(
sup
s∈[0,1]

w(d−1),2
s > qn

)
6 1

2
f

(
qn − d− 1√

2

)
+

1

2
e(d−1)(qn−2)f

(
qn − 3 + d√

2

)
,

M ´�â I â I'S:O+/���
f(x) = e−x

2

√
πx
â e>&	�T!���&�!��-��� ��
2@B����#����	+<
O��
���+-#Y7���>����7�

∑

n>2

P̃ �4�
(
g1 /∈ Ṽ qn

)
np <∞, M ´�â I â ´ S

@B�����&)(
p > 0 â�JI hV�	�?
���!��5&��G#%��#W�����O+<
O��,'����0���

P̃ �4�
(
ξ1 /∈ Ṽ qn .B + Ṽ qn .B

) âh��X� ����A:O+N���K+/��Q�:��H��
��H���	�H@B�5�/�-�7:O+-&	R"�-��#$#Y	Q :O���5
��]�����)�*@3+-
r*&���/�5R�����
=���"����7����@3�����5���'
�+/��+-��& §	Æ â
d
� ��&	�*����
V���	�H�)('�����������-+-!H� +<
��P*&�!��T+/&

H
Q	*&��

BH(ε0, R) = {ζ ∈ H ; d(ε0, ζ) 6 R} â
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R > 0
þ�¼�ï*óWì7ð�ÊLò�ï*ð�í�î¬ð�ë�ï*ë)è�ø	ì*íOÉ {ξ̇s}s∈[0,1]

òPï7ð�íýì*î¬ð�çPñXî¬ð
BH(ε0, R)

¢�ï*ð�çäÉ)ì\è
∫ 1

0

ξ̇s ds ∈ ConvHull
(
BH(ε0, R)

)
⊂ R1,d.

âK���%�nÿ ¢	�� å
ConvHull

(
BH(ε0, qn)

)
⊂ Ṽ qn .B + Ṽ qn .B

# vo&��	+/#$��&�
�+-��&
d = 1

Q0:2�"
����W�5&_1�R5�	���
3.3

����*�>���	�%+/&�!��/��
�+-��&p��@=�����"
���7����#$��&'�H�	���<�	
 â vo&�R�����7�����
� +-#$��&�
�+/�5&;Q��&)(p���5+/&'�

ξ
�*@
ConvHull

(
BH(ε0, qn)

) +-
?+/&J���	�L�	�-�&	� 〈ε0, ξ〉
Q3:O�	�����%���	�

2 ³ � +-#$��&�
�+-��&���
����
��	�N����	�	�-+/�4
 â

ConvHull
`
BH(ε0, qn)

´

² +-R��	��� ´�â ´ @)hV�	�?�	5
��	�4�LÜ���&	�H+<
V+/&
Ṽ qn .B + Ṽ qn .B

#z)��Q	:��H��\[5�
µ
({

(g, ξ) ∈ G ; ξ /∈ Ṽ qn .B + Ṽ qn .B
)
6 Pε0

(
sup
s∈[0,1]

ρs > qn

)
.

¿ �T��
��H���	�?
�*#$�]@B����#W�	�<W��@2Ý u z Â I Þ ���Y���	��*+-&
∑

n>2

P̃ �4�
(
ξ1 /∈ Ṽ qn .B + Ṽ qn .B

)
np <∞,

@B�����&)(
p > 0 â h���R5�����	���O:O+/���tM ´�â I â ´ S=�&��`M ´�â I â/® S�Q ����+-
O+-&	�4,5��*�-+N��(X�����7[5��
����	�T����
��	�/� â �

©�� C � ���`x0£�¥B|8~o¤3£�|�z�¥Bx0£��
{;���

µ
���?%�	������*�	+-�/+/��(X�5& G âm+��89�6���! 7�;û�� ¢ß�;¢ å�æ�ç�í

e ∈ G þ�Ö>ð�Ê?ó�ì7ð�ñ5ï7û�è�çPê�ë�ç�ð�òPç {en}n>0
ï�öaø	ï7î¬ð�íBè>ï�ö G èCë�òFÉ$íOÉ)ì�ísí�É ç�ó�çHç^Ì5î<èCícèrìWè�çPê�ë�ç�ð0òPç

{ek}k>1
ï�öTî¬îcñ G ñoô7ì7õ ë�çPñXó�ì7ð0ñ�ï7û ô7ì7óCîcì
��õ/ç�è�¢s]aîBíOÉKõ/ì^]

µ
¢aè�ì*í�î<è¬ö�Ê7î¬ð)ü8í�É çTó�ç�õ/ì�ícîcï*ð

en = ee1...en, ∀n > 1
î<è?òPì*õ¬õ/çPñGì ������Ñ���� °ä���4/���� G °����óOA�Ö[��� ����°

µ D �s����
^��Ñ�������� e
þ\cö>]�ç%ñ�ïYð0ï*í=èýø	çPò�î ö�Ê

e
¢=îBí�û$çPì*ð	è?í�É ì*ís]�çWíùìOÜ*ç

e =
\�ñ�þ

¯ +-[���& e0 ∈ G
Q	&	�����

Pµe0

���	�T+-#Y*R5�]�����5��*�	+-�-+N��(Y��@
µ⊗N

∗ �)(X���	�T*�	���/+<!�*��+-��&
(e1, e2, ...) 7→ (e0, e0e1, e0e1e2, ...) ∈ GN.

vù@
en

+-
2���	�
n P �$!��)���P� +-&�7���>�5& GN Q	���	�?
���,'�	��&�!�� {en}n>0

+<
V�	&�� ���
Pµe0

"��+-R��'�O���&�� ��#Ä:V*�-9X�5& G âs
µ ³ �����#$��&�+-!r@B�	&�!���+-��&8+-
O"@B�	&�!C��+-��&_!���&�
����&5�V+-&K#$�4*&8*�-��&	R$*&)($���P7���4!C������(Y�*@3%��+/R5�'�2�P*&��	��#�:V*�-9Y:O+N���

���	#$�K�<\:
µ â �=���4!�+<
����/(5Q
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m+��89�6���! 7�;û�� ¢ß��§ å¥Ö ürï*ó�ç�õ
µ
ñoî¬ð�íùçýü�ó�ì	�Cõ/çWó�çPì7õ	�sÖR��Ð	������

h
ï7ð G î<èHè�ì7îcñGíýï���ç

µ � ór���
�×������ÐGî ö=ö�ï7óWì*ð�Ê
e ∈ G ¢

∫
h(ee′)µ(de′) = h(e).

vù��+<
O+-#$#%�4� +<7���H���Y
����>����7�
âl���%��ÿ ¢	��¸ å��rÉ)ç"öPë ð�ò�ícîcï*ð

h
î<è�É ì7óCûYï7ð�îcò�î ¶ {h(en)}n>0

î<è_ì`ûYì7ó�í�î¬ð'ü'ì7õ/çS]aîBí�É ó�çCèùø	ç�ò�íTíùï`í�É çä¡=õ/ícó�ì�ícîcï*ð
ü5ç�ð�ç�ó�ì*íùçPñ��FÊ {en}n>0

þ
d>����/+-&	RY�5&	�/(G:O+N���

µ ³ Mc��+-R��'��S����&�� ��# :2��/9 
�Q :��?
���*�-�A�P*�-9L�*@a�����#$�5&	+-!>@B�	&�!C��+-��&�
�Q�:O+N���K&��Y#%�5���T����@B������&�!��4

���
µ
Q :O+N���	��� �O*&)($��+-
�9Y�*@�!���& @B��
�+-��& âs¿ �]
�����/�0&	�����

Pe0

+-&�
�����5�X��@
Pµe0

âs¿ �H
�����/�0
�\(ä=����&�� �5#�:V*�-9
>�@B����=���+-R��'�
���&�� ��#Ä:V*�-9
> â

¿ �T&	�7:E�	���7[5�r���	�T�	�������5
�+N��+/�5&K
���*���4�L+-&K���	�T+-&'�����)�	��!C��+/�5&G��@����	+-
V��*��� â
&n�#û�ä�û����! #�;û�� ¢ß��Æ åWæ�ç�í

δ > 0
þµÖ ��ï*ë ð�ñ�çPñHöPë ð0ò�í�îcï7ðtî<è

L̃
ñwÉ)ì*óCû$ï*ð�îcòXî ¶ÙîBíVî<è1É)ì*óCû$ï*ð�îcò�ö�ï*óYí�É ç%ó�ì7ð0ñ�ï7û ]�ì7õ/Üï7ð G ¢W]aîBíOÉ(�Cë û>øJõ/ì^]

P̃δ(
\�ñ
, .)

þ
� • s�& L̃³ �����#$��&�+-!r@B�	&�!���+-��&8���)[)+/�5��
��/(X� ��1�&	�4
�*&K��*��#$��&	+<!>@B�	&�!���+-��&8�*@����	�T�P*&��	��#�:V*�-9 â
• {;��� h ���LK�����	&�� ���J@B�	&�!���+-��&;Q3�����#$��&�+-!"@B���H���	�Y�P*&�� �5# :V*�-9 â z)������+/&	R Y (ω) = limh

(
en(ω)

) :O�	��&
����+-
]�-+/#$+/�H��U +-
���
�Q

0
���<
���:O�	�����5Q�:2�"�	��1�&	�$*&

Inv
(
{en}

)³ #$��5
��	�P*���/�?�P*&�� ��#�[7*��+-��	�-� â sr
 Inv({en}) ⊂
τ
(
{es}

) *&��
τ
(
{es}

) �&��
Inv

(
{es}

) !���+-&�!�+<� �V�	&�� ���=��5!P�
Pe0

Q��	�$���
Pe0

³ &'���/��
����P
�M°hV����������# ¸ Ç0SPQ5�	���5��� ³
�+N��+/�5& ¸0§ Q�*&��W�����O����#$���9H@B�5�/�-�7:O+-&	R>+/��Q'
����7:�
�����7�a���	�2@B�	&�!���+-��&
e 7→ Ee[Y ]

+<

L̃³ ��*��#$��&	+<! â hV�	+<
3@B�	&�!C��+/�5&+<
O��,'����0���

h â �
&n�#û�ä�û����! 7�;û�� ¢	� ¼Aå 4�þ_Ö>ð�Ê���ï*ë ð�ñ5ç�ñæÉ)ì*óCû$ï*ð�îcòVöPë ð�ò�í�îcï7ð

h
î<èTóCîNüjÉ)í�ë ð�î ö�ï7óCû%õ\ÊGòPï7ð�ícî¬ð�ë�ï7ë)è�þ

5 þ>¹C�_��ó� �;�
�
���	Ñ�� ����� ����Ö[��Ñ���Ñ ór������������Ð���Ö[��Ð	������RQ�æ�ç�í
e0 ∈ G

¢"ì*ð�ñ
h
��çpì ��ï7ë ð0ñ�çPñ�É)ì*óCû$ï*ð�îcò

öPë ð�ò�í�îcï7ðZï*ð G þ1ÍVð�ç�É ì\è Pe0

ñ�ì*õ ûYï\è�í=èCë ó�ç�õ\Ê�¢�ö�ï*ó"ì7ð�Ê
e ∈ z �	�	� (µ)

¢
lim

n→+∞
h(ene) = lim

n→+∞
h(en).

�L}P�V� �O¸pâ�hV�	�H����
��	�/���*@������5���'
�+/��+-��& § ¦8
��	�7:�
�����7�yz)�	���
µ
+<
O$
���#%+ ³ R������	� â

� 4 âa¿ �]��/����5� ($��� �P*+-&	���X���	+<
V�	������������($5
VW!��5���5�/�<*��(%�*@�u>*��&��!P9#} 
�+-&	��,'����/+/��(pM¬���	���5����# é ¢ S âs¿ �]R5+/[5�
�	�����?$
�+/#$�	�-���O�	���)�*@ â{;���

ε > 0 â {;��� V ���?$!��5#$���!��V&���+-R��)���5�	���	�)�)�G�*@�v�� ∈ G âe>&K���	�T�5&	�T���&��AQ
P̃1(., .)

+-&	�	����+/��
V@B����#����	�?�-��@¬��+-&)[7*��+-�&�!��H�*@3�����T[���!����5��
�1����-�	
�R���&����P7��+-&	R {P̃s(., .)}s>0�����T+/&)[7*��+-�&�!��H�	������������(�@
p̃1(e, e′) = p̃1(e−1e′).

e>&K���	�T�����	���O��*&��AQ)���	�H@c�#$+/�-( {P̃1(ẽ, .)}ee∈V
+<
V��+-R��'� â {���� K ���H!���#$��5!C��
�����
������*@ G 
���!P�G����*�

∀ ẽ ∈ V P̃1(ẽ,Kc) 6 ε.
hV�	��&;Q @B�����&)(

e ∈ G Q ẽ ∈ V Q

|h(eẽ)− h(e)| =
∣∣∣∣
∫ {

p̃1

(
(eẽ)−1e′

)
− p̃1

(
e−1e′

)}
h(e′)Haar(de′)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ {

p̃1

(
ẽ−1a

)
− p̃1

(
a
)}
h(a)Haar(da)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

Kc

.+

∫

K

.

∣∣∣∣

6 2 ε‖h‖∞ +

∣∣∣∣
∫

K

{
p̃1

(
ẽ−1a

)
− p̃1

(
a
)}
h(a)Haar(da)

∣∣∣∣
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p̃1
+<
T!��5&5��+/&)�	�5��
 <�< QA�5&	�$!�*&J��
��%� �5#$+/&�*���4��!��5&)[�����R���&�!��?���	��������#Î+-&p�����%+-&'����R��P*�s*&������ �P*+-&p�����

��U +<
�����&�!��T�*@s"&���+-R��)���5�	���	�)�)� Ṽ ⊂ V �*@�v�� ∈ G 
���!P�L����7�
∀ e ∈ G, sup

ee∈eV
|h(eẽ)− h(e)| 6 2 ‖h‖∞ε+ ε,

:O�	+<!P�_
��	�7:�
����	�T���4
����N� â5 â mO��#Y*��9$����7�

Ee0

[∫ ∑

n>0

(h(ene)− h(en))2µ(de)
]

=
∑

n>0

(
Ee0 [h2(en+1)]− Ee0 [h2(en)]

)
< +∞.

vù�O@B���-�-�7:�
2����*�O@B���
µ⊗ P ³ *�-#$�5
��O��/�

(e, ω) ∈ G × Ω
Q

lim
n→+∞

h(ene) = lim
n→+∞

h(en).

u ��!�*��
��H�*@����	�T��+/R5�5�O�	&�+N@B�5��# !���&'��+/&)�	+/��(�Q :2�T�!C����*�-�-(X��\[��H$
������5&	R����V���4
��	�/�f@
Pe0

³ *�-#$�5
���
��	�����-( @B����*�-�
e ∈ z)�	��� (µ), lim

n→+∞
h(ene) = lim

n→+∞
h(en).

�

��������� �S; h)ø'h ; h�>°ø¬« � i � ú � � ø	�of.� � � � ì
SO0(1, d)

e>&	��!�*&?!��5&�
��	�N�����	�2���'�59>��@�çH&�*���XÝ çH&� Â I Þ @B���sOR5��&	������5
���7����#$��&'�3�*@�vo:V�
�\:2�} 
A� �4!��5#%���5
�+/��+-��&?��@�
���#%+<
�+/#$�	�-�
{;+-�]R5���5�	��
�Q	�
2:2���-���
2@B�5�O���
�+-!H� ��1�&	+/��+-��&�
 â

hV���-{;+-�?*�-R�������W�*@
SO0(1, d)

+<


so(1, d) =

{(
0 tc
c A

)
; c ∈ Rd, A ∈ so(d)

}
.

hV�	�����T
��	��*�-R�������5
���@
so(1, d)

���-\(L�&G+-#$���5���P*&'�O���5�/� â

• a
@J���	�J!���#$#"� ��*��+-[��p*�-R����	�PJR5��&	����*���4���)(����	�����)�5
��

α ≡




0 1 (0)
1 0 (0)

(0) (0) 0d−1


 M < D S â a

+-
G`#Y7U +/#Y��
!��5#$#W� �P7��+-[��T
��	����/R5���	�PW��@

so(1, d) â

• n = {X ∈ so(1, d) ; ad(α)X = X} =








0 0 th
0 0 th
h −h 0d−1


 ; h ∈ Rd−1



 â

1¦ÿ�4� ¢	� ¦;å 45þ
n
î<èWì7ð¾Ö3��ç�õ îcì7ð�èCë���ì*õ ü'ç���ó�ìLï�ö

so(1, d)
¢�ï�öWñ*î¬û$ç�ð	èCîcï7ð

d− 1
�

[n, n] = 0
þ

5 þ
n
î<èWì7ð�îcñ5çPì7õ3ï�ö

n⊕ a
þ

• k =








0 ... 0âââ so(d)
0







â

GdG | S�S�] y S�M_S�hzK�MO²fPrmqkcQTQTkAX[VTW���L�MOkcLskcPgV ]_VTkcW>å^æ vG_��½�S�W�k�]_S
0d−1

] y S (d − 1) × (d − 1)
Wfl�QTQ
hzK^]gMOV ° v
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• A = exp(a) =







!P�

(t)

��

(t) (0)
��
(t)

!P�
(t) (0)

(0) (0) 1d−1


 ; t ∈ R




A	+/��+-
OY!���#$#W� �P7��+/[5�H
��	�	R5���5�	�L��@

SO0(1, d)
#Y��	�]���

�*@s�)()�����������-+-!]���*�P7��+-��&�
 â
•

N = exp(n) =








1 + |h|2
2 − |h|

2

2
th

|h|2
2 1− |h|

2

2
th

h −h v��
d−1


 ; h ∈ Rd−1





(
< ¤ ). M ´�â I â ° S

• K = exp(k) =

{(
1 (0)

(0) A

)
; A ∈ SO0(d)

}
â

&n�#û�ä�û����! 7�;û�� ¢	� éAå 4�þ A ð�ï7óCûYì7õ î5-4ç�è N þ
5 þ_¼�ï7óWì7ð�Ê

ζ ∈ R1,d ì7ð0ñLì*ð�Ê
N ∈ N ¢s]�ç3É ì7ô7ç 〈ε∗0 − ε∗1, Nζ〉 = 〈ε∗0 − ε∗1, ζ〉

þ
� 4�þOæ�ç�í

X ∈ n
ì7ð�ñ

A = etα ∈ A þ
AeXA−1 = etαeXe−tα = eAd(etα)X = ead(etα)X = ee

tX ∈ N .

5 þq¼�ï7ó
n =




0 0 th
0 0 th
h −h 0d−1


 ∈ n

¢ tn(ε0 − ε1) = 0
¢aè�ï�¢

e
tn(ε0 − ε1) = (ε0 − ε1)

þ �

hV���"@B�5�/�-�7:O+-&	RK�	��!��5#$���'
�+/��+-��&p+<
TK
�����!�+-��s!��
��"��@>vo:V�
�\:2�} 
r� ��!���#$���'
�+/��+-��&J�*@V
���#%+<
�+/#$�	�-�+{�+/�$R5���5�	��
 â s�	���)��@3!��&G���H@B����&��K+/&`Ý çH&� Â I Þ Q	� â 374 â
�3����û��7��� ¢	� Ç � �C�D�����5�D���4å �rÉ ç?û%ë õNí�î ø�õ îcòPì*í�îcï7ð N ×A×K → SO0(1, d)

ü�î¬ô\ç�ð×�FÊ
(N,A,K) 7→ NAK

î<è?ì
ñ7î ¶rçPï7ûYï7óùø�É5î<èCûYþ
�_x�za� z�¥Bx0£��

â h��H�	+-
���+-&	R���+-
��W���	�O���-��#$��&5�P
s�*@
SO0(1, d)

@B����#����	�5
��V�*@
so(1, d)

Q*:2�O
�����/� ��
��V�����<�W�-���������a�5�a!�*��+N�P*� �-���������P

@B���V���	�T���-��#$��&5�P
O�*@����	�TR5���5�	�8*&��G��
���*�A�-���������P
V@B�5�V���	�'
��H�*@����	�-{�+/�?��/R5���	�P â

â|vù��:O+-�-�����r��
���@B�	�����W�	��1�&	�r���	�r�	��������!���+-��&
πN : SO0(1, d)→ N �)(

πN (g) = N
Q�+/@

g = NAK
+-
Kvo:25
�\:V�} 


� �4!���#$���5
�+N��+/�5&G��@
g â hV�	+<
V#Y*�8+<
O
�#$�)�*��� âa¿ �TR5+/[5�]�&�*�-��R5����
V� ��1�&	+/��+-��&�
V��@

πA
*&��

πK â
{���� {en}n>0

���H���	�?�P*&�� �5# :V*�-9X��& G Q�:O+/���$����#%���-\:
P̃1(

v��
, .) â pr�*��� en = (gn, ξn) ∈ SO0(1, d)× R1,d â

¿ �T:O+-�/����
��Hvo:V�
�\:2�} 
2� �4!���#$���5
�+N��+/�5&G��@
SO0(1, d)

���Y��&�� ���P
���*&��X���	�T������\[)+/�5�	�V�*@
gn â vù@s:2�?
����

gn = NnAnKn,

:O+N���
Nn ∈ N

Q
An =



!P�

(tn)

��

(tn) (0)
��
(tn)

!P�
(tn) (0)

(0) (0) 1d−1


 ∈ A Q Kn ∈ K

Q0:��%
�����/�3
����7:E����7� tn
n −→

n→+∞
−d−1

2

*&��_����*�

{Nn}n>0
!���&)[�����R5� â

GO¬
|h|
VTP;] y S � l�X�QTVTY�V\K�W%W�kcMOhþk�m

h ∈ Rd−1 v
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An
h3�[«

Nn���l�"} ª���«;¥Bx0¤��]x�~ {An}n>0
â hV�	�=�)()�����������-+-!s���*�P7��+/�5&

An
+-
�� ��������#%+-&	�4�H�'(

tn â e>&��=���
�O!��-��*���	&�� ����
����&�� +-&	R�*@����	�T������\[)+-���	�O��@������?
��4,5����&�!�� {tn}n>0
+N@s��&	�H�-�)��9 
O7�

gn
5
O*&K���-��#$��&'���*@

OH â{���� {ξ̇s}s>0
���] u ���7:O&	+<*&Y#$����+-��&X�5&

H
Q 
��P*�������Y@B���5#

ε0 ∈ H
Q *&�� {ξ̇s, {ε1(s), ..., εd(s)}}s>0

���>���	�H��*���
+/&
OH

��� �P*+-&	��� �)(t��*�P*�-�/���������&�
����5���$�*@����	�K@B���#$� {ε1, ..., εd}
*�-��&	R {ξ̇s}s>0 â�² ���Y*&)(

s > 0
Qa���	�K@B���#$�

{ξ̇s, ε1(s), ..., εd(s)}
��@
R1+d �����-��&�R5
a��� SO0(1, d)

A)+-&X�������+-!��	�-���Q
gn

���
������>
�*#$���<\:b5
 {ξ̇n, ε1(n), ..., εd(n)} âz)��Q �5&	�T!�*&8:O��+N���
ξ̇n = NnAnKnε0,îcþ¬ç�þ
ξ̇n = NnAnε0,
�+-&�!��

Knε0 = ε0 â kr
�+/&�R$���	�?
���!���&��G���5+/&'�O�*@s�	�������5
�+N��+/�5& ¢ß� é;Q ��&��]�5� ���+/&�

〈ε∗0 − ε∗1, ξ̇n〉 = 〈ε∗0 − ε∗1, NnAnε0〉 = 〈ε∗0 − ε∗1, Anε0〉 = e−tn .

¿ ��+N���
ξ̇s =

!P�
(ρs) +


��
(ρs)θs ∈ R1,d Q;��
�+-&	RK���	�$�����<*�T!��)�5��� +-&�*����


(ρs, θs)
��@
ξ̇s â"¿ �X
�\:y+/&Z�	�������5
�+N��+/�5& §�§����*�

• ρs = d−1
2 s+ o(s)

Q
• 〈ε∗1, θs〉 = θ1

s

Q�*�-#%�'
���
��	�����-(L!��5&'[5����R��4
=���7:2����G"�-+-#%+/�
θ1
∞


���!P�G����*� |θ1
∞| < 1 â

sr
�$!��5&�
���,'�	��&�!���Q

〈ε∗0 − ε∗1, ξ̇n〉 =
!P�

(ρn)− 
��
(ρn)θ1

n =
1− θ1

n

2
eρn + o(1)

=
1− θ1

n

2
e
d−1

2 n+o(n) + o(1) = e−tn .

&n�#û�ä�û����! 7�;û�� ¢	� ½ � �%})ª��5«;¥Bx�¤��8x�~ {tn}n>0
��å�ÍVð�ç3É)ì\èWíOÉ)ç"ì7õ ûYï\è�í�èCë ó�çWòPï*ð�ô7ç�ó�ü'ç�ð�òPç tn

n −→
n→+∞

−d−1
2

þ

©��Ç�%})ª��5«;¥Bx�¤��¶x�~ {Nn}n>0
�_x�z�� z4¥Bx�£���â {gn}n>0

+<
K��P*&�� �5#Û:2��/9b��&
SO0(1, d)

Qr:O+/�������	#$�v�<\:
ν(.) ≡ P̃ �4� (g1 ∈ .) âa¿ ��+N���

gn = Y1...Yn,:O�	�����]���	�
Yi
} 
O*���H+/+<�AQ	:O+/���8�<\:

ν â s>
OY!��5���5�/�<*��($�*@������5���'
�+/��+-��&_½�é;Q :2�]��\[��>���	�
ä û��5û�þÑþÑÿ���l ¢�¢	� å �;É çOø�ó�ï
��ì	�Cî¬õ îBí_Ê

ν
É)ì\è?ûYï7ûYç�ð�ícèTï�ö?ì7ð�ÊKï7ó�ñ5ç�ó�þ

hV���T+-� ��&'��+/��(
gn+1 = gnYn+1!�*&K���T:O��+/������&_�


Nn+1An+1Kn+1 = NnAnKnYn+1 = NnAnπN (KnYn+1)πA(KnYn+1)πK(KnYn+1)

=
(
NnAnπN (KnYn+1)A−1

n

)(
AnπA(KnYn+1)

)
πK(KnYn+1).

M ´�â I â · S

z)+/&�!�� A &	����#Y*�-+/Ü���
 N Q
AnπN (KnYn+1)A−1

n ∈ N QA*&��_���	�"��+-R��'�r���&��p
�+-�	�?�*@"M ´�â I âÃ· SO+-
����	�"�	&	+<,5���Dvo:V�
�\:2
� ��!���#$���'
�+/��+-��&K�*@

gn+1 â

Nn+1 = NnAnπN (KnYn+1)A−1
n

M ´�â I â ¾ S
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z)��Q :2�H:O+/�-�;R����O���	�T!���&)[�����R5��&�!��>��@������?
��4,5����&�!�� {Nn}n>0

+/@3:2�T!�*&8
��	�7:D����7�

lim ‖ v�� −AnπN (KnYn+1)A−1
n ‖1/n < 1.

M ´�â I âÃµ S
vù@3�5&	�H:O��+/���4


πN (KnYn+1) = ehn
Q ��&	�H��5


AnπN (KnYn+1)A−1
n = ead(etnαhn) = ee

tnhn ,

���4!�*��
��T��@����	�W� ��1�&	+/��+-��&_�*@ N â2¿ �W
����T�5&K���	�T��U)���/+<!�+/��@B����#W���-_M ´�â I â °)S=@B��� eetnhn ����*�r
�+-&�!��
lim e

tn
n < 1

Q ���	�
+/&	�4,'��*�-+N��(

lim ‖ v�� −AnπN (KnYn+1)A−1
n ‖1/n < 1+-
V�4,5��+/[7*�-��&'�O���

lim ‖hn‖
1
n 6 1.

¿ �?
����H��&G@B����#W���-8M ´�â I â ° S=����*�O���	+<
V�-5
��r!���&��	+N��+/�5&G+<
V��,'�	+-[7*�-��&'�O���
lim ‖ehn‖ 1

n 6 1 â² ���O�4�!P� n Q
‖ehn‖ = ‖πN (KnYn+1)‖ 6 sup

K∈K
‖πN (KYn+1)‖.

g���&'���P*��+/�-(G���K���	�%&	�5&J+-+-�J
��4,'�	��&�!�� {ehn}n>0
Q0���	�Y
���,'�	��&�!�� {

sup
K∈K
‖πN (KYn+1)‖

}
n>0

+-
]+-+-� â s�&Z���-��#$��&'�P*��(
�/��#%#Y$�
�
�������
�����*����&	�H��5
O*�-#$�5
��O
��	�����-(

lim
{

sup
K∈K
‖πN (KYn+1)‖

} 1
n 6 1

+N@
log
(

sup
K∈K
‖πN (KY1)‖

) +-
r*&K+/&'����R��P*�	�-�]���&�� ��# [\���+<*���/� â
¿ �H9)&	�7:b����*�

log ‖Y1‖
+-
2+-&5����R5����	�/� < « â e>�4Q 
�+-&�!�� πNA(KY1) = KY1πK(KY1)−1 Q	*&�� K +<
2!���#$��5!C��Q'���	�����

��U +-
���
O!���&�
����&'��

C1, C2 > 0

Mc� ������&�� +-&	RY��&��/(X�5&L���	�T&	�5��#�:2�H��
��\S2
���!P�L����7�
‖πNA(KY1)‖ 6 C1‖KY1‖ 6 C2‖Y1‖,

@B����*�-�
K ∈ K â pr�7:TQ +N@s��&��H!P���'�'
��4
����	�T&	�5��# ‖(aij)‖ = max

i,j
|aij |

Q�:��T
����T��&G�����T��U �	�-+-!�+N�O@B�5��#"�	�-

ehetα =




(
!P�
t)
(

1 + |h|2
2

)
− (


��
t) |h|

2

2 (

��
t)
(

1 + |h|2
2

)
− (

!P�
t) |h|

2

2
th

(
!P�
t) |h|

2

2 − (

��
t)
(

1− |h|
2

2

)
(

��
t) |h|

2

2 + (
!P�
t)
(

1− |h|
2

2

)
th

e−th −e−th v��
d−1




����*� ‖eh‖ 6 ‖ehetα‖ A�
���Q)@B�����&)( K ∈ K Q
‖πN (KY1)‖ 6 ‖πNA(KY1)‖ 6 C2‖Y1‖.

hV�	�T!���&�!��-��
�+-��&8!��5#$��
2@B����#Ä���	�T+/&'����R��P*��+/�-+N��(Y��@
log ‖Y1‖ â

&n�#û�ä�û����! 7�;û�� ¢�¢�¢ å �rÉ)ç?è�ç�ê�ë�ç�ð�òPç {Nn}n>0
ì*õ û$ï7è�í=èCë ó�ç�õ\ÊLòPï7ð�ô\ç�ó�ü'çCè�þ
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�������
	 T haiU9 f � f ë �KJ g � ù[� G = SO0(1, d)oR1+d

hV�	�X!��5&'[5����R���&�!��"�*@ {Nn}n>0
+<
?*&���/�5R��5��
����8���	�X!���&)[�����R5��&�!��W��@ {σs}s>0

Q�+/&Z���	�X� +/.���
�+-��&Z@B���#$��:2����9 â%¿ �
&	�7:D1�&��L���	�T��,'�	+-[7*�-��&'�O�*@

Rσ∞∞ â h��Y#$�9��>���	+-&	R'
O��5
�+-���2���Y��*&�� �-��Q :2�H#Y*9��T$!P���&	R��]�*@s���
�+<
 â
z ���

a =
� +<*R ( 1√

2

(
1 1
1 −1

)
,
v��
d−1

)
â

âK���%�nÿ ¢�¢ § å �;É çYìPø5ø�õ îcòPì*í�îcï7ð
ϕa : (g, ξ) ∈ SO0(1, d) o R1+d 7→ (aga−1, aξ) ∈ aSO0(1, d)a−1 o R1+d î<è"ì

ü*ó�ï*ë\øJî<è�ï7ûYï7óùø�É5î<èCûYþ
�

(
ϕa.(g, ξ)

)(
ϕa(g′, ξ′)

)
= (aga−1, aξ)(ag′a−1, aξ′) = (agg′a−1, aξ + agξ′)

= ϕa
(
(g, ξ)(g′, ξ′)

)

�
¿ �"
�����/�;&��*��� Ga = aSO(1, d)a−1 o R1+d *&��

µa
�����?+/#Y�R��?��@

µ
�)(X���	�W+<
���#$�����	�	+<
�#

ϕa â hV���W
��4,'�	��&�!��
{ϕa(en)}n>0

+-
>Y�P*&�� �5# :V*�-9K��& Ga Q0:O+N���Y���	#$�p�<\:
µa âr¿ �"&	�*���

Pae
+/��
>�-\:TQ�+N@=+/�]
�������P
O@B����#

e ∈ Ga â�¿ �

�����/�A&��*���

yi
+/��
a���	#$��
�Q�
��%����7�

en = ey1...yn â
� })|�x#�`¨=x5��¥Bz�¥Bx0£kx�~ Ga â Ga +-
V&���&K�/�5&	R����V$
���#$+ ³ 
�+/#$�	�-�f{;+-�HR������	�;Q 5


SO0(1, d)
+<
 â vù�P
O
���#$+ ³ 
�+-#$�	�-�]��*���

aSO0(1, d)a−1 ��5
O+{�+/�?��/R5���	�P?�4,'��*�0���







t 0
√

2ht

0 −t
√

2kt√
2k

√
2h (c)


 ; t ∈ R, h, k ∈ Rd−1, (c) ∈ so(d− 1)



 .

p��*���
aso(1, d)a−1 = na ⊕ aa ⊕ ka,

vo:25
�\:V�} 
��	��!��5#$���'
�+/��+-��&G�*@
aso(1, d)a−1 â

• aa = Rαa = R
� +<*R

(1,−1,0d−1)
Q

• na = {X ∈ aso(1, d)a−1;
��

(αa)X = X} =








0 0
√

2th
0 0 (0)

(0)
√

2h 0d−1


 ; h ∈ Rd−1




Q

• ka = aka−1 â
hV�	�T!���������
����5&�� +-&	R"R5���5�	��
V*���
• Aa = { � +<*R (et, e−t, 1, .., 1); t ∈ R} Q

• N a =








1 |h|2
√

2th
0 1 (0)

(0)
√

2h
v��
d−1


 ; h ∈ Rd−1




Q

• Ka = aKa−1 â
hV���-{;+-�?*�-R�������

ad
�5������*���5�2+<


ad
(
(g, ξ)

)
(g′, ξ′) =

(
[g, g′], gξ′ − [g, g′]ξ

) âhV���?
��	�)[5��!C�����O
����!��
da ≡ Rd+1 ⊕ na ⊕ aa�*@

ga
+<
�$
��	��*�-R����	�P?�*@3�����-{;+-�H��/R5���	�P

ga
�*@ Ga Q	�&�� Rd+1 ⊕ na

+<
O*&K+-� �4*�;��@
da â dr��1�&	�
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• ha = R1+d ⊕ na
Q

• da− = R ε0 ⊕ na
Q

• da+ = 〈ε1, ..., εd〉 ⊕ aa
Q


��%����7�
da = da− ⊕ da+ â

da−
*&��

da+
����y{;+-�]
��	����/R5���	�P�
a��@

ga
Q):O+/���K�
�
�� !�+<7�����$R5���5�	��
 Da− ≡ N a×Rε0

*&�� Da+ ≡ Aa×〈ε1, ..., εd〉
Q

���4
�����!���+-[����-( â da
+<
V���	�f{�+/�?��/R5���	�PW��@����	�TR������	�

R1+d ×N aAa âz +/&�!��
ε0 ∈

95���
(h), ∀h ∈ na

Q
erε0⊕h =

(
eh, erε0

)
∈ Da−.z)�

(Da−, .)
+<
O+-
���#$�5���	��+-!r���

(da−,+) âhV���?*�	�	�-+<!�7��+/�5&

Da− ×Da+ ×Ka → Ga, (d−,d+,k) 7→ d−d+k
M ´�â I â Å S

+-
O�&K+<
���#$�����	�	+<
�#Ä��@3�&�*�-('��+<!�*�A#Y�&	+N@B�5�-��
 â p������ pa− ���	�H�	���*����!���+-��&K��& Da− â�3����û��7��� ¢�¢ ¸ � â x0£�«�}'�7»�} £�|�}kz4ª�})x��7}P����å×�;É ç8ò�ï*ûrø	ï7ð0ç�ð�í
pa−(en) =

(
ehn , rnε0

)
∈ Da−

ï�öXí�É çGó�ì7ð0ñ�ï7û]�ì7õ/Ü {en}n>0
ï*ð Ga ¢W]aîBíOÉ(�Cë û>øJõ/ì^]

µa
¢�òPï7ð�ô7ç�ó�ü5ç�è

Pae0

ñ�ì*õ û$ï7è�í=èCë ó�ç�õ\Ê�¢�ö�ï7óWç�ô7ç�ócÊ
e0 ∈ Ga

þ
� �§I hV�	�T!��5&)[�����R���&�!��>�*@ {ehn}n>0

:V�
V�����7[5���L����7[5�%M ¸ å § å ¸ S â�d�§I+s�&8���-��#$��&5�P*��(L!���-!��	�-��
O
����7:�
����	�H@B���-�-�7:O+/&	R%�-��#$#Y ââK���%�nÿ ¢�¢)Æ åHæ�ç�í (
eh, r ε0

)
∈ Da−

ì7ð0ñ
d =

(
eh, r ε0

) (
etα

a

, (0, ξ1, ξ>2)
) þ,´%çäÉ)ì*ô\ç

pa−
(
d
(
eh, r ε0

))
=
(
eh+eth, etr + b(d)

)
,

ö�ï7óHè�ï*û$ç?ó�çPì7õ
b(d)

ñ5çoø	ç�ð0ñ7î¬ð)üGï*ð�õ\ÊXï7ð
d
þªQ0ïj¢

d
ì�ò�íBè?ï7ðJí�É ç

ε0
ñ<ø	ì7ó�í�ï�ö Da− ì\è?ì7ðJì�· ð0ç?í�ó�ì7ð�è¬ö�ï*óCû$þ ò ï*íùçîBí

fd(.)
þ

p��7:TQ
en+1 = dn+1kn+1 = enyn+1 = dnknyn+1 = dnπd(knyn+1)πK(knyn+1),
��"����7�

dn+1 = πDa(e0y1)πDa(k1y2)...πDa(knyn+1).
M ´�â I â ±)S

p������
pa−(en) = pa−(dn) =

(
ehn , rnε0

) â=² ����#W���-8M ´�â I â ±)S=�����-�<
V��
V����7�
rn = fπDa (y1) ◦ fπDa (k1y2) ◦ · · · ◦ fπDa (kn−1yn)(0).

p������
fπDa (kn−1yn)(r) = anr + bn

�&��K:O��+/���

M (πDa(kn−1yn)) =

(
an bn
0 1

)

�����T#$*����+NUG�*@
fπDa (kn−1yn) âz)����Q @B�5�

e ∈ G Q
φ(e) ≡ sup

k∈Ka
log ‖M

(
πDa(ke)

)
‖,

:O�	����� ‖.‖ +-
V���	�T��&�� ��#$�����	�	+<
�#Ä&	����# â Ka ����+-&	RY!��5#%���!C�4Q)���	�?
��	�	����#"�	# +<
21�&	+/��� ââK���%�nÿ ¢�¢ ¼;å¥¼�ï7óWì7ð�Ê
e, e′ ∈ Ga ¢ f(ee′) 6 f(e) + f(e′)

þ



"�#%$%&('�)�*#"o-%$7)%2q� )%'�*7.9"þ$(0%4 $_£&$7)W�5*z$%.9"�*%)�&�*z)���)�01'�$z'8.9250 Å	®

# ² �5��*&)( k ∈ Ka Q e, e′ ∈ Ga Q
πDa(kee′) = πDa

(
πDa(ke)πKa(ke)e′

)
= πDa(ke)πDa

(
πKa(ke)e′

)
.

hV�	�T+-&	��,'����/+/��(X��@������T�/��#%#Y$+<
O$� +/����!��r!��5&�
��4,'�	��&�!��>��@����	+<
V+-� ��&'��+/��( â #
hV�	�T@B��&�!C��+/�5&

φ
����+-&	R_èCë���ì�ñ5ñ7îBí�î¬ô\ç�Q�+-
r���5�	&�� �4�8�'(KY#W���N��+/�	�-�?��@a]����	R��XMc�	�������5
�+N��+/�5&_½0¼�S â z)+/&�!�� µa ��5


%1��P
��O#$��#$��&5�4Q	*&��
φ > 0

Q �5&	�H���

∫
φ(e)µ(de) <∞;


���Q)@B�����&)(
c > 0

Q
∑

p>1

µ(φ > p c) <∞.

sr
�:��H��\[5�
∑

p>2

P
(
log ‖M

(
πDa(kp−1yp)

)
‖ > p c

)
6
∑

p>2

P
(
φ(yp) > p c

)
=
∑

p>2

µ(φ > p c) <∞,

����+-
O+-#$�	�-+/�4
V����*�
lim ‖M

(
πDa(kp−1yp)

)
‖1/p 6 ec,@B�����&)(

c > 0 â hV�)��
�Q	��&��]���
 Pae0
³ ��/#$�5
��O
��	�����-(

lim ‖M
(
πDa(kp−1yp)

)
‖1/p 6 1.

M ´�â I â-®�Â S
vo&8��*����+<!����-���Q

lim |bn|
1
n 6 1.

p��7:TQ��

(
a1 b1
0 1

)
· · ·
(
an−1 bn−1

0 1

)(
an bn
0 1

)
=

(
a1 · · · an b1 + a1b2 + a1a2b3 + a1 · · · an−1bn

0 1

)
,

*&��
a1 · · ·an = etn

Q	:2�H��\[��
lim ‖a1 · · ·an‖ 1

n = e−
d−1

2 < 1
A	
��

rn = b1 + a1b2 + a1a2b3 + a1 · · · an−1bn

!��5&)[�����R��4
�5

n→ +∞ â �

�_x�za� z�¥Bx0£Jâ p������
(N∞, r∞)

�����
Pae0

³ *�-#%�'
��O
��	���H�-+/#$+/���*@ {(Nn, rn)}n>0 â
¿ �?*���H&	�7:v����5� ($���X�	��������#$+-&	�]���	�-�3�5+-
�
��5&G������&��	*��(X��@������T���&�� ��# :2��/9 {en}n>0

�5& G â
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��������V �¾� ��ø9ø � � e � ù_�[«�hsgßÕ � ìYf ë � g�h¤�_« � ú ; h � 9
p��*��+/&�R`����*�L`���5�	&�� �4� u �5�����V@B�	&�!C��+/�5& h

��& G +-

µ ³ �����#$�5&	+-!G+/.v�����_@B�	&�!���+-��&

h ◦ ϕ−1
a

+<

µa ³ ��*��#$��&	+<!*Q2

� ��
�!���+/�	��+-��&%�*@����	��
����=�*@����5�	&�� �4�
µa ³ �����#$�5&	+-!�@B�	&�!���+-��&�
=R�+-[���
aH� �4
�!���+-� ��+/�5&"��@�������
����=�*@�������&�� ���

µ ³ ��*��#$��&	+<!
@B�	&�!C��+/�5&�
 â z)�L:2�W!���&�
�+-�	�������	�"
�+/����*��+-��&_+-& Ga *&��8&��*��� {en}n>0

���	�
µa ³ ���&�� �5# :V*�-9K
�����������K@B����# v��;A0&	�*���

Pa
+/��
O�<\: âhV���?
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¢ ]�É ç�ó�çGíOÉ)ç

è�çPê�ë�ç�ð�òPç {x′n}n>0
É)ì\è

Pa
ñ�ì7õ ûYï\è�í�èPë ó�ç�õ\Ê%ì"òPï7ð�ô\ç�ó�ü�î¬ð'üWèCë��Pè�çPê�ë�ç�ð0ò�ç4þ��rÉ)ç�ð�¢ ö�ï7ó]ì7ð�Ê

µa
ñwÉ)ì7óCûYï7ð�îcòsöPë ð�ò�ícîcï*ð

É�¢Vï7ð�çäÉ)ì7è
h(xe) = h(e),ö�ï7ó%ì7ð�Ê

e ∈ Ga þ
# ��� ¿ �H1��P
���
��	�7:D����7���	������������( 5 ��@��	�������5
�+/��+-��& ¢	� ¼L�	���<�	
O:O+/���K�����T
����
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, ξ
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Q ����7��+<


σ∞ = lim
n→+∞
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|h∞|2+1

)
.

hV�	+<
O+<
2���	�?�&�*�-('��+<!�*�A��U �	���4
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−1, ξn = aξn.

�	I hV�	���5����# ¢�¢)¸ 5
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)
.

�JI�z)�Y+/������#$�+/&�
����Y�	���7[��>����*�
q
(
(1, σn), ξn

) *&��
q
(
(1, σ∞), ξn
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∫∞
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+-&�� ������&��	*&'���-(L��@

n
Q)@B�5�

s
�<*��R�� â sr
�:��H��[5��&'����*�-�/(X��\[��H
��

ρs 6 e
d−1
2−ε s

Q

(

��
ρs)
{(

1− (σs, σn) §o¨f©dª )− (1− (σs, σ∞) §o¨9©dª )}1s6n 6 C exp

(
−(d− 1)

(
2

2 + ε
2

− 1

2− ε

)
s

)
.

hV�	�T#Y7���5���&'�2+<
V+/&'����R��P*���/�]@B���
ε > 0


�#Y��/�;��&	����R�� â �



É ÊqË�ÌÎÍGÏ�Ð [

a eje ���]\]^`_badc

e uxw f Í,ÏgLC|�Äih&Ã ��|qÃ·ÍjL�Ç�Ã
kmlonpl?q=r5sjtvuUr�w�xSyUypl?s{z|r~}jn���q�r���r5s�q�x�z|��s�xS��r4�?xS��zUl�wv�N�vr5y|tvr5�=sg�S��t(uUlM�?��x=w(w������(l���xSt(r���r4w�t(r4��y��(�|�NlBw(w(l�w {(ξ̇s, ξs)}s>0z|r�wv�N���=l?�vl�zOn�������z|��l?��xSs�z��N�4x�wvw(r~��lBz�n��OtvuUl?�=�(l�������S����xS�vy{l��5l���r4��u��< |��u��U��x�s�z¢¡<�|tv�Un�x��5r�s�£�¡�uUr4w�z|l�wv�N�vr5yUt(r���s
q�r���l�wx:�?�5lBxS�vl?��r���xSq�l¤�S�|tvuUl&y�xSt(u�¥`r4w�l¤n{l�u�x¦��r5�=�U�<���|t(uUl§yU�v���?l�wvw?£<¨�t��w(l�w�(lBw����~t�w<�=sM©�ª����«yU�v�|�Nl�wvw(l�w��=sM©�r�l&q=�(�=�Uy�w�£¬ ��s�w(�U�5t:t(u�lM����w�t«y�x�q�lBw�S�&t(uUl®n{���=¯i°±?²�³®´{µv¶�·�¸N¹v¹?¸N¹,º.»�°¼º�¸,½Sµv¶�¾¦´�¹¿�À�S�§©�r4xS���¼Á ©�r4x�Â�Ã¦Ä2�À�
�=��n�x=w�r4�MzUlN��sUr5t(r���s{w«x�s�z
t(��q�l?t:x,y�r��Nt(�U�vlD�S��t(uUlow�tvxSt(lD�S��xS�(t`��s�t(uUlow(�Un|ÅZlB�¿t�£
 |l��¿tvr5�=sMÆÇ�ÈpÇ4ÉD�?��s�tvx�r5s�w�t(uUl¤yU�v������w������:��zU�5l��pÊ w�(lBw��U�5tvwxSnp���|tt(uUl§x�w(���®yUt(�Stvr��Ën{l�u�x¦��r5�=�U�<���|x�s���sU�=solN}|yU���|z|r�sUq

ÌOxS�v¯����®yU�v���?l�wvw§��s
H
¥`r~tvuOx

SO0(1, d) Í r�s��¦x��(r4xSs�t¤t(��xSs�w(r~tvr5�=s�¯=l?�vsUl?�2�|wZt�x�t(lBz�r�s�t(uUl����vl?�ÏÎ<�|r5s�t(u�l«¨0s�tv�(�|z|���Nt(r���s�£kml�sU��t(l {ξ̇s}s>0
w�����ugx�yU�v�|�Nl�wvw§��s

H
x�s�z

Pξ̇0
r~t�w`��x¦¥��|¥`u�l?sgwZt�xS�(t(l�z��
�v���

ξ̇0 ∈ H
£

	Ð�Ñ�Ð�Ñ ÒÔÓÕÖ�× Ø�Ù%ÚÛ<Ü�ÙÀÝ�Ø�ÞßUØZà¤ÕáàËâ�ß|ã:Û%J&Û<ÕÛ�Ý�Ö¼ä�Ý�Û<äZÖ�ßUØ0åØ�Ü=ßUØ�Ù8Þ:Ý�à�ÙÀÛÜ�Ü8Ø�Õ H× R1,d

 �r5s{�Nl

ξs = ξ0 +
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P�º.» S Q2¸¤¹¿³¦¹dQ�¸d\R¶�» SO0(1, d) b»p¸ S µ[QXW|¸�º�P�¸?»�Q�ºXQ�³ b ¹¿¾�·dWhQXW S QiRN¶Sµ S »�³�¹�\�¶B¶`Q�WjR�¾|»p·_Q�º�¶S» f ¶S» SO0(1, d) bkc ºXQXW�·�¶`\:´ S ·_Q�¹¿¾¦´�´U¶�µdQ b�S »gP

g ∈ SO0(1, d) b

L̃f(g) =
1

2

n∑

j,k=1

ajkVjVkf(g) +
n∑

i=1

ciVif(g) +

∫

SO0(1,d)

(
f(gh)− f(h)−

n∑

i=1

xi(h)Vif(g)
)
n(dh),

c W�¸?µ(¸ aij b ci S µ(¸,·v¶S»U¹dQ S »�Q�¹ b {aij} º4¹ S »p¶S»�»p¸�½ S Q�º.²¦¸lP�¸�eË»{ºXQ2¸o¹¿³]\m\�¸_Q�µ¿º�·^\ S Q�µ¿ºGn S »TP n
º4¹ S \�¸ S ¹¿¾|µ(¸¶�»

SO0(1, d)
¹�¾�·dWoQ�W S Q

n({ p P }) = 0, n

( ∑

i=1..n

x2
i

)
<∞, n(U c) <∞

RN¶�µ S »�³�»p¸?º~½`W V ¶�¾|µ�W|¶�¶qP U ¶BR p P U
r U • Z W|¸[P�¶]\ S º.» ¶BR L ·v¶S»�Q S º.»�¹9Q�W�¸o¹?¸4Q§¶BRD¹�\�¶�¶!QXW�R�¾|»p·_Q�º�¶S»U¹M¶�» H b�c ºXQXWO·v¶`\:´ S ·_Q¤¹¿¾¦´�´U¶�µdQ U

• O®¸D· S »�eË»gPo¹�\�¶B¶`Q�W	R�¾|»p·_Q�º�¶S»U¹ y1, ..., yd
¶S»
H bIc W=º�·dW�RN¶�µ�\ S ·�¶�¶SµsP�º.» S Q�¸�¹¿³¦¹�Q�¸4\b¶S» H b »p¸ S µ ε0 b ¹¿¾�·dWQXW S QgRN¶�µ S »{³�¹�\�¶B¶`Q�W�R�¾|»À·4Q�º�¶�» f ¶S» H b�c ºXQ�Wg·�¶]\�´ S ·4Q¤¹¿¾¦´�´U¶�µdQ b

Lf(ε0) = c4Hf(ε0) +

∫

H

(
f(ξ̇)− f(ε0)−

d∑

i=1

yi(ξ̇)∂yif(ε0)
)
n(dξ̇),

c W�¸?µ(¸ c > 0
º4¹ S ·�¶�»�¹dQ S »�Q b�S »gP n º4¹ S » SO0(1, d) t º.»�² S µ¿º S »gQ1\�¸ S ¹¿¾|µ(¸®¶�» H ¹ S Q�º4¹XR�³�º.»�½

n(ε0) = 0, n

( ∑

i=1..d

y2
i

)
<∞, n(U c) <∞

RN¶�µ S »�³�»p¸?º~½`W V ¶�¾|µ�W|¶�¶qP U ¶BR ε0 U¡�u�l�r5s�t(�v�|z|���Nt(r���sj�S��©�ª?����y��(�|�NlBw(w(l�w§�=s
SO0(1, d)

r4w¼ÅZ��w�t(r5��l�zjn���t(u�lD�
�����5��¥`r�sUq
u <v=T<;wxw!yv=`z ÈUÉ�{|?dF~}&ï
î��{ÆgKNE[�j�v��ì��]�.�

2.2
El�&Ç

43
MBÇ Z W|¸Nµ(¸�º4¹ S µ¿º~½`WxQ SO(d) t º.»{² S µ¿º S »�Ql�5¸�R�Q«°±?²�³g´pµ(¶�·�¸N¹�¹

{gt}t>0
º.»
SO0(1, d)

¹¿¾�·dW�Q�W S Q¤ºXQ�¹o· S »p¶�»{º�· S �U´pµ(¶��?¸�·_Q�º�¶S»¢¶S» H W S ¹9Q�W�¸o¹ S \�¸^� S]c�S ¹ {ξ̇s}s>0 U¡�u�r�w¼�N�=�(�=�5�4xS�v�:n��(r�sUq=w��wn�x���¯«tv�«x�z|��s�xS��r4�?xS��z|lBw(�?�(r�y|t(r���sM�S��x æ �5l?�.t¿è©�ª����«y��(�|�NlBw(w��s SO0(1, d)
£I�:yUyU��l?n�x��U�

xSs�z��D�Us�r~t�x`q=x¦�=l�r5s�Á �:� 6�� Ä�x:��u�xS��x��Nt(l?�vr���x�tvr5�=s:����©�ª?����yU�(�|�?l�wvw�lBw�r5s,©�r�lËq��v���Uy{w�x�ww��=�5�|tvr5�=s�w�����r�s�t(l�q���xS��lq����x�tvr5�=s�wr5s����=�5��r�sUq,w�t(�|��u�x=wZtvr���w&r�s�t(l�q���xS�4w&¥`r5t(u��(lBw�ypl��Nt¤tv��x®ê§�(��¥`s�r�x�s��®��t(r���sjxSs�z�xm����r4wvw��=s��vx�s�z|�=�b�®lBx�w(�U�vl�£�kml�w�tvx�tvlr~tr�sg���U���
��xS��l?¥§���v¯À£
��lN�{sUlDt(uUl���xSs{z|��� ��lBx�w(�U�(l

N
��s
R+ × SO0(1, d)

n��
N
(
[0, t]×B

)
=
∣∣{s ∈]0, t]; g−1

s− gs 6=
¨Zz��{xSs�z

g−1
s− gs ∈ B}

∣∣,
�
���

t > 0
x�s�z

B
x«ê§���vl?��r�x�sMw���n�w�l?t��S�

SO0(1, d)
£$�:w {gt}t>0

r�w¼xD©�ª�����yU�(�|�?l�wvw?�
N
r�w�xa����r4w(w(��s,�vx�s�z|��� ��lBx�w(�U�(l��

r~t��N����s=t�wËtvuUl:s��U�,n{l��&���|ÅZ�U��y�w§�S� {gt}t>0
£��U�=�¤xo�U}|l�z

B
��tvuUl:yU�v�|�NlBw(w {N([0, t]×B)}t>0

r4w {Fgt }t>0 Í x=zUxSyUt(l�z�£ú�Stvl
N
tvuUlo�N�=��y{l�s�w(xSt(lBz���xSs�zU��� ��l�x=w����(l«�S�

N
£
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798i:�<v=�:�> ÈUÉUÆ�?dF~���D�g{.KBMBÇ Z W|¸Nµ(¸�¸sn=º4¹dQ
¹ S » n t P�º�\�¸N»�¹¿º�¶�» S � {Fgt }t>0 tNS P S ´gQ�¸
PD�µ(¶ c »�º S »�\�¶!Q�º�¶S» {ws}s>0c ºXQXW÷·�¶�² S µ¿º S »À·�¸�\ S Q�µ¿ºGn {aij} b º.»gP=¸0´U¸N»TP�¸?»�Qo¶NR N b ¹�¾�·dW@QXW S Q$RN¶�µ S »�³¢·v¶`\:´ S ·_Q�� ³O¹¿¾¦´�´U¶�µdQ�¸�P C2 R�¾|»p·_Q�º�¶S» f ¶S»
SO0(1, d) b

f(gt) = f(g0) +

n∑

i=1

∫ t

0

Vif(gs−) ◦ dwis +

n∑

i=1

ci

∫ t

0

Vif(gs−) ds+

∫ t

0

∫

SO0(1,d)

(
f(gs−h)− f(gs−

)
N(ds dh)

+

∫ t

0

∫

SO0(1,d)

(
f(gs−h)− f(gs−)−

n∑

i=1

xi(h)Vif(gs−)
)
dsn(dh)

¡��q=lNtvuUl?�«¥`r~tvuOt(u�l?���vl?� ÈUÉ{É�xSs{zOl_����xSt(r���s æ Ã�£�ç�£�ç¦èv�pt(u�r�w�t(u�l?���vl?�dyU�v����r�zUl�wx�P�³�» S \,º�· S �1P�¸N¹N·?µ¿º ´gQ�º�¶�»ø�S��t(u�l�®��wZt`q=l?sUl��vx��p�vl?�4x�tvr5��r4wZtvr��«yU�v�|�NlBw(w§r�s
H× R1,d £�:yUyU��l?n�x��U� q=x¦��l�r�sOÁ �:yUy�Â=Â¦Ä2�=t(u�l?���vl?�

3
�=y�£

396
��x«´ S Q�W c º4¹?¸^P=¸¿¹?·?µ¿º ´gQ�º�¶�»j�S��x�©�ª����MyU�v�|�Nl�wvw¼r�s�x�©�r�lq��v���Uy G £�:l?��sUr�sUql��n���xSs{xS����q���¥`r~tvuOt(u�lj ����?�5r4z|r4xSs���x�w(lMx��N�=��y{�=�Us�z¡����r4w(w(��sgyU�v�|�NlBw(wx=w`tvuUl,�?����y{��w�r5t(r���sg���&x��vx�s�z|�=�

s����Mnpl?���S�Àr�r�z
G Í �¦x��5��l�z®�vx�s�z|�=� �¦x��(r4xSn��5lBw¼¥`uUl?�vl§t(uUl`s��U�,n{l����S�pt(l?�v��w�tvx�¯�l?s�z|l�y{l�s�zUw��=sMtvuUl`��xS���Ul`�S�Àx9��=r�wvw(��syU�(�|�?l�wvw�¢¿�{u�l,l��®y��5���=l�w`tvuUr4w«�?����yp���Us�zh��=r�wvw(��siyU�v�|�NlBw(wt(�gz|l�wv�N�vr5nplotvuUl®y�x�tvu�w:���¤x�©<ª?���gyU�v���?l�wvw:r�s

G
¢Zx�wt(uUl

xS���®��wZt�w����(l��5r���r~t`�S�<x®w(l_���Ul?s{�Nl:���ê§�(��¥`s�r�x�s��®��t(r���s�w¤r�s=tvl?�v��x=�NlBz�¥`r~tvu���xSs�zU���KÅZ�U��y�wB¢�£Ë¡�uUr4w¤q�r���l�w§xSs�r5s�t(��r~tvr5�=l
yUr��Nt(�U�vlD�S��t(uUl�y{x�t(u{w��S��x®©<ª?����yU�v�|�NlBw(w�£
¡�u�l��vl�w(�U�~t�w��S�^�:yUyU��l?n�x��U� xSs�zÔxS�2£ �?x��®l

30
��lBxS��w�x��.t(l���tvuUl��vl�w(�U�5tvw�������x��(ypl?��l?��r4��u¤£�x���£��xSs�z ò:�Us�t�£

�U���(t(��s�x�tvl?�����Àt(u�l?��x��(l,sU�StDsUl?lBz|l�z�t(�jq�l?tox�q=���|z�r�z|lBx����Ët(u�l®����s�q�tvr5��l�n{l�u�x¦��r5�=�U�«�S� {ξ̇s}s>0
£,¡�uUl®�
�����5��¥`r�sUq

w�lB�¿t(r���sjq�r���lBw�x�yU�(�����<�S���:�{z|�5l��ÀÊ w`�vl�w(�U�5tvw`x�n{�=�|t`r~tB£
¥Ð�Ñ�Ð�¦ Ò¨§�Ú:äZÛ�Ó�©�Ü÷ÝUÛ<ÜL§�ä0ßUÜ
798i:�<v=�:�> ÈUÉgH�Ç Y UoZ W�¸´{µv¶�·�¸N¹v¹ {ξ̇s}s>0

¶S»
H
º4¹
Pξ̇0 tNS

��\�¶�¹dQË¹¿¾|µ(¸4� ³ªQ�µ S »U¹¿º�¸?»�Q b�c W S Q2¸?²¦¸?µ ξ̇0 ∈ H U
r U(« ¶!Q2¸ (ρs, σs)

Q�W�¸�´|¶`� S µm·�¶B¶�µsPSº.» S Q2¸N¹�¶BR ξ̇s U¬Z W|¸PSº.µ(¸�·4Q�º�¶�» σs ¶NR ξ̇s ·�¶�»�²�¸?µ�½=¸N¹ Pξ̇0 tNS ��\�¶�¹dQ�¹¿¾|µ(¸4� ³ c W�¸?»
s→ +∞ U

®l��?x��5��tvuUl§zUlN��sUr5t(r���s,�S�UtvuUlf�U�����(r�l?�t(��xSs�w��
���v� �S�{x:�vx=z|r4xS��yU�(�=n�xSn�r5��r~tZ�=�¦q�r���l?sMr5sMt(uUl§¨0s�t(�v��zU���¿tvr5�=s���r5s,l_����xSt(r���s
æ ç�£ ÂU£ � è�£Ë¡�uUl��vx=z|r4xS�ÀyU�v��n�x�nUr5��r5tZ� µ r4w�t(u�l���x¦¥ ��� ρ1

£
� Y U ¡�uUl�yU�v���S��r�w�n�x=w�lBz��=sjx¯1:�>�>�y È|É�J<Ç�°¶�µM¸?²¦¸?µ¿³

R > 0 b QXW|¸Nµv¸,¸
n=º4¹�Q�¹ S ·�¶�»�¹dQ S »�Q C(R)
¹�¾�·dWoQ�W S Q c ¸^W S ²¦¸

Pε0
(
ρn 6 R

)
6 C(R)µ̂(0)n,

RN¶�µ S »�³ n > 1 U±p »�´ S µdQ�º�·N¾.� S µ b Pε0(ρn 6 R,
r�£ ��£

) = 0 U
# ú��t(l µ?n = µ ? · · · ? µ � n t(r���l�w�£��:w`r�sjt(uUl^ Ë���N��r�zUr�x�s��
��xS��l�¥¤�=�(¯À�

µ̂ ? ν = µ̂ ν̂.

¡�uUlD�
�Us{�¿t(r���s
ρ ∈ R+ → ρ²X³ ρ z|l��?�(lBx�w(l�w�£¼ |���Uq=r5�=l?s R > 0

�

µ?n(ρ 6 R) =

∫

ρ6R
µ?n(dξ̇) 6

w�u
R

R

∫

ρ6R

ρw(u
ρ
µ?n(dξ̇)

6
w(u
R

R

∫
ρw�u
ρ
µ?n(dξ̇) =

w(u
R

R
µ̂?n(0) =

w(u
R

R
µ̂(0)n.

 �r�s��Nl
µ
r4wsU��t:�N�=s��Nl�s=tv�vxSt(lBz��=s

ε0
xSs�z ρ²X³ ρ < 1

�Ur~�
ρ > 0

�
µ̂(0) < 1

£��yUyU����r5s�q�ê§���vl?� Í ¬ x�s=tvl?���5r���l?����xq�r���lBw
Pε0(ρn 6 R,

º U ¶ U ) = 0
£ #
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k�l?�vl«t(uUl�yU�v�|�NlBw(w {ξ̇s}s>0
�(lB�N�U�v�(l�s�t���r~t¥§������zj�N�=�®lDn�x=��¯�r�sgx®n�x��5� {ρ 6 r′} x�t:x��(nUr5t(��xS�vr��5���4xS�vq�l�t(r��®lBw?£ú��t(l

S1 = inf{s > 0 ; ρs > 2r′}, τ1 = {s > S1 ; ρs 6 r′},xSs{z��U�vl��N���vw(r5�=l?�����
Sn = inf{s > τn−1 ; ρs > 2r′}, τn = {s > Sn−1 ; ρs 6 r′}.¡�uUlBw�low�t(�=yUyUr�sUq®t(r��®lBwxS�vlDxS���

Pξ̇0 Í xS�����=w�t�w(�U�vl?������sUr5t(l=£¡�uUloy��(�|�NlBw(w {ξ̇s}s>0
l�s�ÅZ����r5sUq®tvuUlMw�t(�v��sUq�ÌOx��(¯=����yU�(�=y{l���tZ�=��xSs{z�r5tvwt(��xSs�w(r5t(r���sj¯�l?�vsUl���w�npl?r�sUq���x�z|r4xS�2��t(u�l

lN}U�?�U�vw(r���s�w {ρs}τk6s<τk+1

�
k > 1

�|��� {ρs}s>0
���|t�w�r4z|l

[0, r′]
�U�S�¼uUl?r�q�u�t > 2r′

�U¥§���U�4zjn{l�r�s�z|l�y{l�s�z|l?s�t�x�s�z
r4z|l?s�t(r4�?x��5�÷zUr�w�t(�vr5n��|t(lBz�£÷¡�uUlj�5r5�
lNtvr5��lg�S� {ξ̇s}s>0

n{l�r5sUq
Pξ̇0 Í xS�����=w�t®w(�U�vl?����r�s|��s�r~tvl��&�=sUlg�N������z÷��u�����w�ljx�N�=s�w�tvxSs�t

r > 0
w���´��?r5l�s�t(������x��(q=l:tv��u�x¦��l

∀ ξ̇0 ∈ H, Pξ̇0

(
sup

06r61
d(ξ̇s, ξ̇0) 6 r

)
> 1

2
.

û�sUl�¥§���U�4zjz|l�z|�{�Nl«�
�(�=�Ïê§���vl?� Í ¬ xSs�t(l��5��r�Ê w¤�5l��®��x®tvu�x�t`¥§l�u�x¦��l Pξ̇0 Í xS�����=w�t`w(�U�vl?���

lim
k→+∞

1ξ̇[τk,τk+1[⊂B(ε0,r+r′)
= 1.

¡�uUl�r�s�t(l?�v��xS�
[τk, τk + 1[

�N��s�t�xSr�sUr5s�q®x�sjr�s�t(l�q�l?�B��¥¤l�¥§������z�u�x¦��l
lim

n→+∞
1ξ̇n⊂B(ε0,r+r′)

= 1,

�N�=s�t(��x�z|r4�¿tvr5sUq���l?����xjÈ|É�J�£
r U ¡�uUlMyp��r�s�t ξ̇0 ∈ H r�w:�U}|l�zOr�sOtvuUr�w«yU�v���S�Z£�¨�� ξ̇ u�x�w�yp���4xS���?������z|r5s{x�t(lBw (ρ,σ)

��¥§lMw(����lNtvr5��lBw:¥`�vr~tvl
Pρ,σ�
���

Pξ̇0
£

¡�uUl�uUlBxS�(t`�S��t(uUlDyU�v���S�r4w`r�sjt(uUl
2 Í z|r���l?s�w(r���s�x��Àw(r5t(��xSt(r���s��Ux�s�zj¥¤l�z|�®t(u�l�yU�(�����r�s�tvu�x�t:��x�w(l�£k�l�sUl?lBzjx

¯�:�>(>	y ÈUÉp��Ç Z W�¸?µ(¸�¸
n=º4¹�Q�¹ S ´U¶¦¹¿ºXQ�º.²�¸�R�¾|»À·4Q�º�¶�» f(n) > 0 b º.»À·Nµ(¸ S ¹�º.»�½ªQ�¶ ∞ bIc ºXQ�WµQXW|¸$RN¶]���5¶ c º.»�½�´{µ(¶¿´|¸?µdQ�³ UO�W S Q�¸?²¦¸?µ n > 1 b Q�W�¸?µ(¸®¸sn=º4¹dQ
¹ ρn > f(n)
¹�¾�·dWoQ�W S Q ∀ ρ > ρn b ∀σ0 ∈ Sd−1 b ∀ s > 0 b

Pρ,σ0

(
ρs 6 f(n)

¶�µ
dSd−1(σs, σ0) > 1

n

)
6 1

n2
.( ¶ )

# · w(lDu�xS�5��w(y�x��?lD�?������z|r5s{x�t(lBw§��s H £
· w(r�sUq,x�s�r�w(����l?t(�v����¥§l���xSs�w(�UyUyp�=w(l`tvu�x�t§t(uUl�q�l���zUl�w(r��`¥`r5t(u�y{�=��x��¤�?���=�vzUr5s�xSt(lBw {(ρ, σ0)}ρ>0

r4wËtvuUl:��r5s�l
{(y, 0)}y=1..0

r5sgu�x��~��w(y�x=�NlD�N������z|r�s�x�tvl�w�£
¡�uUl^����x�s=tvr~tvr5lBw

r(α, y)
xSs�z

rn
x��(l�z|l?��sUl�zj�=s���q=�U�vl

4.1
£$ Ë�5l��®l�s�tvxS�v����xS�4�N�U�4x�tvr5�=s�w§q�r���l

r(α, y) = y
cosα+ 1

| sinα| ;

t(u�r�w`r4w`x�z|l��?�(lBx�w(r5s�qM�
�Us{�¿t(r���sg���
α ∈]0, π[

£
 �l?t

yn =
sin 1

2n2

1+cos 1
2n2

rn
£��U���

0 < y 6 yn
xSs�z |α| ∈] 1

2n2 , π[
�

r(α, y) 6 rn.¸
dSd−1 þ�ÿ��¹�q��º�»�¼B��þ�½¦þ�����ÿ¹�����B��þ�¼N���L½¦þ�ÿ��¹����¼B���� Sd−1 �
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¾d¾d¾d¾¾d¾d¾d¾¾d¾d¾d¾¾d¾d¾d¾¾d¾d¾d¾¾d¾d¾d¾¾d¾d¾d¾
¿d¿d¿d¿¿d¿d¿d¿¿d¿d¿d¿¿d¿d¿d¿¿d¿d¿d¿¿d¿d¿d¿¿d¿d¿d¿

ÀdÀdÀdÀÀdÀdÀdÀÀdÀdÀdÀÀdÀdÀdÀÀdÀdÀdÀÀdÀdÀdÀÀdÀdÀdÀÀdÀdÀdÀ
ÁdÁdÁdÁÁdÁdÁdÁÁdÁdÁdÁÁdÁdÁdÁÁdÁdÁdÁÁdÁdÁdÁÁdÁdÁdÁÁdÁdÁdÁ

ρ = f(n)

1
n

Cn

rn

α

r(y, α)

1
n

(y, 0)

Â�Ã�Ä Å�Æ

�r�q����(lDÃ�£�ç!Ç

�����tvuUlD�®�=�(l=�UxSsU��t(uUl���l?��l?��l?s�tvx��(���?xS�4�N����xSt(r���s�w(uU��¥w¤t(u{x�t`t(u�l«u���ypl?�vn{�=�5r4�«n�xS����¥`r~tvuO�Nl?s�tvl?�
(1, 0)

x�s�z
��x�z|r���w − log rn

1+cos 1
2n2

z|��l�wDsU��tDr�s�t(l��vw(l��Nt�x�s��iq�l���zUl�w(r��®wZt�xS�(t(lBzi�
�v���
y
�¥`r~tvu¢zUr5�vl��Nt(r���s

α
�<r5�

y 6 ynxSs{z |α| ∈] 1
2n2 , π[

£
 �l?t

f(n) := − log
rn

1 + cos 1
2n2

.

ú��¥���q�r���l�s��
s > 0

��t(uUlDz|r4wZtv�(r�nU�|tvr5�=s��S�
ξ̇s
�Us�zUl?�

P(y,0)
r�w§����t(uUl��
���v�

h(ρy)dρydσy
�=�
�=�§w(����l

h > 0
�=r5�

��s�lË��w(l�wy{�=��x��<�N������z|r�s�x�tvl�w
(ρy, σy)

x=w(w(�|�Nr4x�tvl�z«¥`r~tvuotvuUl&yp��r�s�t
(y, 0)

£ú:�St(l
(ρys , α

y
s )
�¦¥`r~tvu

αys ∈ [−π, π[
�

t(u�l�w(lj�?���=�vzUr5s�xSt(lBw?£ ¡�uUljy{�=��x��®�?������z|r5s{x�t(lBwo���
ξ̇s æ x�wvw��|�?r�xSt(l�z÷¥`r~tvuøtvuUl�yp��r�s�t (1, 0)

èMxS�vl�w�t(r��5�`s��St(lBz
(ρs, σs)

£
¡�xS¯�l

y 6 yn
£Ok r5t(u÷yU�v��n{xSnUr��5r5tZ�

1 − 1
n2

� |αys | ∈] 1
2n2 , π]

£Ok�l�w�l�l��
�v����t(uUl�yU�(lB�NlBz|r5s�qgt(u�xSt��¼��s¢tvuUr�w
l?�=l?s�t���tvuUl�yp��r�s=t

ξ̇s
wvx�tvr�w���l�w

ρs > f(n)
x�s�z

dSd−1(σs, σ0) 6 1
n

£Ë¡�uUlD�(lBw��U�5t��
�����5��¥w��|¥`r5t(u

ρn = − log yn = − log

(
sin 1

2n2

1 + cos 1
2n2

rn

)
.

#
 �l?t

Cn(ξ̇0) ≡
{
ξ̇ ∈ H ; ρ > f(n),

x�s�z
dSd−1(σs, σ0) 6 1

n

}
.

k r5t(ugt(u�r�w`s��StvxSt(r���s��|��l?����xjÈ|Ép���vl�x�z�w

∀ ρ > ρn, ∀ s > 0, Pρ,σ0

(
ξ̇s /∈ Cn(ξ̇0)

)
6 1

n2
. æ Ã{£5ç=£ é è

ú��¥��{w�l?t§�
�=�`l�x=��u�r�s�t(l?q=l?�
n > 1

�
τn ≡ inf{s > 0; ρs = ρn}.k�l�¯�s���¥ �
�v��� yp��r�s�t

1
tvu�x�t`tvuUr4w`uUr5t�t(r�sUq�tvr5��l�r4w

Pξ̇0 Í xS�����=w�t`w(�U�vl?������sUr5t(l=£&©�l?t s > 0
£

· w(r�sUq��{q��U�vl 4.2
�p�=sUl�w�l�l�wDx�w�r5smt(u�l,yU�v���S�&���&��l?����x�ÈUÉ{�itvu�x�t«t(uUl��(l®lN}|r4wZt�wDx��?��s�w�tvx�s=t

0 < ε < 1
2

w(����u
t(u{x�t`�
���x�s��

n > 1
xSs�zjxSs��

ξ̇ ∈ Cn(ξ̇0)
¥`r~tvu

ρ = f(n)
�|��sUlDu�x=w

∀ s > 0 , Pξ̇
(
ξ̇s /∈ Cn(ξ̇0)

)
> ε.( È ) æ Ã{£5ç=£ � è

É
ξ̇s /∈ Cn(ξ̇0) þ ��þ ��ÿI½¦þ����B¼B��þ����þ�ÿI�q��¼þ��(�����±������»������¼ÿ��]��½��B½9���N�¿þ�����vÊÿv�����1���NËh������¦þ�ÿv½¦þ����B¼���þ����þ�ÿv�����±»q�¦þ ������Ì�����Í]��Í¦þ���þ ��Îa��

Sd−1 Ï �¹�������Zÿ¹»�� �i�~�����sË<ÿs�
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ÐdÐÐdÐÐdÐÐdÐÐdÐÑdÑÑdÑÑdÑÑdÑÑdÑ
ξ̇S

ξ̇

�r�q����(lDÃ�£ é Ç

¡�uUl�s��U��s�l«u{x�w

Pξ̇0
(
ξ̇τn+s /∈ Cn(ξ̇τn)

)
> εPξ̇0

(
∃ r ∈ [τn, τn + s[ ; ξ̇r /∈ Cn(ξ̇τn)

)
. æ Ã{£5ç=£ Ã|è

¡�o��n|t�xSr�s�t(uUr4w¤r5sUlq����xS��r~tZ�=��¥§l:xSy�yU�5r�l�z®tvuUl:w�t(�v��sUqMÌixS�v¯����oyU�v��ypl?�(tZ�otv��t(u�l����wZt¤lN}|r~t&t(r��®l
S
�
�(�=�

Cn(ξ̇τn)
Ç

• r~� dSd−1(σS , στn) = 1
n

�U��sUlD¯�sU��¥w§tvu�x�t

Pξ̇S
(
ξ̇s−S /∈ Cn(ξ̇τn)

)
> Pξ̇S

(
ξ̇s−S

sU��tr5sjt(u�l�u�xS�5� Í w(y�x=�NlDw�u�x=z|l�z�r�s��{q��U�vl 4.2
)

=
1

2
,

• r~� ρ(ξ̇S) = f(n)
�UxSyUy��5��r5sUlq����xS��r~tZ� æ Ã{£5ç=£ � èv£û�sUloz|lBz|���?l�w§�
�v��� r�sUl_����x��5r5t(r�l�w æ Ã�£�ç�£ é è&xSs{z æ Ã�£�ç�£ Ã�èËt(u{x�t

Pξ̇0
(
∃ r > τn ; ξ̇r /∈ Cn(ξ̇τn)

)
6 1

ε n2
.

ê§���vl?� Í ¬ x�s�t(l?����r=��l?����xDxSyUyU��r�l�w��SxSs�z®w�u���¥w�tvu�x�t���s�l¤u�x=w Pξ̇0 Í xS�����=w�t�w(�U�(l��5� ξ̇[τn,+∞[ ⊂ Cn(ξ̇τn)
�Sl���s�lNt(�{xS���5�=£

¡�u���w���t(uUlD�=wv�Nr�����xSt(r���s���� {σs}s>0
�=s�tvuUlDr5s�t(l��(��x��

[τn,+∞[
r�w§��l�wvw¤t(u�x�s��=�¤lq�=�{xS�pt(� 2

n

�Ux�w
τn → +∞ ��t(u�r�wr��®y��5r�l�w�tvuUl

Pξ̇0 Í x��5���=w�t`w��U�vl��N�=s��=l?�vq�l�s��Nl��S� {σs}s>0
£ �
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e�Ò
Ó ÔªÕ.Öv×IØjÙ�ÚvÛ]Ü^×$Ý
¨0s�tvuUr4w`xSyUypl?s�zUr~}��U¥§lD�(lB�?xS���Àt(u�l��5r�sU¯�l?}|r�w�t(r�sUq�n{l?tZ¥¤l�l?s

h Í t(��xSs{wZ�
�=�(� x�s�z��?��s�zUr~tvr5�=s�xS��yU�v�|�NlBw(w(l�w�£
îTM

h Þ í4��î�ðvß_à�ì��]� á ®`lB�?x��5��¥§lDsU�Stvl
ps(u, v)

t(uUlDtv�vx�s�w(r~tvr5�=sjz|l�s�w(r~tZ�����tvuUloz|r~âp�{w�r���s {us}s>0
£

©<lNt
h
nplDx,yp�=w(r~tvr5�=l

L Í u�x��(���=sUr���
�Us��Nt(r���s�£��������5��¥`r�sUq,�
����r5s{wZt�xSs��?l«��x!ã�©x`ã ¬ u��UsUq���Á ¬kä 6 ô�Ä2� ¬ u{xSy�£ 5 ��¥¤lD�?x�sz|lN��s�lD�
���xS���
s > 0

�
u, v ∈ H× R1,d �

phs (u, v) =
ps(u, v)h(v)

h(u)
.

ph
z|lNtvl?�v�®r�sUlBw«xjÌOxS�v¯�����yU�v���?l�wvw:�=sOt(u�l®w�tvxSt(l,w(y�x=�Nl (

H × R1,d
)
∪ {∂} �p¥`uUl��(l ∂ r4wDxSsil?}�t(��x�yp��r�s=tDsUl�l�z|lBzOr5st(uUl�z|l?��sUr5t(r���sg�S�t(uUl«t(��xSs{w�r5t(r���s�yU�(�=n�xSn�r5��r~tvr5lBw?£�¡�uUr4w�yU�v�|�Nl�wvw§r�w`��xS���5lBz�tvuUlj� Þ í4��î�ðvß_à�ì��`�æåïXç±C;ßBï
ìÀðË�Ux�s�z�r~t�w���x¦¥

r�w`z|l�sU�Stvl�z
Ph
£�¨�tvwkè
ï�à¹��í�ï��é�

S
r4w�r5tvw`l?}�r5t`t(r���lD�
�(�=�áxS�����N�=��y�x��NtvxU�Ux�s�z�r~t�wz|r~âpl��(l�s=tvr�x���q�l�sUl?��x�tv���

Lh(f) =
L(hf)

h
.

¡�uUl��
�����5��¥`r�sUqOxSn{w��=�5�|tvl��N��s�tvr5s��Ur5tZ�i�vl?�4x�t(r���s�r4wD�
�Us�zUx���l?s�tvx���£�¨�t�w�yU�v���S�`�?xSs�npl��
���Us{zmr�s�t(uUl�n{����¯øÁ ����s�Â é Ä&�S��:��sU¯�r�s��Uy�£
103
£¼kmlD��w(l�uUr4w�sU�St�x�t(r���s{w?£

798i:�<;=�:�> ÈUÉ�Îê?B��ëIßBì�è�C<í_��ì�ìÀðpí�ï�ð�Cï.í�íî�]�Lè
î|íBï
ìpð�M�Ç9°<¶Sµ«¸?²¦¸?µ¿³,¹�Q�¶�´=´{º.»�½ªQ�º�\�¸
τ S »gP�¸?²¦¸?µ¿³ F6τ »À¶�»g»p¸�½ S Q�º.²¦¸µ S »TP�¶]\ ² S µ¿º S�V �5¸ Y b ¶�»p¸^W S ¹

Ehu[Y 1τ<S] = Eu
[
Y
h(uτ )

h(u)
1τ<S

]
.

u <v=g<vw�w�y;=!z Ç Y U °¶�µo¸ S ·dW u0 ∈ H×R1,d b Phu0
tNS ��\�¶¦¹dQ¤¸?²¦¸?µ¿³«´ S QXWO¶BR�Q�W�¸ h t Q�µ S »�¹�RN¶Sµ�\ïP�º ð¾�¹�º�¶S»iº4¹o·v¶S»�Q�º.» t¾�¶�¾�¹ U

r U�Z W�¸ h t Q�µ S »U¹XRN¶�µ�\ñP�º ð`¾�¹¿º�¶S»¢¸?»4�?¶S³¦¹jQXW|¸�¹dQ�µ(¶�»�½[ò S µ�óS¶�²«´{µv¶�´U¸NµdQ�³ U
�Ë�(���S��w«����t(uUlBw�l�wZt�x�tvl?��l?s�tvw«�?x�sinplM�
�=�Us�zir�sm��x!ã§©x`ã ¬ u���sUq�Á ¬kä 6 ô¦Ä2��yUy<£

133− 134
�px�s�z����U�v�(l?t�t®Á ���U�  Ã�Ä��y�£

102
£

ë�M
h Þ í4��î�ðvßqà2ì��`� î�ðvå¤ì�ìÀðvåï.íBï
ìÀð<î�èkå�ï�ç±CvßBï
ìpð

798i:�<v=�:�> ÈUÉ���Ç�°<¸_Q
u0 ∈ H× R1,3 U °¶�µ S »�³ Λ ∈ F b Phσ∞(ω)

u0
(Λ)
º4¹ S ²�¸Nµ�¹¿º�¶S»¢¶NR Eu0 [Λ|σ

(
σ∞(ω)

)
] U

� k�l�u�x¦��l«t(��w(l?l«t(u{x�t`�
���x�s���n{�=�Us�z|lBzgê¤�=�(l��p�
�Us��¿tvr5�=s f : Sd−1 → R
�
u0 ∈ H× R1,d−1 xSs�z Λ ∈ F �

Eu0 [f(σ∞)1Λ] = Eu0 [f(σ∞))Ph
σ(∞)

u0
(Λ)]. æ Ã{£ é £5ç�è��r~}

f
xSs�z

u0
£�¡�uUl�w�l?t§���

Λ
Ê w§¥`uUr4��ujwvx�tvr�w���l�w&t(u�l«y��(lB�Nl�zUr5sUq,l_����xSt(r���s�r4w�x�\�¶�»À¶`Q�¶�»À¸M·4� S ¹�¹¿£Ë©�l?t {Kn}n>0nploxSsjlN}|u�xS�{wZtvr5�=s��S�

H×R1,d n���x�s�r�s��N�vl�x=w�r�sUq�w�lq���Ul?s��?l������?����y�x��Ntvx��U¥`�vr~tvl Sn = inf{s > 0;us /∈ Kn}t(u�l�lN}|r~t`tvr5��lD�
�v���
Kn
£Ë¡�uUloxS��q�l�nU�vx ⋃

n>0

F6Sn
q�l�sUl?��x�tvl�w F Ç

σ(
⋃

n>0

F6Sn) = F .

 ��{�Sr~t&w(�.´��NlBwt(��w�u���¥ t(uUl��vl?�4x�tvr5�=s æ Ã{£ é £5ç�è<¥`r~tvu Λ ∈ F6Sn
£$�U�=�Ëw��{��u,x

Λ
�St(uUl`xSn{w��=�5�|tvl§�?��s�t(r�s��Ur5tZ�o�(l���xSt(r���s

ÈUÉ�Î,ÅZ��w�t(r5��lBw�t(uUlo�?�(�{�Nr4xS��l_����x��5r5tZ� •
=
n{l��5����¥�£
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Eu0 [f(σ∞)1Λ] = Eu0 [1ΛEu0 [f(σ∞)|F6Sn ]] = Eu0 [1ΛEuSn [f(σ∞)]] = Eu0 [1Λ

∫
hσ(uSn)f(σ) dσ]

=

∫
f(σ)hσ(u0)Eu0 [1Λ

hσ(uSn)

hσ(u0)
] dσ

•
=

∫
f(σ)hσ(u0)Eh

σ

u0
[1Λ] dσ

= Eu0 [f(σ∞(ω))Ph
σ∞(ω)

u0
(Λ)].

�
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e�ÒNô õöØ^÷$øùÖvÜ fûú Û]×vükÚIÙ�ü h Ú|ý4ÙjÖvükþ^×IØjÿ
©�lNt

u ∈ H× R1,d £�kmlow(uU��¥§l�z�r�sOw�lB�¿tvr5�=sOÉ�Ç4É�Ç4É�t(u{x�t`t(u�l Inv({us})Í ��l�x�w(�U��xSnU��l«�vx�s�z|���á�¦x��(r4xSn��5l
Rε1∞ = lim

s→+∞
q(ξs, ε0 + ε1)

u�x�w��|�Us�z|l��
Pu
��x®��x¦¥%�(l���xSt(l�z�t(��tvu�x�t���|�
�vl�w(sUl�Ê w`r�s=tvl?q=�vx�� ∫ +∞

0 e−ws−
d−1

2 s ds
£����vl��Nr4w(l?�����

hε1>`(u) = Pu (Rε1∞ > `) = P
(∫ +∞

0

e−ws−
d−1

2 s ds > y(`− ξ′0)

)
,

¥`uUl?�vl
u = (ξ̇, ξ)

�
ξ̇
u�x¦��r�sUq�u�xS�5��w(y�x��?lD�?������z|r5s{x�t(lBw

(y, x)
��xSs{z

ξ
u�x¦��r5sUq

g′ Í �N������z|r�s�x�tvl�w (ξ′0, ..., ξ′d)
£

k�lD��w(l�z�r�sjw(l��Nt(r���sjÉ�Ç4É�Ç4É�t(uUlDx,yU�(r����vr{w(�����St(u�sUl�wvw&����t(u�l:�
�Us{�¿t(r���s
hσ>`
q=r5�=l?s�n���yU�v��yp�=w(r5t(r���s�{ÀÉ�tv�®wvx¦�®r~t`r4w

Lh
σ Í u�x��(����s�r���£<k�l:z|l�zU���NlBzM�
�v���#t(uUr4w���x=�¿t�tvu�x�tËtvuUl`��xSs�z|�=�R��xS�vr�x�nU��l ∫ +∞

0
e−ws−

d−1
2 s ds

u�x�wËx�w(�����St(u�z|l�s�w(r~tZ�
¥`r~tvuj�vl�w(ypl��¿t�tv��©�l?npl�w(q���l�Ê w¤��lBx�w(�U�(lD�=s

R
£Ë¡�uUl�lq����x�tvr5�=s

Lh
σ

hσ>` = 0
�|l?s�x�nU�5lBzjr~t�w�r�z|l�s�t(r5�{�?xSt(r���siÇ

P
(∫ ∞

0

e−ws−
d−1

2 sds ∈ r + dr

)
= 1r>0e

−2/rr−ddr

���(�=y{��w�r5t(r���s�{pÉ�r4w`x,�?��s�w(l_���Ul�s��Nl«�S��ò����v��xSs�zUl?�BÊ w§u���y{��l?����r5y|tvr��?r~tZ��tvuUl?�=�(l�� �|��s�l«��xSs��{s�zjr~t�w���w�lDx,uUl�x¦����yU�vr��?l
t(��y�x¦��£
¨0s8t(u�r�w�y�x��vx�q���xSyUu<��¥§l�q=r5�=ljx�z|r��(lB�¿t�yU�v�����:�S�:t(uUlOw(�®����t(uUsUlBw(w,�S�:t(uUlg�4x¦¥ �S� ∫∞

0
e−ws−

d−1
2 sds

�&��w(r�sUq�x�s
r5s�t(l�q���x�tvr5�=s�n���y�x���t��
���v�M����x�£�¨0s�l_����xS��r5tZ� æ Ã{£ � £  è&¥`r5����l?s{xSnU��lD��w�t(��x�yUyU����t(uUlD�
�=�5����¥`r�sUq�¥¤l��5��¯�sU��¥`s���x��Nt�£�(=g<���<����
	��X<��8ÈL{g��Ç�°¸_Q

ν V ¸ S ��¶�µ(¸4��´{µv¶ V
S�V º�� ºXQ�³�¶�» R S »gP S »gº.»gQ2¸�½�¸Nµ k > 2 U� ¾¦´=´|¶�¹N¸^QXW|¸Nµ(¸�¸
n=º4¹dQ
¹ S ·�¶S»U¹dQ S »�Q
Ck > 0

¹¿¾�·�W�QXW S Q�RN¶Sµ S »{³�¹�\�¶B¶`Q�WaR�¾|»À·4Q�º�¶�» φ c ºXQ�W V ¶S¾|»gP�¸�P�P�¸?µ¿º.² S Q�º.²�¸¿¹ b
∣∣∣∣
∫
φ(k)(x)ν(dx)

∣∣∣∣ 6 Ck‖φ‖∞.

Z W|¸N» ν W S ¹ S P=¸N»�¹�ºXQ�³ c ºXQ�W�µ(¸N¹�´|¸�·_Q±Q�¶,°¸ V ¸N¹�½S¾�¸^\�¸ S ¹¿¾|µ(¸ b ¶BR,·d� S ¹�¹ Ck−2 U
� �yUyU��r�l�z ¥`r5t(u

φ(t) = eiλt
�tvuUl�u���y{��t(uUlBw�r4w�tvl?����wM��w�tvu�x�tMt(uUl��?��s�t(r�s��U���{wD�
��s��Nt(r���s

ν̂(λ)
z|l��?�(lBx�w(l�woxSt

��l�x�w�t:x�w
λ−k

Ç

|ν̂(λ)| 6 Ckλ−k æ Ã{£ � £5ç�è
ν̂
n{l�r5s�q�r5s�t(l�q���xSnU��l���tvuUl�r5s��=l?��w�r���s��
���v�M�U�4x,t(l?���4w���w�t(u{x�t

ν(t) =

∫
eitλν̂(λ)dλ.

ê§l���xS��w(lD�S� æ Ã{£ � £5ç�èv�|t(u�l�r5s�t(l�q���xS�Àr4w`x Ck−2 �
�Us��Nt(r���sg�S� t £ �k�low(u�xS���Àtvx�¯�l�x�z|��x�s=t�xSq=l����tvuUlD�
�����5��¥`r�sUq®¥`�(r5t(r�sUq
∫ ∞

0

ewu−c u du =

∫ 1

0

e(wu−uw1)+(w1−c)u du+ e−cew1

∫ ∞

1

e(wu−w1)−c(u−1) du

=

∫ 1

0

epu+(w1−c)u du+ e−cew1

∫ ∞

1

eewu−c(u−1) du,

æ Ã{£ � £ é è

r5s�¥`uUr���u���sUl ∫∞
0
ewu−c u du

xSy�y{lBxS��w&x�w§x��
��s��¿tvr5�=s�xS�À�S�<t(uUlDê§�(��¥`sUr4xSs�n��(r4z|q�l {pu}06u61 = {wu− uw1}06u61
�

�S�
w1
�¼xSs�z¢����t(uUljê¤�v��¥`sUr4xSs����St(r���s {w̃u}u>0 = {wu+1 − w1}u>0

£g¡�u�l�w(l�t(uU�vl?l�yU�(�|�?l�wvw�lBw�xS�vl�r5s�zUl?ypl?s�zUx�s�t
�Us�z|l��

P
£��U�v��� s���¥ö��s<�|¥¤l�sU��t(l

Ω = C
(
[0, 1],R

)
× R× C(R+,R),
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l?s�z|��¥§l�zg¥`r5t(u�t(uUl®yU�v�|z|���¿t
σ Í x��5q=l?nU��x��S�&t(uUl®ê¤�=�(l��5r4xSs σ Í xS��q�l�nU��x�w`���Ël�x���ui��x��¿tv���B£:k�l,y��|t«�=sgt(uUr4w«��l�x�w(�U��xSnU��lw�y�x=�Nl«t(u�l�yU�(�=n�xSn�r5��r~tZ�

Q = P[0,1] ⊗W⊗ P̃,¥`uUl?�vl
P[0,1] r4w:tvuUl®��x¦¥ ���Ët(uUl�ê§�v��¥`sUr�x�sOnU�vr�z|q=l�� W r�wDx�wZt�xSs�zUx��vz��DxS��wvw�r4xSs���x¦¥���xSs{z

P̃
tvuUl®k r5l�sUl?�D��l�x=w��U�vl

��s C(R+,R)
£�k�l,w(u�x��5�sU�Stvl

ω = (p, w1, w̃)
x�sOl?��l?��l?s�t«�S�

Ω
��xSs�z

w
t(uUl�ê§�(��¥`s�r�x�sj����t(r���s��?��s�w�t(�v���¿tvl�zj�
�v���

p, w1, w̃
£

ú:�St¤t(�M�?����yU��r���x�t(lt(uUl¥`�vr5t(r�sUq���¥¤l�w�u�x��5�UtvxS¯=l
c = 1

£k�l:w(u�xS���{w(uU��¥ót(u�xStËt(u�l:��xSs�z|�=�#��xS�vr4xSnU��l ∫∞
0 ewu−u duu�x�w`x C2 z|l?s{w�r5tZ��¥`r5t(ug�(lBw�ypl��Nt�t(��©�l�n{lBw�q=�Ul�Ê w§��l�x�w(�U�vlD��s R £

¥Ð���Ð�Ñ ��ãÛ Ö�Ùpß�à&Ý�Ü Ö�Õ:Ú ßUãÛØZÝ���§:Ö�ä�Ø0ßUØ�Û<Ü
kmlow(u�xS����y�x¦��xSt�tvl?s�t(r���s�t(��tvuUlD�
�����5��¥`r�sUq[����xSs�t(r5t(r�l�w�£
• X(ω) =

∫∞
0
ews−sds

�
• �U�=� k > 1

�
X(k)(ω) =

∫ 1

0
uk epu+(w1−1)u du+ ew1−1

∫∞
0
eewu−u du

• F (ω) = 1
X(1)(ω)

£

φ
¥`r��5��nplox�w������Stvu�np����s�z|l�z��
�Us{�¿t(r���sg¥`r5t(ugnp���Us�zUl�zgz|l?�vr��¦xSt(r���lBw��S��x��5���=�vzUl?�B£
¨0s�tvuUlD�
��������¥`r5sUq{��¥¤l�w(u�xS����¥`�(r5t(l

Lp
�
���
Lp(Q(dw))

�{x�s�zj¥`r5����sU�Stvl
E
tvuUl���l�x�s��=y{l��vxSt(�����Us{z|l?�

Q
£

�����
P̃ Í xS�����=w�t®xS��� w̃ x�s�zøl���l��(� p

�
X(p, ., w̃)

xSs�z
F (p, ., w̃)

x��(l C∞ �
�Us��Nt(r���s�w���� w1
£ø¡�u�ljz|l��(r���x�tvr5�=l�w®�S�

X(p, ., w̃)
xS�vlDl_����xS�Àtv�

X(k)(p, ., w̃)
xSs�z�t(u{x�t�S�

F (p, ., w̃)
xS�vl«lN}|yU��r��?r~tqÇ

F (1)(p, ., w̃) = −
(
X(2)F 2

)
(p, ., w̃),

F (2)(p, ., w̃) = −
(
2F (1)X(2)F + F 2X(3)

)
(p, ., w̃),

xSs�zjw����=s�£�kmlow(u�x��5��¥`�vr~tvl
∂w1

(
φ(X)F

)
= X(1)φ′(X)F + φ(X)F (1) = φ′(X) + φ(X)F (1).

��=T<���<����
	��X<�� ÈL{<È{Ç Y U X ∈ Lp b RN¶�µ S ��� 1 6 p < 2 U�� ¹ 0 6 X(k) 6 X b X(k) ∈ Lp b RN¶�µ S ��� 1 6 p < 2 U
r U F ∈ Lp b�c W S Q�¸N²�¸Nµ p > 1 U�� ����ºXQ�¹^P=¸Nµ¿º.² S Q�º.²�¸¿¹ c ºXQ�Wjµv¸¿¹�´U¸v·_Q1Q�¶ w1 S µ(¸ S � ¹N¶�º.»Q�W�¸o¹�´ S ·�¸¿¹ Lp b p > 1 U
� Y U ©<lNt 0 < a < 1

npl�xO�?��s�w�tvx�s=tB£j¡�u�l��
�Us��Nt(r���s
ewr−r

r4w�r�s=tvl?q=�vx�nU�5l����=l?�
(0,+∞(

��s÷xSs¢l���l?s�tM���
yU�v��n�x�nUr��5r5tZ�

1
£gû�sUl��?xSs x�yUyU���i��s�t(u�r�w�l���l�s=t���l?s{w�l�s�Ê wDr�sUlq�=�{xS��r~tZ�Otv�gt(uUl��
��s��¿tvr5�=s 1

ae
wr−(1−a)r xSs�zmt(u�lyU�v��n�x�nUr��5r5tZ�

ae−ar1r>0
�|�=sUlD��n|t�xSr�s�w

(∫ ∞

0

ewr−r dr

)p
=

(∫ ∞

0

ewr−(1−a)r

a
ae−ar dr

)p
6 a1−p

∫ ∞

0

epwr−(1−a)pre−ar dr.

 ���¥§lDu�x¦��l
E
[(∫ ∞

0

ewr−r dr

)p]
6 a1−p

∫ ∞

0

e
p2r
2 −
(

(1−a)p+a
)
r dr <∞,

r5�
p2

2
< (1− a)p+ a. æ Ã�£ � £ � è

 �r�s��Nl,��sUl,�?xSsj��s{zix��N�=s�w�tvxSs�t
0 < a < 1

�pw(��xS����l?sU�=�Uq�ugtv��wvx�t(r4w��
�j�?��s�z|r5t(r���s æ Ã�£ � £ � è����
���«xSs�� p < 2
�UtvuUl

�vl�w(�U�~t`�
�=�5����¥w�£
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r U  Ëw�t(r���x�t(l Q(F (w) > r)
£

Q(F (w) > r) = Q
(∫ 1

0

epu+(w1−1)u du+ ew1−1

∫ ∞

0

eewu−u du <
1

r

)

6 Q
(
ew1

∫ ∞

0

eewu−u du <
e

r

)
6 Q

(
ew1

∫ 1

0

eewu−u du <
e

r

)

6 Q
(
ew1

∫ 1

0

eewu−u du <
e

r
; inf
u∈[0,1]

w̃u > −
ln(r)

2

)
+Q

(
ew1

∫ 1

0

eewu−u du <
e

r
; inf
u∈[0,1]

w̃u < −
ln(r)

2

)

6 Q
(
ew1

∫ 1

0

e
− ln(r)

2 −u du <
e

r
; inf
u∈[0,1]

w̃u > −
ln(r)

2

)
+Q

(
inf

u∈[0,1]
w̃u < −

ln(r)

2

)

6 Q
(
w1 6 −

ln(r)

2
+
¬ tvl )

+ 2Q
(
w̃1 >

ln(r)

2

)
.

æ Ã{£ � £ Ã|è
 Ëx=��uj���<tvuUl�w(lDt(l��(��w�r4w`�S�t(uUlowvxS��lD����z|l?�qÇ 1

r
ln(r)

8 ln(r)

£
¡�uUr4w��
�Us��Nt(r���sg�S�

r
zUl��N�vl�x=w�lBw§l?sU�=�Uq�u�t(��l?s{w��U�vl«t(u�xSt¥¤lDu�x¦�=l

E[F p] =

∫ ∞

0

rp−1P(F > r)dr <∞.

�
���x��5�
p > 1

£
�:w,�N�=s��Nl��(s�t(u�l�z|l?�vr5��xSt(r���l�wo�S�

F
�¥§l�t(�vl�xStot(uUl��{�vw�totZ¥§�j�=sUl�w

F (1) x�s�z F (2) ��uUr�q�uUl��Mz|l��(r���x�t(r���lBw�npl?r�sUqu�x�s�z|��l�zjr5sjtvuUlow(x���l«¥�x¦��£
�U�v���át(uUl�x��5���=w�tw����(lDr�sUl_����x��5r5tZ�

0 6 X(2)F =
X(2)

X(1)
6 1,

��s�l�q�lNt�w
|X(2)F 2| 6 F.¨�t`�
��������¥w§t(u�xSt

F (1) = −X(2)(ω)F (ω)2 npl?����sUq�w§t(��xS���Àt(uUlow(y�x=�Nl�w Lp � p > 1
£

¨0sjt(uUl�wvxS��lD¥§x¦�=�|x�w
X(3)(ω)F (ω) = X(3)(ω)

X(ω) 6 1
��tvuUl���xSs�z|�=�b��xS�vr�x�nU�5l

F 2X(3) u�x�yUy{l�s�w§t(��npl�r5sgxS���Àt(u�lw(y�x��?l�w
Lp
£Ëê§l�w(r�z|lBw?�|�=sUlD¯�sU��¥w¤t(u�xSt

0 6 X(2) F 6 1,xSs{z
F (1) ∈ Lp, ∀p > 1.¡�u���w��

F (2) = −2F (1)X(2)F − F 2X(3) r�w�r�sOxS���Àt(uUl Lp Ê w?� p > 1
£ �

¥Ð���Ð�¦ �=Õ¤ß|Û �ËÝ�ÖßUØ�à&Õ"!§Ó Þ:Ö¼Ý|ßUÜ
798i:�<v=�:�> È.{ÀÉï?$#?ðpí_�&%���î|í�ï
ìÀð ëTíñ�î��Bíqß¤à�ì��`�hCvè
îTMBÇg°¸4Q

φ V ¸ S »�³ C1 V ¶�¾|»TP�¸�PoR�¾|»p·_Q�º�¶S» c ºXQ�W V ¶�¾|»gP=¸�PP�¸?µ¿º.² S Q�º.²�¸ U('kS ·dWo\�¸4\ V ¸?µ�¶NR^Q�W�¸®¸*)?¾ S �~ºXQ�³�º4¹ c ¸4���IP�¸�eË»À¸�P b±S »TP�¶S»p¸^W S ¹

E
[
w1 φ(X)F

]
= E

[
∂w1

(
φ(X)F

)]
. æ Ã{£ � £ ô�è
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� w1
xSs�z

F
npl?����sUq=r5sUq�tv��t(u�lMw�y{x��NlBw

Lp
�
w1 F

r4w`r�s=tvl?q=�vx�nU�5l=£
φ(X)

r�w:n{�=�Us�z|lBz�£�°�¾ V º.»�º,+ ¹jQ�W�¸�¶Sµ(¸d\ x�s�zt(u�l�r5s�t(l�q���x�tvr5�=s��
�=�(�,�U��xM�
���x�w�tvx�s�zUxS��z-�DxS��wvw�r4xSs���l�x�w(�U�vlD��s
R
� N (dw1)

��ÅZ��w�t(r5�
��tvuUlD�
�����5��¥`r�sUq

E[w1 φ(X)F ] = P[0,1] ⊗ P̃
(∫

w1φ(X(p, w1, w̃))F (X(p, w1, w̃))N (dw1)
)

= P[0,1] ⊗ P̃
(∫

∂w1

(
φ(X(p, w1, w̃))F (X(p, w1, w̃))

)
N (dw1)

)

= E
[
∂w1

(
φ(X)F

)]

���w
∂w1

(
φ(X)F

)
= X(1)φ(X)F + φ(X)F (1) = φ′(X) + φ(X)F (1) ��tvuUlD�
��������¥`r5sUq��?���v������x��(��uU�=��zUw�£

u <;=T<vw�w�y;=!z È.{�{<Ç Z W|¸Nµ(¸D¸
n=º4¹�Q�¹ S ·�¶�»�¹dQ S »�Q C1 > 0
¹¿¾�·dWlQ�W S QIQ�W�¸IRN¶]���5¶ c º.»�½®º.»À¸*)?¾ S �~ºXQ�³9W|¶]�~P�¹vRN¶�µ«¸N²�¸Nµ¿³ V ¶S¾|»gP=¸
PR�¾|»p·_Q�º�¶S»

φ ∈ C1 b�c ºXQ�W V ¶S¾|»gP�¸�P�P�¸?µ¿º.² S Q�º.²�¸¿¹,¶NR S ���¼¶�µsP=¸Nµ U
∣∣E[φ′(X)]

∣∣ 6 C1‖φ‖∞.
¡��q�l?t¤tvuUlow(x���l�¯�r�s�z����<l�w�t(r���x�tvl�w�¥`r5t(u

φ(2) r5s{wZtvl�x�z��S� φ′ �Ux�yUyU����t(uUlDr�s=tvl?q=�vxSt(r���s�n���y�x���t§�
�����v�U�4xotv� φ′ tv�q�lNt

E
[
φ(2)(X)

]
= E

[
φ(1)(X)

{
Fw1 − F (1)

}]
. æ Ã{£ � £ õ�è

km�vr~tvl
K = Fw1−F (1) £��:w F x�s�z w1

npl?����sUqMt(�®xS����tvuUl«w(y�x=�Nl�w
Lp
�
Fw1

r�w§xS�4w��Mr5sjxS����tvuUl�w(y�x��?l�w
Lp
�|x=wË¥§l?���px=w

K
£¼¡�uUl:wvxS��l`uU���4zUwË�
���

KF
��¥`uUr4��u�r�wË�
���

P̃ Í x��5���=w�t&xS��� w̃ x�s�z®l?��l��(� p
x�w(�®����t(u��
�Us��Nt(r���s����

w1
�=¥`r5t(u�z|l?�vr5��xSt(r���l

∂w1(KF ) = K(1)F +KF (1).

¡�olBwZtvr5��x�tvl
E[φ′(X)K]

���=sUl:xSy�yU�5r�l�w�t(uUlr�s�t(l�q���x�t(r���s®n��,y{xS�(t��
���v�M�U�4x«sU�StËtv�
φ(X)F

��nU�Ut&t(�
φ(X)KF

£�¡�uUl
��w�lD���tvuUlD�
���v�M�U�4x,r�w¼ÅZ�{wZtvr~��lBzgx�w�r�s�tvuUl�yU�v���S����<tvuUlDt(uUl����vl?�g£�¨�t`q�r���lBw

E
[
φ′(X)K

]
= E

[
φ(X)

{
KF w1 − ∂w1(KF )

}]
. æ Ã{£ � £ � è |���U¥§lDu�x¦��l

E[φ′(X)K] 6 ‖φ‖∞ ‖KF w1 − ∂w1(KF )‖L1 .kmloz|lBz|���?lD�
�(�=� æ Ã{£ � £ õ�è�tvu�x�t`¥§lo�?x�s���s{zjx��?��s�w�tvx�s=t C2
w(����u�tvu�x�t

∣∣E
[
φ(2)(X)

]∣∣ 6 C2‖φ‖∞.
¡�gq�l?t«tvuUl�wvxS��l�l�w�t(r���xSt(lBwD¥`r~tvu

φ(3)(X)
�<�=sUl�xSyUy��5r�l�w«t(u�l®r�s�t(l�q���x�t(r���smn��iy�xS�(tD�
���v�M�U�4x�t(�jt(u�l��
�Us��¿tvr5�=s�xS�

φ(X)w1F
2K

��t(uUl�s�tv��q�l?t§tvuUlD�
��������¥`r5sUq,t(u�l?���vl?�g�|tv�®t(uUlD�
�Us{�¿t(r���s{xS�
φ(X)(w1F )2FK

£
798;:�<;=�:�> ÈL{{Æ<Ç Z W|¸Nµv¸:¸
n�º4¹dQ�¹ S ·�¶S»U¹dQ S »�Q C4

¹¿¾�·dWjQXW S Q�RN¶�µ¸N²�¸?µ¿³ V ¶S¾|»gP�¸�P�R�¾|»À·4Q�º�¶�» φ b;c ºXQ�W V ¶�¾|»TP�¸�P^P=¸Nµ¿º.² S Q�º.²¦¸N¹¶BR S ���¼¶�µsP=¸Nµ b ∣∣E
[
φ(4)(X)

]∣∣ 6 C4‖φ‖∞. æ Ã{£ � £  è
�:w¥�x�w:y{�=r5s�tvl�zO�=�|t:r�siyU�v��yp�=w(r~tvr5�=s�È.{g���{t(uUr4w�r5sUlq����xS��r~tZ��r5��yU��r�l�w:t(u�xSt:t(u�lM�4x¦¥K���

X(w)
u�x�w�x C2 z|l�s�w(r~tZ�j¥`r~tvu�(lBw�ypl��Nt�t(�ø©<l?npl�w(q��Ul=Ê w��®lBx�w(�U�vl�£ ¡�uUl�lq�=�{x�t(r���s æ é £ é £�ç?Ã�è æ/. è�t(u�xSt�l?s{xSnU��l�zÔr5tvw�r�z|l�s�t(r5�{�?xSt(r���s w(uU��¥w�t(u{x�t�tvuUr�wz|l?s�w(r5tZ�÷r�w�x��¿tv��xS����� C∞ £ kmli�?���U�4zóq�l?t®tvuUr4w���x��Nt�n��8r~tvl?��x�tvr5sUq¢r�s�z|l?��sUr5t(l?���÷tvuUlOr�s=tvl?q=�vxSt(r���són��øy�xS�(t��
���v�M�U�4xæ Ã�£ � £�ô=è�£0*1 ���B����������¹�32���ÿ c = 1 �
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e�ÒZe 4,Ü ú65 ÿ4ý_Ù�þ Ü^ÛÌØæÔ�7 5 Üªü	ÿ4ÿ_ý 5 ÖIýd÷98�ý;: ú ÚIýdÜjÙ ÜmÙ R2

©�lNt
σ
xSs{z

b
n{lDtZ¥§���N�=s=tvr5s��U�=��w§�
�Us��Nt(r���s�w��=s

R
£�k��vr~tvl

a = σ2

2

£�k�low���yUy{��w�l«tvu�x�t
ç�£
a > 0

�
é £ ∫ +∞

−∞ a−1(z)e
R
z
0
b(r)
a(r)

dr dz < +∞ �
� £§t(u�lowZtv����u{x�w�t(r4�«zUrGâÀl?�vl?s�t(r4xS��lq����x�tvr5�=s

dzs = σ(zs)dws + b(zs)ds,

u�x=w§t(uUl�y�xSt(u�¥`r4w�lD�UsUr ���Ul?s�l�wvw`yU�v��ypl?�(tZ��xSs�z�t(u�xStr~t�ww(�����|t(r���s�w�l�s�ÅZ����tvuUlowZtv�(�=sUq�ÌOxS�v¯�����yU�v��ypl?�(tZ��£
¬ �=s�z|r5t(r���s é l�s�w����(lBw¼t(u�xStËt(u�l:z|r~âp��w(r���s�u�x=wËxSs�r�s���x��(r4xSs�tËyU�v��n�x�nUr��5r5tZ�T�=w(��r~t¤zU��lBw�sU��t&lN}|yU���|z|l�£¼¡�uUr4wËr�s���x��(r4xSs�tyU�(�=n�xSn�r5��r~tZ��r4w`q=r5�=l?sjn���t(uUlD�
�=�(�,�U��x

µ(dz) = c a−1(z) e
R
z
0
b(r)
a(r)

dr dz,

¥`uUl?�vl
c =

(∫∞
−∞ a−1(z) e

R z
0
b(r)
a(r)

dr dz
)−1 æ=< è�£�k�low�l?t

m(z) = a−1(z) e
R
z
0
b(r)
a(r)

dr.

kml���xS¯=l«t(uUl�u���y{��t(uUlBw�lBw¤t(u�xSt
∫ +∞

0

zm(z) dz <∞,
∫ 0

−∞
zm(z) dz <∞

∫ +∞

0

e−
R s
0
b(r)
a(r)

dr ds = +∞,
∫ 0

−∞
e−
R s
0
b(r)
a(r)

dr ds = +∞.
æ Ã{£ Ã{£5ç�è

¨�tDr4w�r�s�t(l��(lBwZtvr5sUq�t(��sU�Stvr��?lMtvu�x�tD�Us�z|l��:tvuUl�w(l®u���yp�StvuUl�w(l�w:t(uUl�wv��uUl?��lM�{w�lBzir�sit(u�l,yU�v���S�Ë���Ët(uUl����vl?� ÆTJ���xSs
n{l,��w�lBzjt(��y��(����r4z|loxj�(w������NlBw(w��
�U�<�?���UyU��r�sUq]¢��S��tZ¥§��t(��x�ÅZlB�¿t(�=�(r�l�w�����t(uUl,z|rGâÀ��w(r5�=s {

(zs,
∫ s

0
zr dr)bigr}s>0

��s
R2 �wZt�xS�(t(l�z��
�v���áz|r~âÀl?�vl?s�ty{�=r5s�t�w?£

©<lNt
(z0, Z0) ∈ R2 xSs�z (z′0, Z

′
0) ∈ R2 £Ëú��t(l {zs}s>0

tvuUlow��=�5�Ut(r���sj�S�<tvuUlow�t(�|��u�x�w�t(r4�Dz|r~âpl��(l�s=tvr�x���l_����xSt(r���s
dzs = σ(zs)dws + b(zs)ds,

¥`r~tvujr�sUr5t(r4xS�<�?��s�zUr~tvr5�=s
z0
�{xSs�z {z′s}s>0

t(uUlow(�����|tvr5�=s����tvuUl�l_����xSt(r���s
dzs = σ(zs)dw

′
s + b(zs)ds,

¥`r~tvuør�sUr~tvr�x��`�N��s{z|r~tvr5�=s
z0
�Ë¥`u�l?�vl

w′
r4w�x�ê§�(��¥`s�r�x�s �®��t(r���s8r5s�zUl?ypl?s�z|l�s�t®���

w
£÷¡�uUljyU�v���?l�wvw�lBw

z
xSs�z

z′
xS�vl

r5s�zUl?ypl?s�z|l�s�t�£ ê§��t(u �?x�s nplmz|l?��sUl�z ��sÔt(u�l���l�x=w��U��xSn��5l�w(y�x=�Nl
Ω = C(R>0,R)

�lq�=��r5ypl�z ¥`r5t(uör~t�w�ê§���vl?��r4xSs
σ Í x��5q=l?nU��x F £k�low(lNt��U�
���

s > 0

Zs = Z0 +

∫ s

0

zu du
x�s�z

Z ′s = Z ′0 +

∫ s

0

z′u du.

¡�uUl�z|��s�x��®r4���S� {(zs, Zs)}s>0
r4wor��5����w�t(��x�tvl�z¢r�s¢��q��U�vl

5.1
£g¡�uUl�yU�v�|�NlBw(w

Zs
r5s��?�(lBx�w(l�w�r5�

zs > 0
�¼z|l��?�(lBx�w(l�wDr5�

zs < 0
£

��w
σ > 0

�|¥§lo�?x�s��{w�l«t(u�lM ��UyUyp���(t:¡�uUl?�=�(l��g��ÉgH���tv��w�l�l�tvu�x�t
>*? ���g¼B���½Bþ �2þ��� R+∞

−∞
e

R z
0
b(r)
a(r)

dr

a(z)
dz <∞ þ�ÿL�;���B¼B�Zÿ2ÿ¹����Î±����½&ÿ¹»A@f¼�þ��B�d�.���$B4»¦þ����B�k�N�d���¹;�B�¦ÿ¹»q���T�����T�`¿ÿ2þ ��þ Cd�g���B¼B»������B��¼B�v�� {zs}s>0 �
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z

z

�r�q����(lDÃ�£ � Ç�����s�xS��r4�?w`���<t(u�loz|rGâÀ��w(r5�=s

¯�:�>�>	y È.{gH�Ç�°¶�µ S »�³ ε > 0 S »gP S »�³�·�¶�»gQ�º.»{¾�¶�¾�¹�R�¾|»p·_Q�º�¶S» s ∈ [0, 1] 7→ (γs,Γs) ∈ R2 b ¹¿¾�·�W�Q�W S Q
• |γ0 − z0| 6 ε b |Γ0 − Z0| 6 ε b
• Γs

º.»p·?µ(¸ S ¹?¸¿¹�º R γs > 0 b P=¸v·?µ(¸ S ¹?¸N¹oº R γs < 0
¶�»p¸^W S ¹

P
(

sup
s∈[0,1]

|zs − γs| 6 ε S »gP sup
s∈[0,1]

|Zs − Γs| 6 ε
)
> 0

ú:�Stvl {F (1)
s }s>0

tvuUl����5t(��x�t(r���s�q�l�sUl?��x�tvl�z�n�� {zs}s>0
Ç F (1)

s = σ
(
zr; r 6 s

) �¼xSs{z {F (2)
s }s>0

t(uUl��{�~tv�vxSt(r���s
q�l?s�l?��x�t(lBzOn�� {z′s}s>0

Ç F (2)
s = σ

(
z′r; r 6 s

) £®¡�u�lMtZ¥§�jzUrGâÀ��w(r5�=s�w {(zs, Zs)}s>0
x�s�z {(z′s, Z ′s)}s>0

�=s
R2 xS�vlr5s�zUl?ypl?s�z|l�s�t�£Ëú��t(l

P
t(uUl�yU�(�=n�xSn�r5��r~tZ�,��s

(Ω×Ω,F ⊗F)
�=yU�v��zU���¿t§�S��t(u�l:yU�v��n�x�nUr��5r5tZ�M�4x¦¥wË��� {(zs, Zs)}s>0

x�s�z
{(z′s, Z ′s)}s>0

£�¡�uUr�w¤yU�v��n�x�nUr��5r5tZ�Mr���yU�5r4�Nr5t(l��5��zUl?ypl?s�zUw¤��s
z0, z

′
0, Z0, Z

′
0

��¥`uUr4��u�xS�vl`�U}|lBzµ����xSs�t(r5t(r�l�w&r5s�t(uUl«w�lq�=��l?�2£
798i:�<v=�:�> È.{gJ�Ç « ¶`Q�¸ (z, Z)

QXW|¸M·�¶�¶SµsP�º.» S Q�¸¿¹,¶S» R2 UªZ W|¸9W�³�´|¶B¸4��� º ´gQ�º�·µP�º ð�¸Nµ(¸?»�Q�º S �¼¶�´U¸Nµ S Q�¶�µ
σ(z)2

2
∂2
z + b(z)∂z + z ∂Z

¶�»
R2 b W S ¹o»p¶�»À¶�»�·�¶S»U¹dQ S »�Q V ¶S¾|»gP=¸
PªW S µ�\�¶S»�º�·�R�¾|»p·_Q�º�¶S»U¹ U
�  �l?t

R0 = inf{s > 0 ; zs = 1} S0 = inf{s > R0 ; zs = 0} xSs�z T0 = inf{s > S0 ; zs = −1}.
��lN��sUlM�(lB�N�U��w�r���l��5�=���
�=�

n > 1
�

Rn = inf{s > Tn−1 ; zs = 1} Sn = inf{s > Rn ; zs = 0} xSs{z Tn = inf{s > Sn ; zs = −1}.
¡�uUlBw�l«�vx�s�z|�=� tvr5��lBw§x��(l F (1) Í wZtv��yUy�r5sUqMt(r���l�w�£�kmlDz|lN�{sUl«w(r��®r��4xS�§�vx�s�z|��� ��xS�vr4xSnU��l�w R′n � S′n � T ′n �|¥`r5t(u z′ £�¼x¦��xSt�tvl?s�t(r���s¢tv�it(u�l��vx�s�z|�=����xS�vr4xSnU��l�w

In = ZRn
xSs�z

I ′n = Z ′R′n
£ · w(r5sUq�u���yp�StvuUl�w(l�w æ Ã�£ Ã�£�ç¦è���¥§l���xSs��xS¯=lDx�w(r5��r���x��`yU�v�����<tv�,tvu�x�t������l?����x�ÆÀ�jx�s�zgw�u���¥ t(u�xSt`�
���x�s��
n > 1

E[|In − In−1|] < +∞( D ). æ Ã{£ Ã{£ é è
I ′n − I ′n−1

u�x�w§tvuUlow(x���l«�4x¦¥%x=w
In − In−1

£
ê§�|t�¥¤l®¯�sU��¥ �
�v���dt(u�l� �t(�v��sUqgÌOxS�v¯����jyU�v��ypl?�(tZ�gt(u�xSt�tvuUl��vx�s�z|���d��xS�vr4xSnU��l�w {In − In−1}n>1

xS�vl,r�s�z|l Íypl?s�z|l�s�t���r4z|l�s=tvr���xS����z|r4wZtv�(r�nU�|tvl�z�£& |����t(u�low�lq�=��l?s��?l {In}n>0
r�w`x®�vl�x����vx�s�z|���b¥�xS��¯i£Ë¡�uUl�wvxS��lDuU���4zUw§�
�=�

E3? ����½����¹��þ���ÿI�����$Ë;��þ ���B�Dþ�������������_�����.������������!¿ÿ�þ �2þ���a¼N��¿ÿ�þ����±���¦þ�ÿ<ÿ¹�B¼��2þ�����
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{I ′n}n>0
�|tvuUl�w(l«tZ¥¤����xSs�z|�=�b¥§x��5¯|w`x��(l«r5s{z|l?ypl?s�zUl?s�t��U¥`r5t(ujtvuUlow(x���l¤ÅZ���®yg�4x¦¥�£ · w(r5sUq�r�sUl_����x��5r5tZ� æ Ã�£ Ã�£ é èv�¥§low�l�l�tvu�x�t {In − I ′n}n>0

r4wx,´U¶¦¹¿ºXQ�º.²�¸,µ(¸�·N¾|µ¿µv¸N»gQ�µ(¸ S ��µ S »gP=¶]\ c1S ��óB£
· w(r�sUq�tvuUr�w:��x��Nt:tv��q�l?t(uUl��:¥`r5t(ui��l?����xiÈ.{THOxSs{zgt(uUl� �t(�v��s�q�ÌOxS�v¯�����yU�(�=y{l���tZ�=��tvuUl,ê§�=�(l�� Í ¬ xSs�t(l��5��r���l?����xr��®y��5r�l�w�tvu�x�t`tvuUlow(lNt

N ≡
{
n ∈ N ;

1

2
6 In − I ′n 6 1, {(zs, Zs)}s∈[Rn,Sn] ∩ {(z′s, Z ′s)}s∈[R′n,S

′
n] 6= ∅

}

r4w
P Í xS���®��wZt`w(�U�(l��5��r5s|�{sUr~tvl�£

I’n

In

0 1

11/2

ε

ε

��r�q��U�vlDÃ�£ Ã�Ç�¡�uUr4w`�N��sU��q��U��x�tvr5�=s�u�x=w`x®y{��w�r5t(r���l�yU�v��n{xSnUr��5r5tZ�
¡�uUl�l?s{zo�S�{t(uUl�yU�v���S�|�
�=�5����¥wt(uUl�w(x���l¤�v�=x=zox�wt(u{x�t��S�UtvuUl`w�lB�N�=s�zoyp��r�s�t�r�sMtvuUl�y�xS��xSq=�vx�yUu9��ðmî�C<í�ìT�¢î|í�ïXì
ì�ìTCv�vè
ï�ð�%��r�sOw�lB�¿t(r���siÉ�Ç4É�Ç�{<£
ú��t(l

Pz0,Z0

t(u�l æ ��x��(q=r5s{xS�
è���x¦¥Ô��� bigl{(zs, Zs)bigr}s>0
�
Pz′0,Z′0

t(u{x�t¤���
bigl{(z′s, Z ′s)bigr}s>0

£��öq=l?sUl��(r4�
l?��l?��l�s=tr�s

Ω× Ω
r4w`z|l�sU�Stvl�z

(ω, ω′)
£

��lN��sUl

T (ω, ω′) = inf{s > 0 ; ∃n > 0, Rn(ω) 6 s 6 Sn(ω),
1

2
6 In(ω)− I ′n(ω′) 6 1,

(zs(ω), Zs(ω)) ∈ {(z′r(ω′), Z ′r(ω′))}r∈[R′n(ω′),S′n(ω′)]}
xSs{z

T ′(ω, ω′) = inf{s > 0 ; ∃n > 0, R′n(ω′) 6 s 6 S′n(ω′),
1

2
6 In(ω)− I ′n(ω′) 6 1,

(z′s(ω
′), Z ′s(ω

′)) ∈ {(zr(ω), Zr(ω))}r∈[Rn(ω),Sn(ω)]}.
¡�uUl���l�x=w����vx�nU�5lDw(�Un�w(lNtvw����

Ω

Ωz′ ≡ {ω′ ∈ Ω ; T (ω, ω′) <∞, Pz0,Z0(dω)− a.s.}
xSs{z

Ωz ≡ {ω ∈ Ω ; T ′(ω, ω′) <∞, Pz′0,Z′0(dω′)− a.s.}��l��(r5�
�
Pz0,Z0(Ωz) = Pz′0,Z′0(Ωz′) = 1.ê§l���xS��w(lD�S�<tvuUlª\�¶�»p¶!Q2¶S»�º�·?ºXQ�³j¶BR

Z F µv¸¿¹�´ U Z ′ G ¶�» [Rn, Sn] æ µ(¸¿¹�´ U [R′n, S
′
n]
è�����sUlDu�x=w

P Í x��5����wZt`w����(l��5�
(z, Z)T (ω,ω′) = (z′, Z ′)T ′(ω,ω′).

¡�uUl�yU�v���S���S�¼yU�(�=y{��w�r5t(r���s�JgHj��xSsjn{l��{w�lBz�tv���N��s{�N����z|l�£ �
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û�s�lD��xSs���s�zjr�s�tvuUl�¥§���v¯�w¤�S��ê§l?s���v����wk£ xS�2£�Á êf� ¬ � 6 ô�Ä�xSs�zj�Dl?s�z�xS���i£,���vr��?l�Á �9�ËÂ�Ã�Ä<�����vl«r5s|�
�=�(��xSt(r���s
��sg�N����yU�5r�sUq�w��S�u���yp��l��5��r�y|t(r4��z|r~âp��w(r���s�w�£
k�ljl?s�z�tvuUr�w®w(l��¿tvr5�=s÷¥`r5t(u tvuUl�yU�v���S�`�S�`tvuUl��
�=�5����¥`r�sUqOq�l�sUl?��xS��r�wvx�tvr5�=s¢�S�`t(u�l��?x����?�U�4x�t(r���s ��x=z|l�z|�U�vr�sUqOt(u�l

yU�(������S���5l�����x�Æ���£
��=T<���<����
	��X<�� ÈL{À��ÇIHË¶�»�¹�º�P=¸NµmQXW|¸�¹dQ�¶�·dW S ¹�Q�º�·lP�º ð:¸?µ(¸?»�Q�º S ��¸3)?¾ S Q�º�¶�»

dzs = σ(zs)dws + b(zs)ds,

c W�¸?µ(¸ σ > 0
º4¹ S ·v¶S»�Q�º.»�¾�¶S¾�¹1R�¾|»p·_Q�º�¶S» b�S ¹ c ¸4��� S ¹ b FKJ G UhZ W�¸-L�µ(¸�¸?»ªR�¾|»p·_Q�º�¶S» g0(t, r)

¶BRlQXW|¸µP�º ð¾�¹�º�¶S»
z
óBº����5¸�P

c W�¸?»DW=ºXQ¹Q�º.»�½ 0
º4¹:½Sº.²�¸N» V ³µQXW|¸1RN¶Sµ�\,¾.� S

g0(t, r) =

(∫ t∧r

0

e−
R
s
0
b(u)
a(u)

du ds

)
e
R
r
0
b(u)
a(u)

du

a(r)
, 0 6 t, r.

� k�l:yU�v�|�Nl?lBz�lN}Ux=�¿t(����x�wËr�s�tvuUl�y��(���S�������5l��®��x,ÆÀ���=n��,���vw�t&�{s�z|r�sUqotvuUlM�«�vl?l�s��
�Us��Nt(r���s g0,v(t, r)
����t(uUl

z|r~âp�{w�r���s
z
óBº����5¸�P c W�¸?»iºXQ&¸
n�ºXQ�¹ (0, v)

�|x�s�z�tvuUl?s��5l?t�tvr5sUq
v → +∞ £¼kml«��s{z g0,v(t, r)

n���w��=�5��r�sUq®lN}|yU��r��?r~tv�5�
t(u�l�l_����x�tvr5�=s

a(t)f ′′(t) + b(t)f ′(t) = −ϕ(t), f(0+) = 0, f(v−) = 0, æ Ã{£ Ã{£ � è¥`uUl��(l
ϕ
r4wx�w(�®����t(u��
�Us��¿tvr5�=sg¥`r~tvug�?����y�x=�¿tw���yUy{�=��tr�s��?�5��zUl�zjr5s

(0, v)
£Ë¡�uUl�w(�����|t(r���sj�S� æ Ã{£ Ã{£ � è&r�wx���w(�

∫ +∞

0

g0,v(t, r)ϕ(r) dr.

ú��t(l�r5t
fv(t)

�
���«t(u�l��®�=��l?s�t�£[ �����x�tvr5�=s æ Ã�£ Ã�£ � è:r4w�x�����w�tD�=�vzUl?�Dl_����xSt(r���s�r�s f ′v £®kml���s{z�r5tvw�w(�����|t(r���s{w��w(r5s�q�t(uUl���lNtvuU�|zj�S���x��(r4x�tvr5�=s����<t(u�l�y�xS��xS��lNtvl?��w?£

f ′v(t) = ce−
R t
0
b(r)
a(r) dr − e−

R t
0
b(r)
a(r) dr

∫ t

0

e
R r
0
b
a

a(r)
ϕ(r) dr,

¥`uUl��(l
c
r�w�xD�?��s�w�tvx�s=tB£v®`l���xS�v¯�t(u�xSt¼t(uUlz|l�s�w(r~tZ�

m(r)
����t(u�l`�UsUr �=��l`r5s���xS�vr�x�s�t�yU�v��n{xSnUr��5r5tZ���S�pt(u�l�zUrGâÀ��w(r5�=s

xSy�y{lBxS��w�r5sjt(u{x�t��
���v�M�U�4xU£

f ′v(t) = ce−
R
t
0
b(r)
a(r)

dr − e−
R
t
0
b(r)
a(r)

dr

∫ t

0

m(r)ϕ(r) dr.

û�sUlo��xSsg��uU���=w(l:tvuUlo�N�=s�wZt�xSs�tw���x=w§t(��u�x¦��l
fv(0+) = fv(v−) = 0

£�¨�t`zUl?ypl?s�zUw��sjt(uUl�y{xS��xS��lNtvl?�
v
Ç

cv =

∫ v
0 e
−
R
s
0
b
a

∫ s
0 m(r)ϕ(r) drds

∫ v
0
e−
R s
0
b
a ds

,

k r5t(ugt(u{x�t:��uU�=r��?l���¥¤l��=n|tvx�r5s
∫ +∞

0

g0,v(t, r)ϕ(r) dr = fv(t) =

∫ v
0
e−
R s
0
b
a

∫ s
0
m(r)ϕ(r) drds

∫ v
0
e−
R s
0
b
a ds

∫ t

0

e−
R
s
0
b(r)
a(r)

dr ds−
∫ t

0

e−
R
s
0
b(r)
a(r)

dr

∫ s

0

m(r)ϕ(r) dr ds.

 �r�s��Nl ∫∞
0 e−

R
s
0
b
a ds = +∞ xSs�z�t(uUlD�
��s��¿tvr5�=s ϕ r�w:�N����y�x=�¿tv�5��w(�UyUyp���(t(lBz��

cv −→
v→+∞

∫ ∞

0

m(r)ϕ(r) dr,

N ? ���Zÿ¹��¼B��d�2þ��4»¦þ ��Î(�4Î_�`��¹���Zÿ���ÿ$����������v���B¼B�Zÿ2ÿ����XÎ Ï Í�»q�;�]�����k���Zÿ2ÿs�
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xSs{z
∫ +∞

0

g0(t, r)ϕ(r) dr = f+∞(t) =
(∫ ∞

0

m(r)ϕ(r) dr
) ∫ t

0

e−
R
s
0
b
a ds−

∫ t

0

e−
R
s
0
b
a

(∫ s

0

m(r)ϕ(r) dr

)
ds.

 ���l?��l?s�t�xS�v����xSsUr�yU�U�4x�tvr5�=s�w���r5l���z
∫ +∞

0

g0(t, r)ϕ(r) dr =

∫ ∞

0

(∫ t∧r

0

e−
R
s
0
b(u)
a(u)

du ds
)
m(r)ϕ(r) dr.

�
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