Compacité par compensation et homogéenéisation:
notesdu Coursde DEA de F. Murat redigées par

Isabelle Gruais

CONTENTS

Position du probléeme
1.1 Cas type: la conduction thermique . . . . .. .. .. ... ... ...
1.2 Matériau homogene et matériau hétérogene . . . . . . . . . . . . . ..

1.3 Le probleme mathématique . . . . . . ... . ... ... ... ....

Le controle des coefficients

2.1 Description du probleme . . . . . . .. ..o
2.2 Lien avec le probleme de la fibre . . . . . . . .. ...
2.3 Cas unidimensionnel . . . . .. ...
2.4 Le cas des structures en couches . . . . . ... ... L.
2.5 Contre-exemple a la conjecture . . . . . . . ... ... ...

2.6 Démonstration du Lemme technique . . . . ... ... ... .. ...

Compacité par compensation
3.1 Bilan . . . ..o
3.2 Position du probleme . . . . ...

Application: le Lemme Divergence-Rotationnel

4.1 Lerésultat . . . . . . ..
4.2  Démonstration du Lemme Divergence-Rotationnel . . . . . . . . . ..
4.3 Conséquence: la convergence de I'énergie. . . . . . . . . . .. .. ...

4.4 Retour au probleme initial et conclusion . . . . . ... ... ... ..

S Ot W W

©

10
15
18
19

21
21
22



5 Encore la compacité par compensation
5.1 Bilan et motivation . . . . . . .. ... L
5.2 Le deuxieme Théoreme . . . . . . . . ... . . ... ... ... ...
5.3 La cas de la thermo-élasticité stationnaire . . . . . . ... ... ...
5.4 Démonstration du deuxieme Théoreme . . . . . . . . ... ... ...

5.5 Démonstration du résultat auxiliaire . . . . . . . . .. .. ... ...

6 Un peu de théorie abstraite
6.1 Résumé des séances précédentes . . . . . . .. ... L.
6.2 Le cas de la dimension générale . . . . . . ... ... ... ... ..
6.3 Le cas des matériaux isotropes. . . . . . . . . ... ... ..
6.4 Prototype de la compacité par compensation . . . . . .. ... .. ..
6.5 Cas analogue tres simple . . . . . . .. ... ...
6.6 Le Théoreme général de compacité par compensation . . . . . . . ..

6.7 Exemples . . . . ..

7 Etude de la réciproque
7.1 Récapitulatif. . . . . . . ...
7.2 La réciproque: condition suffisante . . . . . .. ... ... ... ...
7.3 Continuité faible . . . . .. ... oo
7.4 Compléments sur le Théoreme des correcteurs . . . . . .. ... ...
7.5 Deuxieme application . . . . . . .. ... 0oL
7.6 Lecaspériodique . . . . . . . ...

7.7 Le correcteur dans le cas périodique . . . . . . . ... ...

8 Complément: les Développements asymptotiques
8.1 Généralités . . . . . . . ..

8.2 Premierscalculs . . . . . . . ..

References

38
38
39
42
43
46

48
48
49
52
o4
95
58
59

60
60
61
62
63
64
66
69

71
71
71

73



1 POSITION DU PROBLEME

L’objet de ce Cours est

1. la modélisation des matériaux composites

2. le controdle des coefficients

1.1 Castype: laconduction thermique

C’est le cas du Laplacien: 1’étude détaillée que 1'on en fait ici est générique pour
I’élasticité, les mélanges de fluides.

On note ¢ le flux de chaleur, u la température et f la source de chaleur reliés

entre eux par une loi de balance complétée par une loi constitutive.

i) LA LOI DE BALANCE Soit © C RY un corps dans RY . Les quantités introduites
p q
désignent des fonctions

¢:Q—-RY uw:Q-R, f:Q-R
La loi de balance s’énonce alors

divg=f, dans (.

(if) LA LOI CONSTITUTIVE La loi constitutive qui la compléte établit une relation
entre ¢ et wu caractéristique du choix du modele. Pour fixer les idées et simplifier
les calculs, on se limite au cas de la conductivité linéaire. La théorie dit qu’il existe
un tenseur de conductivité A :— RY*N tel que

q=—ADu
de sorte que le probleme étudié s’écrit: Trouver u solution de
—div(ADu) = f, dans €.

On lui associe I'énergie thermique définie par

1 1
—q-Du=—-ADu-Du
2 2

et on ferme le systeme par des conditions aux limites de type Dirichlet par exemple,
soit u =0 sur 0N.

Finalement, on obtient le probleme: Trouver u solution de
—div(ADu) = f, (1.1)
u = 0, 09Q.
Formellement, cela s’interpréte: pour des données €2, f, A, résoudre (1.1)-(1.2) en
I'inconnue wu .

Il reste a donner un sens a 1’équation (1.1)-(1.2). Pour cela, on fait les hypotheses
suivantes sur les données:



Q) est un ouvert borné de R ;
Ae Lo(@)NN
. fe HYQ);

A est coercif au sens: Ja > 0 tel que

= e

Alx) >al pp. x€Q

soit:

Al@)€-€>alel” pp. z€Q, VEERY

L’espace naturellement associé a la formulation variationnelle du probléeme est

celui de I’énergie
HY(Q) ={ue L*Q), Duec L*(Q)"}
ot la dérivée Du est & prendre au sens des distributions. Cet espace H'(Q) est
muni de sa norme naturelle ) )
[ull 2 + [ Dull . -

On note H}(Q) le complété de 6°(Q2) dans H'(Q) et H1(Q) = (Hy(Q)) dans
I'identification usuelle de L?*(2) avec son propre dual. Alors: le probleme consistant
a chercher u solution de

u € HYQ); (1.3)
—div(ADu) = f, dans Z(Q), (1.4)

est désormais bien posé au sens du

Théoréme 1.1 Le probleme (1.3) admet une solution unique u et lapplication f —
u est linéaire continue de H1(Q) dans H}(Q) .

Preuve. On applique a la formulation variationnelle du probleme le lemme de Lax-
Milgram. On commence par rappeler ce dernier sous sa forme générale abstraite.

Lemme 1.2 Soit V' un espace de Hilbert, a(-,-) une forme bilinéaire continue co-
ercive sur V- x V| L une forme linéaire continue sur V . Alors, il existe u unique
solution de

ueV; a(u,v)= L), YvelV

Dans la situation présente:

V = HM\), (1.5)

a(u, v) = /ADu-Dvda:, (1.6)
Q

L) = welf o) (1.7

L’inégalité de Poincaré et '’hypothese de coercivité sur A permettent de conclure que
la forme bilinéaire a(-, -) satisfait aux hypotheses du Lemme 1.2. On peut d’ailleurs
préciser ce résultat en rappelant que sur Hg(Q), la semi-norme ||Dul|,, est en fait
une norme équivalente & la norme induite par celle de H', c’est-a-dire:

[1Dull , ~ llull .-
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Dans la suite du Cours, on choisit de munir H}(£2) de la nouvelle norme ainsi définie.
En conclusion: on a vérifié qu’il existe u unique solution du probléme variationnel:

u€ Hy(), et Yve€ Hi(Q): /ADu-Dv dr = g-1(f, v)g- (1.8)
0

La réciproque consiste a interpréter le probléme variationnel (1.8) en termes de
probléme aux limites associé. Pour cela, on écrit que (1.8) est vrai pour toute fonction
test v =@ € €°°(Q) et on conclut grace a la densite de 62°(Q2) dans H}(Q). =

1.2 Matériau homogene et matériau hétérogene

Un matériau est dit homogene si ses propriétés ne dépendent pas du point d’observation,
ce que I'on traduit mathématiquement en posant que A ne dépend pas de la variable
d’espace = € 2. Un matériau est dit hétérogene dans le cas contraire, un exemple
classique étant fourni par la fibre de verre plongée dans de la résine que l'on peut
décrire a l'aide d’un tenseur de la forme

 [Ar dans la fibre F
Alz) = { Ap dans la résineR

Soit alors le probleme déja introduit

—divADu=f dans Z(Q). (1.9)
Dans la fibre F': A(z) = Ap, de sorte que (1.9) sécrit
N
ij=1

Dans la résine R: A(x) = Ag, de sorte que (1.9) sécrit
N
ij=1
Le probleme doit étre complété par une condition a l'interface ¥ sous la forme
(Ap Dup)ngp = —(Ag Dug)ng sur X

ou ur et up désignent les solutions (uniques) de (1.10) et (1.11) resp. et ou ng
et ng désignent les normales extérieures aux sous-ensembles F' et R resp. Plus
précisément: si la matrice A est donnée par

_ [Ap dans F
Alz) = {AR dans R

ou 2=FURUY avec F et R séparés par une interface réguliere X, si u est tel
que

—div(ADu) = feL*Q), (1.12)
u € HYQ) (1.13)

b}



et si 'on pose
u—{uF dans F wup € H*(F)
~ lug  dans R wup € H*R)
alors, u est solution de (1.12)-(1.13) si et seulement si u est solution de (1.14)-(1.17)
ci-dessous

—div(Ap Dur) = f dans F, (1.14)
—div(Agr Dugr) = [ dans R, (1.15)
up = UR Sur X, (1.16)

(Ap Dup)np = —(ArDugr)ng sur X. (1.17)

Dans ce Cours, on s’intéresse plus particulierement au cas de fibres “tres fines” de
taille £ en un sens que I'on va préciser. De plus, ces fibres sont “treés nombreuses”. On
est alors ramené a considérer un probléme paramétré par ¢ variante de (1.12)-(1.13),
soit

—divA*Du® = [ dans Z(Q), (1.18)

ut € Hi(Q) (1.19)

Intuitivement, le matériau composite est celui que ’on obtient lorsque 1’on écrit que
e =0 dans (1.18)-(1.19). C’est aussi celui que ’on obtient ”a la limite” quand ¢ — 0.

Le probleme devient désormais: que devient l'inconnue u® du probleme (1.18)-(1.19)
quand ¢ — 07

1.3 Leprobléememathématique

Soit © un ouvert borné de RY | f € H~(Q). On considere une suite de matrices
(A%), A® € L>®(Q)M*N ayant les propriétés suivantes

A*(z) > al, VYe>0 (a>0) fixé (1.20)
|A®(x)] < pp.en ze€ (f>0) fixé (1.21)

On regarde le probleme: soit u® la solution (unique) de (1.18)-(1.19). Que devient
u® quand € — 07

Une premiere approche consiste a établir des estimations a priori sur u® en
procédant comme suit. Partant de la formulation variationnelle de (1.18)-(1.19),
on fait le choix —loisible— de la fonction-test v = u®, ce qui donne

/ A*Du® - Duf dx = g (f, u*)
Q
Le membre de droite est majoré par

11l es ]y < o0



tandis que l'uniforme coercivité de la suite (A®) permet de minorer le membre de
gauche par

2 2
o [ paf =l
QO 0

Il en résulte immédiatement que

1l

«

et on résoud ainsi le probleme de 'estimation a priori.

On pose ¢° := A° Duf. o° est uniformément borné dans L*(€)) suivant

11,
0%l 2 < I1A°) o 1D < B2 22

de sorte que le terme A° Duf Duf est uniformément borné dans L'(Q2). Tl est
alors naturel de chercher le lien entre les limites ll_I% o° et lll% u® —qui existent
pour des suites extraites diagonales encore indexées par ¢ d’apres le raisonnement
préliminaire— quand € — 0.

Plus précisément, u® est borné dans H{(£2) qui est un espace de Banach réflexif,
donc il existe des suites extraites (u®'), (¢°) telles que

—

u® B oy dans HY(Q) faible | (1.22)
o° X o dans LAQ)N faible | (1.23)
A¥ Duf Duf 2 e dans Z(9). (1.24)

On cherche la relation entre les limites w, o, e naturellement introduites par
le passage a la limite. Cette relation définit le matériau composite au sens suivant.
Remarquant que

Duf 2 Du dans L?*(Q) faible |,

on dira que la relation entre Du et o est la loi constitutive du matériau composite des
lors qu’on peut I’écrire sous la forme ¢ = A Du ou A est une matrice a déterminer
(Ne pas oublier que le probleme de départ est linéaire). Or, le probleme (1.18)-(1.19)
s’écrit encore, en faisant intervenir le tenseur o°:

—dive® = f dans Z(Q) (1.25)
of = A°Du’. (1.26)

Passant a la limite dans (1.25) au sens Z(£2) et utilisant la continuité de la dérivation
des distributions, on obtient

—dive = f dans Z/(Q) (1.27)
Le passage & la limite dans (1.26) s’effectue pour une suite extraite (A%") telle que
A" 2 A dans L¥(Q)MN faible  x.
Mais la limite faible n’est pas le produit "naif” des limites faibles!

Un contre-exemple (classique) permet de s’en convaincre.
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Proposition 1.3 Sur [0, 1], on définit: u,(z) = sin(nxz). Alors u, — 0 dans

w 1 :
L*(0, 1) faible, mais u? 3 dans L*(0, 1) faible.

n

Pour revenir au cas qui nous intéresse, on se propose de montrer un résultat du
type
Théoréme 1.4 (Enoncé provisoire). Il existe une matrice Ay du méme type que A
telle que o = Ag Du .



2 LE CONTROLE DESCOEFFICIENTS

C’est la deuxieme motivation de ce Cours, apres la modélisation des matériaux
brievement décrite plus haut.

2.1 Description du probleme

Rappelons le principe du controle: au moyen d’un parametre, décrire I'état du systeme
étudié; en particulier, en donner si possible la solution, puis évaluer le cout sous la
forme d’une fonctionnelle & minimiser.

Dans le probleme étudié, on se donne une classe .7, 3 indexée par a« >0, >0
donnés, de coefficients a(x) € L®(Q), en fait ceux de la matrice A(x) € L>®°(Q)V*N
vérifiant o < a(z) < § dans 2. Le probleme que l'on regarde s’écrit désormais:
pour a € </, cf(1.20), résoudre:

—div(aDu) = f dans Z(Q). (2.1)
u € Hy(Q)

On définit la fonction cout associée par
2
J(a) = / u— = da,
Q
avec z € L*()) donné et on regarde le probléme de minimisation
min J(a), fé€ L*(2) donnée (2.3)

L’identification de a solution de (2.3) nous raméne a un probleme classique en calcul
des variations.

2.2 Lien avecleproblemedelafibre

On va voir que le probleme décrit au paragraphe précédent est en fait le méme que
celui de la fibre. En effet, soit (a®) une suite minimisante:

J(a®) — inf J(a).

QE%(L[;

. . /
pour une suite extraite (a®):

/

a® > a L™ faiblex (2.4)

A-t-on J(a) = inf _ o/ , J(a)? La réponse est NON en général. Pour le voir, on

considere la suite (u®) des solutions de

—div(a® Du®) = f dans Z(Q), (2.5)
ut € Hy(9). (2.6)

9



Le méme raisonnement que plus haut s’applique pour établir I’estimation a priori

1
6]y < = 11

de sorte que pour une suite extraite

1"

ut Bu Hi(Q) faible.

Or, le théoreme de compacité de Rellich dit que si 2 est borné, alors I'injection
(continue) H}(Q) C L*(Q) est compacte et entraine donc que

1

ut —u L*Q) fort.

2 2
/|a 2 ﬁ/|u—z|
Q

c’est-a-dire, par la définition de (") minimisante:

inf J(a):/|u—z|2
aeﬁfa,g Q

Le probleme posé devient alors: quelle est la relation entre a et «? S onsait que u
est solution de

Alors:

—div(aDu) = f dans Z(Q), (2.7)
u € Hi(Q), 2

alors a est un minimisant au sens que légalité suivante est vraie:

inf J(a) = J(a).

LLGQZL@

Mais cela n’est pas vrai en général de sorte que le probleme reste ouvert. De fait,
on va montrer qu’il n’y a pas de relation explicite entre u et a: il faudra élargir la
classe des a .

2.3 Casunidimensionnel

Dans tout ce paragraphe, on se limite au cas de la dimension N = 1 pour exposer
le principe d’élargissement de la classe des a .

L’ouvert € devient © = (0, 1). Soit alors une suite (a°(z)) telle que a° €
L>*(Q), a <a® < f ot 0 <a < f < +oo sont des coefficients donnés. Soit a
résoudre: Trouver u® solution de

d, _du®
—%(a da:) = [ dans Z(Q). (2.9)
ut € Hi(Q) (2.10)

10



avec f € H () donné. Le passage a la limite faible, justifié pas une estimation a
priori, s’effectue désormais classiquement pour une suite extraite indexée par &’ :

dus’ , du 9 . '
I In dans L*(2) faible ; (2.11)
< <! dusl w 9 .
0f =a° ——- =0 dans L*(Q2) faible ; (2.12)
f =@ dans L®(Q) faiblex ; (2.13)

la continuité de la dérivation au sens des distributions permet de conclure que

—Z—Z—f dans  Z(Q). (2.14)

On transforme le second membre de (2.14) grace au
Théoréme 2.1 Si 0 est un ouvert borné de RY | f € H™1(Q) si et seulement si il
eviste g € L2 (Q)N tel que f = —divg. Dans le cas général ou 0 n’est pas borné,
ceci doit étre remplacé par f = —divg+ gy avec go € L*(2) . Dans tous les cas, on
définit sur H=1(Q) une norme en posant: || f||,_, := infaiv o=y ||g||L2(Q)N .

Revenant au probléeme qui nous intéresse, pour lequel N =1, on obtient:

—%(U‘E —g)=0, dans Z(Q)
ce qui entraine que
o —g=0C° R, (2.15)
c’est-a-dire, en revenant a l’expression de o°
a® iu8 =g+ C"°. (2.16)
dz

Mais la suite de réels (C*) est bornée dans R (& un ensemble de mesure nulle pres)
car le membre de gauche de (2.16) est borné dans L*(Q2). Donc, pour une suite
extraite

C*" - C dans R. (2.17)
Or, le probleme initial s’écrit
d " g CEN
—u’ 2.18
d aE// E// ( )

et le membre de gauche est bien défini car

1 1 1
0<=<—7 < — < +o0.
ac «

De ce dernier encadrement, on déduit en outre que:

1
|, < C.
a

Lee —
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Alors, quitte a extraire a nouveau une sous-suite:

1

aE

Sb dans L®(Q) faible x

1"

et la limite b vérifie encore les bornes

1 1
0<=<b< — < +o0.
I6] Q
e 1
On définit a en posant b = — , avec
a
a<a<pf. (2.19)
Pour récapituler:
1 .1 .
- — — dans L™(Q) faiblex . (2.20)
ac a
On peut passer a limite dans (2.18): que
d N y d
;; = ﬁ dans L?*(Q) faible

est immédiat. En effet, le premier terme du membre de droite converge faiblement
dans L?(Q2): on le voit en prenant une fonction test ¢ € L*(Q) et en remarquant
que pour toute fonction test ¢ € L*(2), le produit g est dans L'(Q2) et que

g 1
| &= [ 2@,

Pour le dernier terme, on a immédiatement que, par (2.17)

e C
C,, — — dans L*>(Q) faiblex
ac a
Finalement
ad—u— +C dans L*(9)
Yo 9 ’

d
Ceci nous donne la relation cherchée entre o et el En effet: de la relation (2.15),
T

on en déduit, apres passage a la limite dans L?*(Q) faible, que
oc=g+C=a— (2'21)

On rassemble ces résultats dans la
Proposition 2.2 Dans le cas monodimensionnel N =1, on a la relation cf(2.21)

du

oc=a—
dx

12



ot a résulte du passage a la limite (2.20)

1
a/[;-/l

= dans L%(Q) faible x

ISEN

et on a 'encadrement (2.19)
a<a<p.

On peut préciser la relation entre a et a introduit dans (2.4).

Lemme 2.3 L’égalité a = a est réalisée si et seulement si
a® —a dans L*(Q) fort (2.22)

et alors a=a=a.
On remarque d’abord que le résultat suivant est toujours vrai:

Lemme 2.4 Les limites a et a sont reliées par

a<a p.p. dans . (2.23)

Preuvede (2.4). En effet: pour toute ¢ € 62°(2), ¢ >0, 0on a

1
/gp—(as—z)deZO
o @

et le membre de gauche se décompose en

2
€
_9 s
/ng(a Z+a€)

On passe a la limite quand ¢ — 0 en utilisant les définitions de a et a, soit:

22 22
I o1 = [ p@a-2:42
lim ng(a Z+a€) /Qcp(a z—i—a)

On obtient alors
2
/gp(d—22+z—) >0, Vpesr(Q), ¢>0.
Q a

c’est-a-dire, en faisant varier ¢:
2
(d—22+z—)20, pp.en x € (2.24)
a

Le choix z = a entraine (2.23). [

Preuvede (2.3). Revenant au Lemme 2.3, on suppose d’abord que a = a = a. Cela
revient a dire que

-1
a = liminf ¢ = (liminf — = limsup a®
e—0 e—0 qf e—0

1.e.:

liminfa® = limsupa® = a
€ e—0

13



ol les limites inf et sup sont a prendre dans le sens de la topologie faible de L*((2).
On en déduit alors que la suite (a°) est en fait convergente dans L?(2) pour la
topologie forte vers a. Réciproquement, on suppose que a° — a dans L*(2) fort.
Alors, pour une suite extraite & —a p.p., de sorte que, pour la méme suite extraite:

= - PP Nécessairement, cette limite vérifie a =a =a. [ |

Le probleme est posé désormais de la généralisation des résultats du cas de la
dimension N = 1 au cas général de N > 1. On peut déja remarquer l'analogie
entre 'application (A, z) — A~ z-x qui est semi-continue inférieurement (s.c.i. pour
abréger) des que la matrice A vérifie des hypotheses de coercivité A € L=(Q)V*V |
A>al, o >2 0, au sens des formes bilinéaires, et I’application scalaire (a, ) €
R x RNV — ﬂ

a

Le cas N =1 a été completement résolu ci-dessus. En effet, si 2 = (0, 1) est
le segment ouvert ou fermé, les données du probleme sont: (i) f € H~1(Q), (ii) les
coefficients a® € L*™ uniformément bornés selon 0 < o < a®* < 4. On considere le
probleme: trouver u® solution de

u® € Hy(Q), (2.25)
—%(aE (i;f) = [ dans Z(Q). (2.26)

La réponse est contenue dans le

Théoreme 2.5 [l existe une sous-suite extraite paramétrée par n — 0 telle que:
1
Oy

*
AN

ISEN

dans L%(Q) faiblex

La sous-suite des solutions associées vérifie

Uy = u dans Hy(Q) faible ; (2.27)
d d
Uy w o, O dans L*(Q) faible ; (2.28)

Oy, =a, — —a
K " dx dx

ot u est la solution (unique) du probléme auz limites

ue HHQ), (2:29)
L@y = f dans 70 (230)
a<a<p (2.31)

Autrement dit, pour N = 1, le probléme limite (2.29)-(2.31) est du méme type que
le probleme initial (2.25)-(2.26) avec la restriction que a # @ en général. On peut
donc formuler la conjecture: si N > 1, soit la suite de matrices (A%) € L>°(Q)V*N
équicoercive suivant A° > a1, d’inverses (bien définies a cause de 1'équicoercivité)

14



uniformément bornées suivant |[|(4%)7| < L Alors, au moins pour une suite

extraite (A7), vérifier que ’
(ANt 2 A7 dans L¥(Q)VN faible x

et que la suite associée des solutions u” converge faiblement vers u solution d’un
probleme aux limites analogue au probleme de départ de matrice A . Dans la suite on
va montrer que cette conjecture est fausse. On commence par un cas ou les résultats
de la dimension 1 sont aisément transportables quand N > 1.

2.4 Lecasdesstructuresen couches

Une structure en couches peut étre modélisée a 'aide de matrices A®(z) = A®(z1)
ne dépendant que d’une seule composante apres un changement de variable adéquat.
L’étude est alors une adaptation des résultats déja obtenus si on suppose en outre
que A € L®(I)N*Y pour un intervalle de R donné. En termes des coefficients, on
impose que

AS e L®(), i, j=1,---,N (2.32)

avec
A5l < B pp.en x €l (2.33)
Ve > 0 (2.34)

On fait aussi ’hypothese d’équicoercivité
A >al, pp.en x, €1 (2.35)

On se propose de passer a la limite quand ¢ — 0 dans un sens a préciser.

Notant ¢ = A Du, on peut écrire que

N
of = Y A5 (Du); (2.36)
=1
N
= Y A 0w (2.37)
=1
= A} 01 u° + Af, 0, u° (2.38)

avec la convention des indices répétés. L’hypothese (2.35) est une hypothese sur
la forme quadratique canoniquement associée a A° et elle induit en particulier que
As, = Afep -1 > aley|” = o, ie., compte tenu de (2.33)-(2.34):

0<p, B>A, >« (2.39)
) 1 1 1 . . .
Il en résulte que — < — < —, et on obtient ainsi un premier résultat de convergence
n @
(faible), au moins pour une suite extraite en 7:
1 « 1

Aﬂ(ml);A_n dans L°°(I) faible =x. (2.40)
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avec 'estimation

Cela permet de passer a la limite dans (2.36)-(2.38) réécrit sous la forme

1 As
dut = —of — 20, (2.42)
11 11

avec O0;u® — Oyu dans L*(Q) faible tandis que le dernier terme est aussi

Aia($1) €
%l gy ) (2.43)

Les résultats déja obtenus ont montré que u® = u dans H(Q) faible, de sorte
que le théoreme de Rellich entraine que u® — w dans L*(Q) fort. On peut main-
tenant passer a la limite dans (2.43). En effet, pour une suite extraite en ¢ = n,
I'encadrement (2.39) et le résultat de convergence (2.40) entrainent que

Ala(21) AAla(xl)
Aly(w1)  Aa(r)

= Bj, dans L*(I) faible x (2.44)

ou A, est défini par I'égalité A;, = Bi, A1 . On en déduit que
Ala (1) ul A Ata(71)

u dans Z(Q)
A" Al ”
puis, par continuité de la dérivation au sens des distributions:
Al (z1) Ara(z1)
D (2 ul) B 9, (== u) dans Z/(Q
PR N ”
Il reste a montrer que
1 1
— o] B — . 2.45
A7171 01 All 01 ( )

Admettant pour le moment (2.45), on passe a la limite dans (2.42) quand e =9 — 0,
soit

1 Ala

u=—0o - 2

o 1, Jou dans Z(Q) (2.46)

i.e. encore o1 = Ay 01w+ Aip Opu = AjjOju. On regarde maintenant o5 . Par
définition:

0§ = A5 0;u° = A5 0\uf + A5, Oau° (2.47)
As As
= 0ot 4 (e Ay + A5, Ouu’ (2.48)
11 All

Le passage a la limite dans (2.47)-(2.48) s’effectue grace a la Proposition suivante,
qui se vérifie a la main:
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Proposition 2.6 Si une suite (°(x1)) vérifie
Ve (z1) = (xy) dans L*°(I) faible
et si oy est la limite (faible) de o dans L*(Q2), alors
Ve (z1) 0 > p(xy) oy dans L™(Q)  faible *

n xX
ﬁ?i((wi)) , analogue de (2.44) est vrai, soit

Agl(afl) iAm(%l)
Al (v1)  Api(z1)

En effet, pour ¢ =

dans L%(I) faible . (2.49)

Al (x
et la Proposition 2.6 s’applique avec ¢ = Aﬁlgxi; pour donner
Bl

Ag1(x1> JUIEN Api (1)

dans L™>(Q)) faible x.
o) " Ao () fi

I en résulte en particulier, pour le second membre de (2.47)-(2.48):

A717a n n * Ala
(_A_rlzl Ap +Az) — (_A—n Apt + Apa) (2.50)
dans L>(§2) faible . (2.51)

Mais la régularité (2.32) et I'encadrement (2.41) entrainent, par Rellich et compte
tenu de (2.50):

Al
(- + L) o 252

11

w, Ala
KLY (_A_ Agi + Agg) Oau (2.53)

1
dans L*(Q) faible. (2.54)

et finalement, le passage a la limite dans (2.47) a lieu pour toute la suite, a cause de
I'unicité de la limite connue

05 = 05 =An0;u dans L*(Q) faible.

Remarque 2.7 La conjecture selon laquelle la suite des matrices inverses (A1)
convergerait vers l'inverse de la limite faible est fausse, comme le montre le contre-
exemple qui suit.
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2.5 Contre-exemple ala conjecture

Pour fixer les idées, on choisit N = 2 et on considere la suite de matrices donnée

par:
CLE(ZE1) 0 ) €
< a¢. <
("0 wey) asd=s
Soit:
1 .1 .
E;a dans L*(Q) faible x; (2.55)
a® > a dans L>(€) faible . (2.56)
Alors:
Ayt OV e O (e O\ e il 2.57
()—<0a%> oé_(()@) s LE(Q) fuible e (257

La conjecture dit que o = a Du . En effet, rappelons que: Aj; =a°, A, = A5, =0,

= N ALH dans L*>(2) faible *, de sorte que A;; = a. De plus:
0= j—% t ﬁ—ﬁ =0 dans L*(Q) faible *, d’'on A;2 = 0. On obtient de méme que
A9y = 0. Il reste a étudier la limite de A5, — A%; 21
vérifie (2.56). On sait de plus que le deuxieme terme converge au sens suivant:

A5, = a®, et que

. Le premier terme est a® qui

AT Ay« Az An

Fil All

=0 dans L*> faible =x (2.58)

De (2.58) et (2.57) il résulte aussitot que Agp = a. En conclusion, on a montré que

o= (% g) Du # a Du (2.59)

des que Osu # 0, et la conjecture est fausse.

Remarque 2.8 En particulier, on voit ainsi que ’homogénéisé d’un matériau n’est
pas nécessairement isotrope. FEn effet, on rappelle qu’un matériau de loi de com-
portement q = AN est isotrope si et seulement si |q| = c|A|, VA. Autrement dit,
la matrice associée est proportionnelle a la matrice identité (c’est la matrice d’une
homothétie), soit A =al avec a € L>®(9Q).

Ici, on a vu que 'homogénéisé est caractérisé par la relation (2.59) ot a # a en
général.
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2.6 Démonstration du Lemmetechnique

On rappelle le résultat laissé en plan:

Lemme 2.9 On fait les hypotheses suivantes:

ut dans H(Q)  faible; (2.60)

—div(A* Du’) = f dans D'(Q); (2.61)
o° 2o dans L*(Q)N  faible; (2.62)

A%(x) = A(xq). (2.63)

Alors, si ¢ =(x1) vérifie
P (z1) = p(x1) dans L®(Q)  faible*

on a:

V(1) 0 Bap(x1) oy dans L*(Q)  faible. (2.64)

Remarque 2.10 Pour simplifier le raisonnement, on fait [’hypothése supplémentaire
que f € L*(Q), ce qui permet de remplacer (2.60), (2.61), (2.62) par

f € L*Q); (2.65)
—dive® = f; (2.66)
o] — oy L*(QY)  faible (2.67)

et on veut alors montrer que (2.64) est vrai.

Preuve. On considére un pavé Q = [; x Q" C Q ou I[; est un intervalle de R
destiné a contenir la variable z;. Alors, (2.67) entraine

o %oy L*Q) faible (2.68)

et on en déduit que 9105 = f—0,0% est borné dans L?(I;; H1(Q')) . A cet endroit,
on fait intervenir un théoreme di a J.P. Aubin et J.L. Lions

Théoreme 2.11 Soit Vo, Vi deux espaces de Banach “convenables” avec l'inclusion
compacte Vo C Vy. Si (uf) est une suite bornée dans L*(0, T; Vy) et si Oy est
borné dans L*(0, T; V1), alors u® est dans un compact de L*(0, T; V1) ( et méme
dans un compact de I'espace interpolé L*(0, T; (Vo, Vi)a , pour un réel 6 €]0, 1] ).

Du Théoreme 2.11, on déduit que
o° — o, L*(I;, HYQ)) fort
Soit ¢ € 62°(Q’) . On a
| v otot) =< of, @) o) >

olt Uexpression 1¢(z;) p(x') est dans L?(I, HY(Q')) . [
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Remarque 2.12 On montre de méme que
V(1) 0F = V() 03,

mais ce résultat est faux pour V°(xy) o5 .

20
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3 COMPACITE PAR COMPENSATION

3.1 Bilan

On commence par une synthese des résultats acquis.

Ainsi, Q@ C RY est un ouvert borné de RY | (A®) est une suite de matrices
de L®(Q)N*N uniformément bornée dans L®(Q)¥*N par une constante 3 > 0,
équicoercive de constante de coercivité a > 0, i.e.:

1A% < B, (3.1)
A* > al. 3.2
Soit f € H () et soit u® solution de:
ut € Hy(Q); (3.3)
_div(A D) = f, D(Q). (3.4)

Alors, sous les hypotheses (3.1)-(3.2), la suite des normes (||u®|,,,) est bornée et il
0

. . / /.
existe une sous-suite (u®) vérifiant

ut Ao, H(Q) faible; (3.5)
o = A DuF Lo, L*(Q)N  faible. (3.6)

De (3.4) et (3.5)-(3.6), on déduit que la limite faible o est solution de 1'équation
linéaire
—dive = f, D'(Q).
Mais on ne connait pas a priori de relation simple entre les limites faibles o et u
(en particulier Du ).

On a toutefois établi que pour des suites extraites paramétrées par ¢”, on a le
résultat de convergence faible:

A L)Y faible  *; (3.7)
AT A L®(Q)VN faible  * (3.8)

u
et que dans le cas particulier ou N = 1, on a la relation explicite o = A e Hormis
T

ce cas exceptionnel, le tenseur limite ¢ ne coincide pas en général avec A Du ou
avec A Du, comme on ’a vérifié pour les matériaux en couches dans le paragraphe
précédent.
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3.2 Position du probleme

Le probléme est désormais posé de la fermeture de la suite des problemes (3.3)-(3.4),
qui équivaut a celui de la fermeture de la suite des matrices A°. Plus précisément, a
tout couple de constantes > 0, («, v) € R™ x R | on associe la classe de matrices

Ma, 7)) ={Ac LQ)NVN . A(x)>al, (A)'>~1} (3.9)

Remarque 3.1 L’ensemble de matrices (3.9) est non vide, Yoo > 0, Yy >0, car si
A€ L®(Q)N*N est coercive au sens ot A(z) > oI, p.p. dans 0, alors son inverse
A1 existe p.p. dans €.

On se propose de montrer que .#(c, «y) est stable pour le processus étudié. Pour
cela, on commence par établir que

Proposition 3.2 Pour toute matrice A € .#(«, y), on a les estimations:

1
1A, . < —; (3.10)
L y

A>~I (3.11)

Preuve. Soit A € RY. On pose £ = A ). Alors, par définition de ~:
2 _
YIS ATIEE =6 <A [¢]

d’out il résulte que [£] < %|)\\ , i.e. (3.10). De plus, si A > al et [|A] . < %,
alors A > a~?. En effet: de la relation £ = A\, on déduit que A1 E=X-¢ et
AN A=)\ & avec [£] < % |A| . De cette derniére estimation et de la coercivité de
A, il résulte que:

AT e= AN A= a A’ = oyl

On peut désormais énoncer le résultat fondamental:

Théoréme 3.3 De toute suite de matrices (A®) € .# (v, v, Q) , on peut extraire une
sous- suite (A") et trouwver une matrice A° € 4, v, Q) t.q. Vf € H1(Q), les
solutions (uniques) de

—div(A"Du") = f, D(Q), (3.12)
u’ € Hy () (3.13)
vérifient
ul =, HY () faible (3.14)
A" Dym - A° Du, L*(Q)N  faible (3.15)
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ot u est solution de

—div(4A°Du) = f, D), (3.16)
u € HHQ) (3.17)

En outre:
A" Du" - Du" A A’ Du- Du  D'(9),

au sens de la topologie faible o(L'(S)), ()

[

Remarque 3.4 Awvec les mémes notations que plus haut, cela revient a établir [’existence
d’une relation entre o et u a laide d’une matrice A° sous la forme o = A° Du .

Remarque 3.5 Le résultat fondamental du Théoréme 3.3 affirme l'existence d’une
suite extraite indexée par n et d’une matrice A° wvérifiant (3.12)-(3.17) pour tout
second membre f ayant la régularité suffisante. Autrement dit, on établit ainsi une
caractérisation du matériau “limite” au moyen de la suite extraite en n et de la
matrice A° .

Remarque 3.6 Le choiz du paramétre n est essentiel. En effet: soit Ay, = 21,
Aogpi1 = 1. Alors la suite des solutions (u,) est donnée par

—Aug, = —A U2n+1 = f

57
ce qui montre bien la nécessité d’extraire.

Remarque 3.7 La limite est unique: plus précisément, elle ne dépend pas de la suite
extraite (u") et on a ainsi défini une nouvelle topologie, dite "de la H-convergence”.

Le résultat principal est contenu dans le
Théoréme 3.8 La classe .4 («, 3, Q) est compacte pour la topologie de la H-convergence.

Definition 3.9 Une suite de matrices (A®) H-converge vers une matrice A° | et

on note A° A A% si et seulement si: Vf € HY(Q), les solutions du probléeme
(3.12)-(3.13) avec n = e vérifient

ut 2w HY(Q)  faible; (3.18)
A Dut 2 A" Dy LAQ)N  faible; (3.19)

ou u est solution de (3.16)-(3.17).

Remarque 3.10 On verra dans la suite que la topologie de la H-convergence est
associée a une métrique. Ainsi, on peut désormais passer a la limite dans le produit
0 = A® Du® vu comme produit de dualité entre la topologie de la H-convergence pour
la suite (A) et la topologie faible dans L*(V)N pour la suite (uf) .

Remarque 3.11 La matrice A° calculée par H-convergence est indépendante du
second membre f € H Q). On va voir qu’elle est aussi indépendante de ['ouvert
Q et des conditions aux limites.
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Proposition 3.12 La matrice A° calculée par H-convergence est indépendante de
UVouwvert . Plus précisément, Si (A%) est une suite de matrices de (v, vy, S2)
H-convergente vers A° dans .#(c, 7, Q) et si w C Q est un ouvert de RY | alors
la suite (A®) H-converge vers la méme matrice A° dans #(«, v, w) .

Proposition 3.13 La matrice A° calculée par H-convergence est indépendante du

choix des conditions aux limites. Plus précisément, soit (A®) une suite de matrices
de A (a, vy, Q) H-convergente vers A°, soit (v°) une suite qui vérifie:

v* By HYQ)  faible, (3.20)

—div(A*Dv°) = f€ 2 f  H Q) faible. (3.21)

Alors, toute la suite (v°) vérifie
A® Dt 2 A’ Do, LA(Q)N  faible.

De plus, ’énergie associée converge au sens suivant:

A®Dvf - Dvf 2 A°Dv-Dv, D) faible (3.22)
ou l'on rappelle que D' () est la topologie faible o(L'(Q), €2°(0))

C

Remarque 3.14 On montre un résultat analogue en théorie de la thermo-conduction
ou de la thermo-élasticité, la principale modification venant de l’introduction de la
température 0° dans les équations du probleme initial qui deviennent:

—div (A°Du* + 5°6°) = f, (3.23)

—div (K*® D6°) — ° Du® = g. (3.24)

On introduit ainsi un couplage entre les matrices A® € (L) N*N | K& € (L) N*N |
et le vecteur (3° € (L®)N . Les conditions auz limites sont représentées par les
appartenances u® € H}(Q), 6° € H(Q). Alors, en multipliant les deux membres

des équations (3.23)-(3.24) par Duf et DO° resp. et en intégrant sur S0, on obtient
les égalités d’énergie:

/ A Duf - Duf 4+ / B Duf-0° = (f, u); (3.25)
0 0

/KED@E-Dee—/ﬁaDuf-es = (g, °). (3.26)
Q Q

On en déduit les estimations a priori qui permettent de conclure comme plus haut.

La Proposition 3.13 signifie qu’il y a convergence de 1’énergie (3.22) au sens suiv-
ant:

/cpAaDvs-Dv6 da:—>/g0A0Dv-Dvd:v, Vo € 6.°(Q)
Q Q

qui coincide avec la convergence faible o(L'(2), L>), et pas seulement au sens des
distributions D’'(2). Ce fait est une conséquence du résultat de régularité du a
Meyers[4] qui suit:
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Théoreme 3.15 Les solutions du probléme

—div (A%) Du® = f, D'(Q); (3.27)
ut € Hy(Q). (3.28)

sont bornées dans Wy (Q) pour un certain p > 2 et Q suffisamment régulier dés
que [ est un peu mieuz que H1(Q).

Remarque 3.16 On pourra se reporter a la démonstration de De Giorgi dans [3, 9]
pour la spécification des restrictions.

Remarque 3.17 Le Théoreme 3.15 se généralise auxr systémes et aux équations
différentielles d’ordres supérieurs sous des hypotheses de trés forte ellipticité (en parti-
culier plus fortes que les hypothéses usuelles de Legendre-Hadamard). Plus précisément,
on peut généraliser au probleme suivant: Trouver v solution de

—div (A Dv) =g, ve  Hy()™ (3.29)
avec Alz)€-€>ale)®, vEe RV, (3.30)

Le Théoreme 3.15 nécessite en particulier que €2 ait un bord régulier. Soit donc
2 borné de bord régulier, A € .Z(«, v, ). Soit G, 'opérateur de Green défini par
G: feHYQ)w—u=Gfe H}Q) solution de

—div(ADu) =g, D'(Q).

L’existence de G résulte du théoréeme de Lax-Milgram qui dit que G € A H1(Q), H}(Q))
et que c’est un isomorphisme de H~'(Q) sur H}(Q). On a I'estimation

1
1G]] <

LIH-YLHY) = o
Par le Théoreme 3.15, il existe pg > 2, t.q. G induit un isomorphisme
Gp: WHP(Q) — WyP(9)
Vp t.q. pp <p<po, po=pole, 7, Q) et
G gy < € = € 0,7, p)
Remarque 3.18 L’espace dual H=(Q)) peut étre défini par
feH Q) < f=—div(g), geL*(Q)".
De méme, on a
fewW Q) <« f=—div(g), geL’(Q)".
Si ge LP(QN, p>2, alors
u=GgeW(Q), py<p<p < -+oo.
Alors, le produit A" Du" - Du" , avec A" € (L>®°)N*N - Dum € LP(Q)N | est borné
dans LP/*(Q), donc convergeant dans LP/?(Q) faible.
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Remarque 3.19 Dans le cas particulier ou les coefficients sont réquliers, alors py =
+o0o dans la Remarque 3.18. En effet, —Au = f € WHP(Q) dés que u 0 = 0 et
que ) est régulier.

Remarque 3.20 Lopérateur G, : W12(Q) — W'P(Q) introduit plus haut est
défini sur Uespace W=1P(Q) qui est distinct de W7 (Q) . En effet: soit u solution
de

—div(ADu) = f; (3.31)
u e WyP(Q). (3.32)
Alors, le second membre f est dans W=1P(Q).

On a le résultat local:

Théoréme 3.21 Soit A € #(«, v, Q), Bar C Q une boule ouverte de rayon 2R >
0 avec 0 < R <1 et soit u solution de

—div(ADu) = f €D (Bagr); (3.33)
u € H'(Bag). (3.34)

Alors, il existe py = po(a, v) t.q. ¥Yp <po:

f €W (Byg) — u€ WY (Bg); (3.35)
lullyrozy < Cles v DYl yins, (3.36)

Preuve. C’est une conséquence du Théoreme 3.15 appliqué avec pu, ¢ € 6°°(Bagr) ,
8Bp

Remarque 3.22 Dans certains cas, on peut expliciter la matrice homogénéisée.
Ainsi, pour

A 0 0 A 0 0
A = 0 )\2 0 ou 0 )\3 0
0 0 X3 0 0 X
on peut obtenir
A 0 0
A=10 pu 0
0 0 u
Ao+ A
ou L = 2; S est la moyenne arithmétique.
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4 APPLICATION: LELEMME DIVERGENCE-ROTATIONNEL

Dans ce paragraphe, on se propose de développer un cas particulier tres utile dans
les passages a la limite non linéaires.

41 Lereésultat

On commence par énoncer le résultat principal dans le

Théoreme 4.1 Soit Q2 C RY un ouvert borné. Soit

o Lo, LAQ)N  faible, (4.1)
g =g, LAY faible,

avec en outre:

div (o) compact dans H *(Q), (4.3)
rot (¢°) compact dans H(Q)NN. (4.4)

Alors:
N N
o g° :Zafgf KU'Q = ZUz’Qi D/(Q)
i=1 i=1

ot l'on rappelle que la convergence dans D'(Q2) signifie que

N
Vo € 6°(), /Q(Ue-gs)wdfﬁH Q(Zaigi)sodév
=1

Remarque 4.2 Moyennant une hypothése supplémentaire, on peut établir une réciproque
(cf la Remarque 4.4).

Remarque 4.3 Les hypotheses sur div (+) et rot (+) sont toutes deux indispensables.
Plus précisément, st on suppose seulement que:

ut Bou, L*(Q)  faible

alors, la limite de |uf|> dans Z(Q) west pas |u|” en général. En fait, la propriété
essentielle sous-jacente est liée a la compacité de div (o) et de rot (¢°) .

Remarque 4.4 La réciproque évoquée dans la Remarque 4.2 peut s’énoncer comme

suit: Le théoreme 4.1 donne la forme de l'unique application non linéaire passant a
la limite. En général:

Jigiﬂalgl"i‘,ul

ot py est une mesure # 0. Par contre, si on définit de méme les mesures i;,
t=1,---,N,ona >; ;1 =0.
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Remarque 4.5 Plus généralement, on considére une fonction F: RN xRY - R,
continue, t.q.

F(o®, g°) = F(o, g) D'(Q) (4.5)
V(o%, ¢°) t.q. o So L)Y faible x; (4.6)

F g L)Y faible (4.7)

avec div (6°) compacte dans H (), (4.8)

rot (¢°)  compacte dans H*(Q)NN. (4.9)

Alors
F(o,9)=co-g+a-c+b-g+d

o c€R, a, b€ RN, d cR sont des constantes. Autrement dit: si o et g sont
mesurables, alors F (o, g) est aussi mesurable. Par exemple: si 0 et g° sont dans
L>(Q) (resp. bornés), alors F (0%, ¢°) est aussi dans L>(Q2) (resp. borné). Ainsi,
pour o¢ et g° convenables, on passe a la limite quand € — 0 et on obtient

F(o,g9) = lmF(o%, ¢°) = (4.10)
= co-g+ terme linéaire (4.11)

et Uexpression (4.10)-(4.11) de la limite est unique au facteur multiplicatif ¢ pres,
de sorte que le Théoreme 4.1 caractérise la seule fonction non linéaire jouissant de
cette propriété.

4.2 Deémonstration du Lemme Divergence-Rotationnel
On commence par un cas particulier: soit
¢ =Dz " g HYQ) faible.

Alors, rot (¢°) = rot (Dz°) = 0 est évidemment compact dans H~'(Q) . Toutefois,
cette hypothese n’est pas restrictive, car les difficultés se concentrent dans le terme
rot (-) . Alors:

o° Ao, LAY faible; (4.12)
div (¢°) = f* — f =div (o) H(Q) fort. (4.13)
En effet, soit ¢ € €2°(€2). On a
/ po-Dzf = — / 0% Doz — y-1(div (0°), ¢ 2°) (4.14)
Q Q
ou l'on rappelle que
02" 2oz, Hy(Q) faible. (4.15)
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De plus, par le théoreme de Rellich,
2 —z L*Q) fort,

donc on passe aisément a la limite dans le premier terme du membre de droite de

(4.14):
/05-D¢z5—>/0-Dgoz. (4.16)
Q Q

On reporte (4.15) et (4.16) dans (4.14) pour en déduire que

lim gpaS-DzE:/gpa-Dz.
Q )

e—0

Réciproquement, on suppose que
F(of, ¢°) = F(o, g)

et on se propose de calculer la limite faible F'(o, g). Pour cela, on se donne une

direction ¢ € RY et on pose 0° = oy (resp. 02), ¢° = £ (resp. —&) si ke <
€ €

r-&E<ke+ 3 (resp. k8+§ <z-£<ke) Yk €Z. Celarevient a définir (o°, ¢%)

comme suit: 0° = x“o; + (1 — x°) 02 ou x° est définie a partir du prolongement

1
périodique x de la fonction caractéristique y t.q. x(t) =1 si 0 <t < R x(t)=0

1
si 3 <t<1 par x*(z) = )‘((%5) . Un résultat classique est que

o= % L*(Q)N  faible *
On en déduit que
RN ;"2 LN faible « (4.17)
¢ 2g=0 L*(Q)Y  faible * (4.18)

Plus géréralement, pour 6 €]0, 1] fixé, on se donne ¢ € %.(R), affine par
morceaux (pratiquement, ¢ est homothétique a la fonction chapeau), nulle hors de
[0, 1], dont la dérivée ¢’ prend la valeur constante % (resp. —fle ) sur 0, g[ (resp.
sur ]g, 1[). Si @ est son prolongement périogique & R3 | on pose ¢°(r) = 6@(%’5) ,
puis on définit ¢° = Dy®. o° est défini de maniere analogue a ’exemple précédent,
avec x(t) =1 (resp. 0)si 0 <t <@ (resp. § <t <1). Désormais

o° Do=00,+(1-0)0, L*(Q)Y  faible * (4.19)
¢ 2g=0 L(Q)N  faible (4.20)
En effet: ¢
L
g =Dy = %0/(?) g3



Soit (01 —09)-& =0. Alors div (6°) = 0 partout dans  (incluant les interfaces
E€=0,&=1—-0.) Deplus, on a

F(o*, ¢°) % 0 F(or, 5) + (1= 6) Floy, —>2) = Flo, g)

avec 0 =001 +(1—0)oy et g=0, VE €RY | Vo, t.q. (01—02)-£ =0, VO € [0, 1].
Apres dérivation, on vérifie que F' est de la forme annoncée.

4.3 Consequence: la convergencedel’ énergie.

On commence par le résultat principal.

Théoréme 4.6 Soit

T 2w, HY(Q) faible, (4.21)
—div (A° Dv¥) = f¢ — f, H(Q) fort. (4.22)

On suppose en outre que pour une suite extraite

AT D =0 Lo, LAY faible, (4.23)

Alors toute la suite vérifie (4.23) et la limite est unique, donnée par o = A” Dv dans
D'(Q) . De plus, le Lemme div-rot montre qu’il y a convergence de l’énergie

o0°-Dv° = A°Dv* X o-Dv=A"Dv-Dv, D(Q)

Preuve. On commence par montrer que toute la suite converge au sens de (4.23).
Supposons qu’on ait extrait une sous-suite en 1 > 0 t.q. il existe des fonctions w,

)

i=1,---, N, quil existe A° € L2(Q)N*Y vérifiant
w] 2 x;,  HY(Q) faible, (4.24)
—div (A" Dw!) € compact dans H (), (4.25)
A" Dw] 2 A%, L*(Q) faible. (4.26)

L’hypothese (4.24) pourrait étre remplacée par

Dw] % e;, L*(Q) faible. . (4.27)

Dans (4.26), la limite faible existe car A" est bornée dans L*°(2) et que Dw;] est
borné dans L?(Q). Sous les hypotheses (4.24), si u” est solution de (3.12), on a
AT"Du" A AY Du,  L*(Q) faible; (4.28)
AT Dy 2 A Dy, L*(Q) faible, (4.29)
en l'absence de conditions aux limites. Mais ¢ = A° Dv® est borné dans L?(Q)",
donc il existe une sous-suite extraite de la suite en 7, notée &', telle que
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of Lo LHQN  faible (4.30)
! ! N / / N !
(0 = A _NDuf)-(Dv® =Y NDui))>0 pp. (4.31)
=1 i=1

Ce dernier point mérite d’étre précisé. En effet: on note X = SN, N\ Dws | de
sorte que le membre de gauche de I'inégalité (4.31) se réécrit comme

(A Dv¥' — A% X&) - (Do — X7))

qui est une quantité > 0 par 'uniforme ellipticité de A°’ (A" >al, a>0). De
(4.27) et (4.30) on déduit que

N
AT Dv" — AT XT B~ A" (D Ne) LA(Q) faible (4.32)
=1

Dans la suite, on pose
N
i=1

Alors, le méme raisonnement montre que le deuxieme facteur dans (4.31) converge:
Dv¥ — X¥ % Dy — ) L*(Q) faible (4.34)

De plus, rot (DUS/ - X 8/) = 0. On applique le Lemme Divergence-Rotationnel pour
passer a la limite quand ¢ — 0:

(0—A°X\)-(Dv—)) >0, D(Q) oupp. pp. (4.35)
Pour terminer, on se place en un point de Lebesgue, i.e. en un point z( fixé hors d’un

ensemble exceptionnel de mesure nulle. On écrit que (4.35) est vrai en particulier au
point zq , soit:

(o(xg) — A%(z0) A) - (Du(xg) — A) >0, VA eRY. (4.36)

On en déduit que
o(xg) = A Du(xy). (4.37)
En effet: avec le choix A = Du—tpu, p € RV, ¢+ >0, de A\ dans (4.36), on obtient
(0(z0) — A%(wo) Du(wo) + A%t p) - (tp) >0, Vt>0,VuecRY. (4.38)

On divise le membre de gauche de (4.38) par ¢ > 0 et on fait tendre ¢ — 0 dans le
résultat, ce qui donne:

(o(zo) — A%(z0) Du(x0)) - 1 >0, VueRY. (4.39)

On change p en —p dans (4.39) pour conclure que (4.37) est vrai en tout point de
Lebesgue zg, donc que 0 = A° Du . D’autre part, la limite ne dépend pas du choix
de la suite exrtraite, donc toute la suite en 7 converge. En particulier, pour tout
suite extraite 7:

A" Dy % A° Dy, LA(Q)N faible, (4.40)
AT"Dy? B A’ Dy, LAH(Q)N  faible. (4.41)
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Pour terminer, il reste a montrer qu’il existe une suite extraite n t.q. Vi =1, ---, N,
7 solution de

—div (A" w}) compact dans H *(Q), (4.42)

AT Dwl B A%, LA(Q)N  faible. (4.43)

il existe w

Or, on vérifie que A° € L>(f) est coercive. En effet, supposons A" construite t.q.

A" H A% Alors, pour

N
2T=Y"Nw!, NeRY, (4.44)
=1
on obtient:
N
D" A3 Neg=X LX)V faible; (4.45)
=1

/ A" D" D2"dx > « / |Dz’7]2 pdr, VYpeEr(Q), ¢>0. (4.46)
0 0

On passe a la limite dans (4.46) quand n — 0 grace au Lemme Divergence-Rotationnel.
En effet: div (A7 Dz") a le bon comportement par hypothese (4.42), compte tenu de
la définition (4.44), et (4.45) entraine

ATD" B AN LA(Q)Y faible. (4.47)
Il en résulte que
lim [ o A" D2"- Dz" dx = / AN\ dx (4.48)
> liminf o / ]Dz”\Q pdr >« / |>\\2 o dr, (4.49)
Vo € 6°(2), ¢ >0. (4.50)

Faisant varier ¢ € 2°(Q2), © >0, on obtient
AN A>alA°VAERY,  pp.en zeQ,

ce qui équivaut & A°(z) > a1, p.p. dans . Ceci montre en particulier que A°(x)
est inversible, p.p. dans Q. Montrons que l'inverse (A°%)~! est équicoercive. Pour
cela, on remarque que la suite des inverses (A”7)~! étant équicoercive de constante
v >0, on a aussi

/ AT 2N dx = / 0 (ANt 0" da (4.51)
Q Q

> / oo (4.52)
Q
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et il suffit de passer a la limite en n — 0 car (4.47) entraine, par une nouvelle
application du Lemme Divergence-Rotationnel:

lim /@A”z"-z" dx:/goa-)\dx (4.53)
0 0

n—0

= lim [ (A" o7 0" deliminf’y/@’Un|22/%0\a|2 (4.54)
=0 Jq n—0 Q Q

avec 0 = A°X. Donc, (4.53) se rééerit

/QDAO/\-)\CZZE:/QD(AO)_IO'-O'CZI'Z*}//(,0|0'|2, Yo >0 (4.55)
Q Q Q
Alors, en tout point de Lebesgue z( fixé:

(A%)"Y(wo) o(wo) - o (w0) > v]o(xo)|”,
donc
(AO)_1<QT0) >~I, Yo, pp.en xg€ ),
soit encore: (A°)™!'>~1T, c.q.fd. [

Dans la suite, on a besoin du

Lemme 4.7 Soit Vi (resp. V), un espace de Banach séparable (resp. réflexif
séparable), soit S € LV, Vo), |||S¢]l| < Co, Co constante > 0. Alors: In >0,
1S € AV, Vo) L.

VieV, S"f2Sf Vo faible (4.56)
et 1IS11] < Co. (4.57)
Preuve. Le raisonnement fait intervenir des arguments classiques. En effet: (4.56)

signifie que (S%) converge simplement, faiblement vers S. On conclut avec une
sous-suite diagonale. Plus précisément: V) étant séparable, il existe X C Vi,

dénombrable, dense, soit X = {xy, x9, ---, } . Alors, d’apres (4.57), on a l’estimation
uniforme
1S5zl < ST ] (4.58)
< Co|z|, VieN. (4.59)
On extrait une suite diagonale, notée n, t.q. (n —0):
STx; 5 L(x;), Vo faible, VieN fixé (4.60)

Or la boule unité d’un espace de Banach réflexif et séparable est faiblement compacte.
Soit v € Vi ; on définit L(v) comme suit. La densité de X dans V; fournit une
suite (y;), y; € X, t.q. y; — v dans Vi. Alors, la suite (L(y;)) est de Cauchy
dans V5. En effet:

157 y; — S welly, < Coly; — il (4.61)

ou Cp > 0 est donnée par (4.57). Alors, passant a la limite quand 7 — 0 dans
(4.61) en tenant compte de (4.60), on en déduit que

1LCy;) = Lyi)lly, < Coly; — il
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La suite de Cauchy (L(y;)) est convergente dans V; fort et sa limite coincide avec
L(v) a cause de (4.60). La limite L(v) ne dépend pas de la suite y; — v. En effet:
soit y; — v dans Vi, y; € X. On a aussi

15" y; = S" g5l < Coly; — w5l
d’ou, apres passage a la limite quand n — 0:
1L(y;) — L(i)lly, < Coly; —
ce qui permet de conclure. Il est immédiat que L ainsi défini est un opérateur linéaire

de Vi dans V4 et que ||[L(v)|| < Cp|v|. 1l reste a vérifier que S = L € AV, ;)
est 'opérateur qui nous intéresse, et en particulier que

Shf A Sf  dans V, faible, Vf € V. (4.62)

C’est vrai par construction pour tout f € X . On conclut dans le cas général par un
argument de densité grace a la décomposition

STf=8"f—-v)+ ST, wveV.
[
Remarque 4.8 La méme démonstration permet de traiter le cas d’un opérateur S¢
lipschitzien: on vérifie alors que l'opérateur limite L est aussi lipschitzien.

Remarque 4.9 La démonstration utilise la faible compacité d’un espace de Banach
(réflexif ): en fait, cette propriété se retrouve au moyen d’un raisonnement analogue.

Lemme 4.10 Soit V' un espace de Banach réflexif séparable et & >0, 7 > 0 des
constantes > 0. Soit T° € LV, V') une suite d’opérateurs t.q.

(T°v,v) > alol,; (4.63)
(T ) = Ff (4.64)
Alors: il existe une sous-suite indexée par n , il exviste TO € LAV, V') t.q.
(T00,0) > alol?; (4.65)
_ 2
(TN ) = Alfls (4.66)
et (T 2T, VeV (4.67)

Remarque 4.11 Le Lemme 4.10 est la forme abstraite du Théoreme que ’on veut
montrer. En effet, on en déduit ce dernier au moyen du Lemme de Lax-Milgram
abstrait et de linverse (T¢)7': alors, u® = (T¢)~' f est solution du probléme auz
limites que 'on veut résoudre. Quand € — 0, on cherche la relation entre u et f .

Remarque 4.12 La propriété
T5v 2 Twv, V' faible
est sans intérét pour le probleme étudié car on a

—div (A° Dv) & —div (A Dv) L*(Q)
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des que
A* XA L™ faible x

Ici, on veut la convergence de l'inverse (A°)~', donc aussi celle de (T°)~'. Or, la
convergence des inverses est une question délicate et il faut se méfier de la symétrie
—apparente— entre T¢ et (T¢)71.

Preuve.  Soit u° solution de T°u® = f, ie. w® = (T°)"!f. De I’hypothese
d’équicoercivité (4.63), on déduit que

_ 2

v, < (T°uf, w') = (f, v?) < |Iflly, Iy,
Le.

. 1
lelly, < Z WAl

Il en résulte que
1
—=Co

P .

1) gz <

Mais V' est un espace de Banach réflexif séparable, donc, d’apres le Lemme 4.10, il
existe n >0, Sp € AV, V') t.q.

VeV, (T 'f2Syf V Mfaible.
On veut montrer que Sy est inversible et prendre Sy =7°. Or:
(=1 H =711,
par 'hypothese (4.64). On obtient, apres le passage a la limite n — 0:
(S°f, £y =711l

Autrement dit: Sy est coercif, donc inversible d’apres le lemme de Lax-Milgram.
Soit Sp = (Tp)~*. On a encore:

_ 2
(T"u”, u") = aflul];,
ie. , ,
(f,u"y = (f, (") f) z @[, = a (@)~ fIl,
On passe a la limite quand 1 — 0 dans l'inégalité ainsi obtenue, soit
_ _ 12
(f, (@)= ) zal@)= 1,

car le membre de droite est s.c.i.:
2

(AT = all(T)

et ceci s’écrit encore
2

(T, u) > allul,

On a ainsi montré la premiere propriété. [ ]

4.4 Retour au problémeinitial et conclusion

Soit le probleme
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—div(A* Du®) = f, (4.68)
ut € Hy(Q). (4.69)

Pour w € H}(Q) donné, on peut trouver f dans (4.68)-(4.69) tel que
u’ Bw Hy(Q) faible

d’apres le théoreme abstrait. La démonstration du théoreme de compacité par com-
pensation sera terminée des lors que I’on aura tenu compte de la condition aux limites
de Dirichlet. Dans ce but, on considere un ouvert borné €2. On note B une boule
fermée de RY contenant la fermeture de ©: Q C B. On définit

Aa _{ AE7 Q’
~ lal, dans B(Q).
Soit a résoudre le probleme
—div(4A° Du) = f, D'(B); (4.70)
u* € H}(B). (4.71)

Le probleme (4.70)-(4.71) est bien posé, de la forme T¢ 45 = f ot T° € A H}(B); H'(B)),
le.

T° = —div (A% ).

On a les estimations suivantes:

(Tev, vy = (—div(A ), v) = / £ Dv- Do (4.72)
Q

> |Dol* = a o] (4.73)

e o v = UH&(B)' .

ainsi que:
(T ) = (f i) = / X Di - Dif (4.74)
Q
- / (A4)"1 (A° Dis) - (4° D) (4.75)
Q
> 4 / 145 Du > 111 (4.76)
= . Te e 2 . 2 1 ,

car f = —div(A°Daf) et ||F||H_1 = di&gf:FHU“LQ(Q)N' On en déduit le résultat

annoncé avec 3 et on peut énoncer: 3n > 0, 3T, € AHLB), H'(B)) t.q. Ty
soit un isomorphisme défini par cf(4.70)-(4.71):

—div(A"Du") = f, D'(B); (4.77)
! € HMB); (4.78)
" By = (Ty)™' f HL(Q) faible. (4.79)
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En effet: soit ¢ € €°(B): x;¢(-) € H3(B) dés que » = 1 dans Q et alors
x;¢ = x; dans Q. Avec le choix f; = To(xi ¥) du second membre, on a

4] = x;(x) Hy(B) faible.
On se restreint a €2 pour conclure.

Remarque 4.13 La derniére étape permet de tenir compte des conditions aux lim-
ites.

Remarque 4.14 On peut reproduire la démonstration avec d’autres opérateurs el-
liptiques uniformément elliptiques.

Remarque 4.15 Le théoréme de compacité de (e, v, Q) pour la topologie de la H-
convergence est di a Spagnolo[9] et la démonstration en est due a L. Tartar(1973)[10,
7]. Spagnolo[9] a aussi introduit la notion de G-convergence qui traite de la conver-
gence des opérateurs de Green pour des problemes du type:

—div(A® Du®) = f, (4.80)
w o= G f (4.81)

ou G° est par définition l'opérateur de Green associé. On étudie alors la conver-
gence simple faible de la suite des G°. Spagnolo[9, 3] a traité le cas des opérateurs
symétriques, L.Tartar[10] celui des opérateurs non symétriques. J-L. Lions[2] a in-
troduit I’homogénéisation comme variante de la H-convergence[5, 6, 7] avec des co-
efficients périodiques de périodes tendant vers 0. Enfin, De Giorgi/3] a développé
la notion de T -convergence: pour des opérateurs A symétriques, on considére le
probleme de minimisation associé:

min J(v), Je(v):/AaDv-Dv dx
Q

Par la T -convergence, on peut alors passer a la limite.
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5 ENCORE LA COMPACITE PAR COMPENSATION

5.1 Bilan et motivation

On commence par rappeler le premier théoreme de compacité par compensation déja
établi.

Théoréme 5.1 Etant donnée la suite de matrices (A®) € M(a, v, Q) , il existe une
sous-suite en n > 0 et il existe une matrice A° € M(a, vy, Q) telle que:

si v S HY(Q)  faible, (5.1)

avec  —div(A"Du") = 1. D'(Q), (5.2)
J= H(Q) fort, (5.3)

alors A" Dv" % AY Do, LA ()Y faible. (5.4)

Lors de la démonstration du Théoreme 5.1, on a établi I'existence de fonctions
tests w}, i=1,---, N, t.q.

1)

Dw! B¢,  L*(Q)N  faible, 5.5)
—div(A"Dw]) =g/ — ¢, H Q) fort, (5.6)
A" Dw! B A%, LAHQ)N  faible. 5.7)

A une telle famille (w]);—; ..., on associe la matrice P € (L*(Q2))V*¥ définie par:

P’e¢; = Dw!, i=1,--- N. (5.8)
On a alors la

Proposition 5.2 La suite (P") définie par (5.5)-(5.8) vérifie

PR LAY faible, (5.9)
AT P BAY 2NN faible, (5.10)
Epn AT pr A0 D)V (5.11)

Preuve. La convergence faible (5.9) est une conséquence de la définition de P" (5.8)
et en particulier de (5.5) dans cette définition. D’autre part, la convergence faible
(5.10) s’obtient par définition (5.1) de A°. 1l reste & montrer (5.11). Pour cela, il
suffit de remarquer que pour des fonctions régulieres ¢ € D(Q)Y , ¥ € D(Q)N , on a

/QA"Pw-PWH/QA%w

grace au Lemme Divergence-Rotationnel vis-a-vis duquel A" P"¢ (resp. P") a
une “bonne divergence” (resp. un“bon rotationnel”). [
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5.2 Ledeuxieme Théoreme

La suite de matrices (P") est un bon outil pour la construction d'un correcteur au
sens suivant:

Théoreme 5.3 Avec les notations de ce paragraphe, on a

Dv" = P" Dv +r", ot v=1 O(U”) au sens du Théoréme 5.1  (5.12)
'I']*)
avec 1 —0 L, (Q)N  fort. (5.13)

Remarque 5.4 Comme on [’a signalé en introduction du Théoreme 5.3, celui-ci
donne un résultat de correcteur

Remarque 5.5 Les fonctions-tests w; sont fondamentales en ce qu’elles permettent
de représenter toutes les solutions du probleme.

Remarque 5.6 Des problemes techniques pour établir ce résultat limitent la conver-
gence des correcteurs a un espace du type L .(Q). Néanmoins, il existe une autre
version— la bonne— du Théoréme 5.3 ne faisant intervenir que des espaces L? .
Revenant a ce dernier, la conclusion en est limitée par les faits suivants: i) la suite
|Dv"| est bornée dans L*(Q), ii) ainsi que la suite |P" Dv|, i) de sorte que le
correcteur 1" est étudié dans L'(Q), et on ne peut pas en augmenter la régularité,
sauf a utiliser un argument di o Meyers[4] pour obtenir une amélioration trés légére.
Le Théoreme suivant est la version améliorée annoncée cf Remarque 5.6.

Théoréme 5.7 Avec les notations du Théoréme 5.3, sii) Dv" € LYY avec q > 2
et siii) PT e LP(Q)NN avec p>2 et 1P|, < Co, alors:
=0 (L ()Y (5.14)
1

1 1
avec s=inf (2, r), —=—+— (Holder 5.15
Q1) L= (Hilder) (515)
En particulier, si p=q =2, alors on retrouve la régularité Lj,.(Q). Si de plus
/A"Dv"-Dv" dr — / A° Dv - Dv dx
Q Q

alors on peut supprimer “loc” et remplacer (L;,.(Q))Y dans (5.14) par (L*(Q))V .

loc

Remarque 5.8 Un cas particulier intéressant du Théoreme 5.7 est donné par la
situation suivante: soit u° solution de

—div (4° Dwf) = f, D'(Q); (5.16)
e HYQ). (5.17)

Alors, pour une suite extraite (n) :

Du"=P"Du+r" avec 17— 0, L*(Q)
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Preuve. On utilise la condition aux limites de Dirichlet. Alors
/ A® Duf - Duf dx = g (f, u")Hé.
Q

Or, par hypothese, il existe une suite extraite (n) telle que u” = u dans H'(Q)
faible ot u est solution de

—div (A" Du) = f, wu € Hy(%),

ce qui entraine:

a1 (f, Un)Hg — g-1(f, U>H3 = / A Du - Du dx
Q

par le Théoreme 5.1.

Remarque 5.9 On peut passer a la limite dans des problemes différents, comme on
le voit dans la suite.

Pour illustrer la Remarque 5.9, on considere le cas de la thermo-élasticité. Soit 2°
solution de

—div(A° D2 —¢°) =0, D'(Q), (5.18)
2£ € Hy(Q) (5.19)

olt la suite de matrices A° est H-convergente vers A° et & valeurs dans M(a, 7, Q).
On suppose en outre que le second membre dans (5.18)-(5.19) vérifie

9" € L), gl o <C (5.20)

ce qui entraine en particulier que la suite (¢°) est bornée dans H~'(Q), mais pas
forcément dans un compact de H (). Dans la formulation variationnelle de (5.18)-
(5.19), on prend 2° pour fonction-test, d’ott on déduit:

/ A* Dz - Dz dx = / g° - Dzf dx.

Q )

L’équicoercivité de la famille de matrices .#(«, v, €2) entraine 'estimation a priori:

2

a D], < gl D25l

de sorte que la suite (z°) est bornée dans H}(€2) . Pour une suite extraite (n):
215 2 Hy(Q) faible.

D’autre part, d’apres (5.20), il existe g € L*(Q)N tel que, & une suite extraite pres:
g" g LAQ)N  faible.

Mais en général —div(A° Dz —g) # 0. Par contre: il existe ¢° € H1(Q) t.q.
—div (A° Dz — ¢°) = 0. Pour construire ¢°, on utilise le résultat de correcteur. En
effet: posant 0° = A° Du®—g° on voit que la suite (0°) est bornée dans L*(Q)Y par
hypothese, donc faiblement convergente dans cet espace, soit, pour une suite extraite:

o" %o LAQ)N  faible
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et alors —dive = 0 dans D'(Q2). Or, par le Lemme Divergence-Rotationnel: pour
toute suite de fonctions-tests, on a la propriété:

v By HY(Q) faible
et un bon choix de la limite faible v permet de conclure. Or, on a toujours
o - Dv" 2 o.-Duv faible

au sens du Lemme Divergence-Rotationnel tandis que le premier membre se décompose
en

o -Dv¥ = (A% Duf —g°)- Dv® (5.21)
= Duf -tA¥ Dv¥ — ¢F - Dv® (5.22)
On admet momentanément la

Proposition 5.10 Si la suite (A%) est H-convergente vers A°, alors la suite (*A°)
est H-convergente vers 'AY .

Corollaire 5.11 Si A® est symétrique, Ve > 0 et si la suite (A®) est H-convergente
vers AV, alors la H-limite A° est symétrique.

Ici: la suite (*A%") est H-convergente vers ‘A°. On choisit la suite (v°) solution de

—div(*A*Dv°) = h, D'(Q); (5.23)
v® € Hy (). (5.24)
On a, grace au Lemme Divergence-Rotationnel :
Du -'A¥ Dv¥ & Du-*A° Dv = A° Du - Do
Il reste a étudier le terme / /
—g° - Dovf

quand & — 0. Pour cela, on utilise le résultat de correcteur. Soit Q¢ (resp. P¢) la
matrice correcteur associée a 'A° (resp. A°). En général Q° # 'P°. On le voit en
particulier sur le cas des matériaux en couches. D’apres le Théoreme 5.7:

Dv* = Q° Dv+rf, (5.25)
et ¥ —0 L*Q)Y fortsi ve6(Q). (5.26)
On en déduit:
g -Dv = ¢°-(Q° Dv+r), (5.27)
¥ —0 L* ()N fort. (5.28)

Comme (|g°|) est borné dans L?(Q), il résulte de (5.28) que
¢ =0, LYQ).
Alors, on peut extraire une suite ” t. q.

t Qa’

/ 1

ga w gO’ D/(Q)N
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Donc, par définition de Q¢ :
g -Dv* 2 g°- Dv+0, D(Q)
et on en déduit que
ocDv=A"Du-Dv—g° Dv, D(Q), YveBE*0)

On se place en un point xy de Lebesgue. Pour un choix convenable de Dwv, on a
Yz, point de Lebesgue:
o = A(z¢) Du — ¢°,

donc aussi p.p. On en déduit le résultat: soit z° solution de

—div(A* Dz —¢°) = 0, (5.29)
€ HY), (5.30)
avec:
A B0 dqans Ma, v, ), (5.31)
‘g g DY, (5.32)
%2 Hy(Q) faible (5.33)
Alors:

—div(A°Dz — ¢°) =0, D(Q).
Plus précisément, on a méme: ¢° € L*(Q)V.
Remarque 5.12 Dans (5.32), la convergence a lieu en fait au sens L'(Q) car il

s’agit de passer a la limite pour le produit de 'Q° € L*(Q) par ¢° € L*(Q).

5.3 Lacasdelathermo-&asticité stationnaire

On considere le probleme: trouver (uf, %) solution de

_div (AT DU+ 5 0) = (5.34)
—div(K*DO°) — 3 Du® = g (5.35)
avec [|5°]|,.. < C'. Alors, par équicoercivité de la suite de matrices (A%):

. 1

Wl =~ Al s (5.36)
1

c < — . .
10 gy = llgll s (5.37)

On en déduit que 35 Du® est uniformément borné en norme L? , donc que — div (K¢ D6)
est dans un compact de H~1(Q2). De plus, (°6° = ¢° se décompose suivant

ﬁeeazﬁee_'_ﬁe(ga_e):ﬁeg_f_rs
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olt 7° = f3°(6°—0) — 0 dans L*(Q) fort. Soit donc Q° le correcteur associé a *A®.
On passe a la limite, ¢ — 0, dans

—div (A Du* + 5°60°) = f, g =[50,
ce qui donne
—div (A Du + 3°0) = f,
c’est-a-dire:
thge 4g0 250‘9

avec

fQrpe 23, LAQ)N  faible. (5.38)
En effet: dans le membre de gauche de (5.38), le terme Q¢ (resp. [(°) est borné en

norme L%*(Q)) (resp. L*®(Q)) et on utilise la définition d’un correcteur. De méme,
on passe a la limite dans

—div (K* D#°) — 5° Du® = g. (5.39)
Pour cela, on décompose Du® sous la forme
Du® = P° Du+ Dy +r°
ou P¢ est le correcteur de A°, Dy° résulte d’une construction ad-hoc et ou
e —0 LYQ)N fort.
On en déduit alors que

ﬁé Duef — ﬁEPEDu_i_ﬁEDy&‘_'_ﬂéré

avec
#PEDu = 'P*3 Du (5.40)
tpepE — p* L*(Q) faible, (5.41)
3 Dy — u° LY(Q) fort, (5.42)
Bre—0 LY(Q) fort. (5.43)

L’équation limite de (5.39) sécrit donc

—div (K" D#) — 8* Du — v’ = g,

5.4 Deémonstration du deuxiéeme Théoreme

On procede en deux étapes.

(i) PREMIERE ETAPE Soit ¢ € €°(Q)Y, ¢ € 6°(Q), ¢ > 0. On pose

X = / p A*(Du® — P ¢) (Du® — P* ¢).
Q
Par équicoercivité de la suite de matrices (A®):

X >a / |Duf — P* ¢’
Q
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Si on montre que X¢ — 0, alors on aura terminé. Plus précisément, on se propose
d’établir que

X = [ A (Du=6)- (Du=9)

par le théoreme de compacité par compensation. En effet: dans Du® — P° ¢, le
deuxieme terme est borné en norme L*(Q)V car c’est la somme finie

N N
Pf¢=> Pe-¢;=Y Du-¢
i=1 i=1

et Dwi = ¢; dans L%*(Q)"N faible par construction. De plus, rot (Du® — P®¢) est
dans un compact de H=1(Q2)Y . On le voit en écrivant que

rot (Du® — P*¢) = rot(—P°¢) = —rot(P°¢) (5.44)

= —rot (¢; - Dwy),5 = —0u(¢i Opw;) + 95(¢i Oawy;) (5.45)

et en remarquant que cette quantité est bornée dans L?(€2), donc dans un compact
de H~1(Q). D’autre part:

N
A*(Du® — P* ¢) = A*(Du® = > ¢; - D)
i=1
est borné en norme L?((?), donc faiblement convergeant vers une limite déterminée
par le Théoreme 5.1 et la Proposition 5.2:

AS(Duf — P°¢) 2 A% (Du—¢) L*(Q)N faible
car
A® Dwi 2oe; LA(Q)N  faible. (5.46)
Il reste & vérifier que div (A°(Du® — P ¢)) est dans un compact de H~'(Q2). Or,
cela est vrai pour div (A°(Du)) d’apres les hypotheses sur le probleme aux limites

de solution u®. De (5.46), on déduit en outre que A° Dw; est dans un compact
de HYQ), Vi = 1,---, N, et ¢ est évidemment borné dans L?(2), de sorte

N
que —» div((A°Duf)¢;) = —div(A°P¢) permet de satisfaire aux conditions
i=1
du Lemme Divergence-Rotationnel; on applique celui-ci pour conclure. [ |
On peut énoncer le théoreme de correcteur

Théoréme 5.13 Soit

ut B HYQ)  faible; (5.47)
—div (A% Duf) compact dans H (), (5.48)
a4 Hopo dans M(a, v, Q). (5.49)

Alors: Yo € 6°(Q)N, Vo € €°(Q), ¢ >0, on a

lim sup « /an |Du® — P*° ¢]2 < /ngAO (Du — @) - (Du—¢)dx  (5.50)

e—0

1 2
— Du — . .
s7/9|u 9 (5.51)
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Corollaire 5.14 Si u € () et si ¢ = Du, alors le Théoréme 5.13 dit que
Du® = P* Du+r°

et que
e —0 LI ()Y fort. (5.52)

loc

Preuve. En effet si en outre 0 < ¢ <1, on a cf(5.50)-(5.51):

1imsupoz/g0|Du€—P6gb|2§l/A%Du—gb)-(Du—gzﬁ) dx =0,
Q 7 Ja

e—0

ce qui permet de conclure, compte tenu de (5.50)-(5.51). ]

Remarque 5.15 La fonction-test ¢ intervient dans l'étude de la convergence de

/ o A® Du® - Du®. (5.53)
0

Majis si on sait que l’énergie converge, i.e. que
/AEDUE'DUE — /AODU'DU,
Q Q

alors on peut prendre ¢ =1 dans (5.53), ce qui revient a dire que "loc” est supprimé
dans (5.52) qui devient
e —0 L*Q)N  fort (5.54)

(i) LE cAS GENERAL On se donne u et on définit
r¢ = Du® — P° Du — P? (¢ — Du).
pour un certain ¢ € 62°(Q)" . Alors, par le Théoréme 5.13:
1

1lfsﬂjélp | Du® — P ¢HL12M(Q)N < Jra ¢ — Dul| ,
Or:
1P (¢ — Du)ll,, < [P, lg—Dul,, (5.55)
< Coll¢ — Dull, (5.56)

des que P¢ est uniformément borné en norme comme opérateur a valeurs dans LP .
Le cas ¢ = 2 se vérifie comme exercice. En substituant a ¢ une suite approximante
de Du, on montre le
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Théoreme 5.16 Soit

ut Bu HYQ)  faible (5.57)
—div (A® Duf) compact dans H *(Q) (5.58)
A 200 Gans M(a, v, Q). (5.59)

Alors, on a le résultat de correcteur:
Du* =P ¢+r,, Vo€ QN
ainsi que [’estimation

< i |Du—gll,, <0 (5.60)

3
Q

175112 ()

vraie pour tout 0 > 0 assez petit, i.e. dés que ¢ est une bonne approxrimation de
Du en norme L?.

On termine ce chapitre par la démonstration d’un résultat laissé en plan.

5.5 Démonstration du résultat auxiliaire

On rappelle le résultat admis plus haut:

Proposition 5.17 Soit (¢°) vérifiant les hypothéses suivantes:
19 oy < Co, (5.61)
‘g = ¢ DY, (5.62)
Alors ¢° € L*(Q)N.
Preuve. En effet: pour tout ¢ € 62°(Q)",

I/QQg pda] = |/Qg Q7 da (5.63)

cd 2\/ e da|? 64
SWQ’Q o\ 16 i (5.64)
< @ﬁ/ﬂma@w-@wdax (5.65)

ou « > 0 est la constante de coercivité de A®. Or, par définition de ¢, la quantité
()° ¢ s’exprime comme une somme de gradients, soit Q°¢ = >, ¢; Q5 e; = >, ¥; Dw§
ott *A® Dwé — 'A%e; dans L*(Q) faible, d’ot:

[ Qo-@v = Suiw,a Duf - Dus, (5.66)
Q i,j
Mais:
div (tAaDwf) €  compact de H (), (5.67)
rot (Dw;) = 0. (5.68)
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et le Lemme Divergence-Rotationnel entraine que Vi, j:

1 1
— / tAAEDU};E . ij — — / tAO € €;
@ Ja & Ja

de sorte que le terme correcteur
1
- /tAEQEZZJ'QE’Qb de
a Jo

a une "bonne” divergence vis-a-vis de la théorie de la compacité par compensation
et passe a la limite selon

1 1
- tAz-: €. . (E - = tAO . )
) R R (5.69)
1 2
< o [ (5.70)

Il en résulte Pestimation

C
0 0
‘(D’(Q))N <g ) w>CgSO(Q)N| < 7—0[ ||¢HL2(Q)N

i.e., en faisant varier ¢ € 2°(Q)" et en utilisant un argument de densité ( 6>°(Q)N

est dense dans L%*(Q)" ), on conclut que: ¢° € L*(Q)V (fort). n
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6 UN PEU DE THEORIE ABSTRAITE

6.1 Résumé des seances précédentes

Ce chapitre est consacré a la mise en oeuvre d’une théorie plus générale englobant
les résultats déja acquis concernant la compacité par compensation et le résultat de
correcteur en vue d’une représentation ”explicite” de la solution obtenue par passage
a la limite. Pour mémoire, on énonce ces résultats.

Définition 6.1 Soit Q un ouvert borné de RY , de bord lipschitzien. Soit a > 0,
v>0, %Y >« en pratique. On introduit le sous-ensemble de matrices

Ma, 7, Q) = {Ae (L)Y A>al, AT 291}

On dit qu’une suite de matrices (A®), A® € M(a, 7, Q), est H-convergente quand
e — 0 wvers une matrice A° € .#(«, v, Q) si Vf € H1(Q), les solutions du probléme

ut € HY(Q)Y, (6.1)
—div(A°*Du®) = f, D'(Q),
vérifient
ut 2w Hy(QY)  faible (6.3)
A Duf 2 A" Dy LAY faible (6.4)
ot u est solution de
u € Hi(Q)Y, (6.5)
—div(A°Du) = f, D), (6.6)

Remarque 6.2 Dans la Définition 6.1, on suppose l'ouvert§) borné afin de travailler
avec la norme du Gradient qui nécessite l'utilisation de ['inégalité de Poincaré.

Remarque 6.3 Si A € (L>(Q)"N wérifie A™' > 1 alors |A7Y|,, <
Donc, on ne restreint pas la généralité en considérant M(a, v, ) pour % > .

2=

Théoréme 6.4 Avec les notations de la Définition 6.1, l'ensemble M («, 7y, Q) est
compact pour la H-convergence.

Plus précisément

Proposition 6.5 Sur M(a, v, Q) la H-convergence pour les suites dérive d’une
topologie associée a une métrique.

Preuve. Soit ¢ € L*(Q)V, donné, soit f € H~'(Q). Sur Pensemble des suites de
matrices (A%), on définit

Ny (A5, A%) = |/(AE Duf — A° Du) - ¢ d|
Q
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On vérifie immédiatement que Ny (-, -) est une semi-norme V(¢, f). Les espaces
H7Y(Q) et L?(Q) sont séparables: soit (¢;) (resp. (f;)) une famille dénombrable
dense dans H~(Q) (resp. L*(Q)"). Alors la suite de semi-normes (Ny, ;) permet
de définir une base de voisinages sur l’ensemble des matrices. On lui associe une
distance sur les bornés pour la topologie faible en posant:

1
d(A®, A%) = Ny, (A%, AY) ———
23]2022 ||¢Z||L2 vl ||fj||H—1
[ |
Lemme 6.6 Si A € M(«a, v, Q) et si A*— A p.p., alors A° 2y
Preuve. Soit u® € H}(Q) solution de
—div(A°* Du’) = f, D'(Q)
De I'estimation )
Iy < 11
on déduit 'existence d’une suite extraite & t.q.
Due % Du  L*(Q)N faible (6.7)
A" Dy ™ ADu  D'(Q). (6.8)

En effet: (6.7) est vrai par construction de la suite extraite. Il reste a vérifier (6.8)
pour la méme suite. Or, la suite (A%') est bornée dans L™ et converge p.p. vers
A, donc, par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, elle converge vers A
dans L?*(Q2) fort. On utilise (6.7) pour conclure. Finalement, l'unicité de la limite
montre que toute la suite converge. |

6.2 Lecasdeladimension générale

On a vu que dans le cas particulier de la dimension N = 1, une suite de matrices
carrées, (A°) € L>(Q), est H-convergente vers A° si et seulement si la suite des

inverses Ve est convergente vers 10 dans L faible .

Si N > 2, on considere une suite (A%) € M(a, v, Q) telle que.
A7 e Mo, 7, Q) (6.9)
AT B A L®(Q)VN faible  * (6.10)

Une telle suite existe bien par définition de M(a, v, 2). En outre, la matrice A®
est nécessairement inversible, et on peut toujours supposer que la suite des inverses,
soit (A%)~!, vérifie

(AT (A LMY faible® (6.11)

& cause des estimations uniformes ||(A°)7'|| < O, [|4A%|| < C. Or, la théorie de la

H-convergence permet d’établir qu’a une suite extraite pres, A° est H-convergente
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vers une matrice A°. On se propose de comparer les matrices limites A, A avec
A® . Plus précisément:

Théoreme 6.7 Avec les notations de ce paragraphe, si une suite de matrices symétriques
vérifie (6.9)-(6.10), (6.11) et si A° désigne sa H-limite, alors

A<A' <A (6.12)
au sens des formes quadratiques associées, i.e.

Pour montrer le Théoreme 6.7, on a besoin du

Lemme 6.8 Une suite de matrices A° est H-convergente vers A° si et seulement
si la suite des symétriques *A° est H-convergente vers *A° . En particulier: A€ est
symétrique — au moins a partir d’un certain rang— si et seulement si sa H-limite,
quand elle existe, est symétrique.

Preuvede(6.12). Soit u® solution de (6.1)-(6.2) et soit P la matrice des correcteurs
associée: pour toute ¢ € 62°(Q)" , le vecteur P° ¢ se décompose sous la forme

N N
P€¢:Z¢i‘PE€i:Z¢i'Dwf
i=1 i=1

ou w; vérifie

wé 2w, HY(Q) faible (6.13)
— div (A° Duwf) — —div(A4%;)  H'(Q) fort. (6.14)
Soit € RY donné. Par la positivité de A° symétrique, on a
A® (Dw; — p) - (Dwi — p) > 0. (6.15)
Dans (6.15), le membre de gauche se décompose en
A Dw; - Dwi; —2A° Duwi - u+ A" - i (6.16)

dont le comportement de chaque terme quand € — 0 est connu. En effet: la com-
pacité par compensation entraine

Af Duwt - Dws = A%¢;-e; L™ faible  * .

Le deuxieme terme de l'expression (6.16) tient compte de la symétrie de A® et con-
verge suivant
2A°Dw - >2A%; - L™ faible

compte tenu de (6.14). Le troisieme terme fait intervenir la définition (6.9)-(6.10) de

A et devient B
A > Ap - L faible  x.

Ce raisonnement est vrai pour tout ¢ = 1,---, N . Donc, en substituant a w; pour
i fixé la combinaison linéaire A =) \;wf, on obtient
i=1

AN N —=2AN i+ Ap-p>0.
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En particulier, pour le choix © = A de p, on voit que
AN-A> AN\, YAeRY
ie. A > A", L autre inégalité contenue dans (6.12) s’obtient de méme. En effet,

on remarque que la solution u° du probleme (6.1)-(6.2) satisfait 'inégalité suivante,
due & la positivité de l'inverse (A%)~!

(A M (A*Duf — 1) - (A°Duf —7) >0, VreRY, (6.17)
c’est-a~dire encore, en décomposant a nouveau
Duf - A*Duf —2Duf -7+ (A5)'r.7 >0, VreRY. (6.18)

et on étudie le comportement limite quand ¢ — 0 de chaque terme a gauche. Par
un argument de compacité par compensation, on vérifie que

Du® - A* Du® > Du- A" Du D'(Q) . (6.19)

Le deuxieme terme de (6.18) est une conséquence de la symétrie de A° apres utili-
sation de la définition de la transposition des matrices. Il passe a la limite aisément
a cause de la linéarité:

2Du -7 2 2Du-7 D(Q) . (6.20)
Le troisieme terme résulte de la définition (6.11) de (A)~*:
(A tror (Ao L2(Q)  faible® . (6.21)

Finalement, de (6.19)-(6.21) et de (6.17)-(6.18), on déduit que
Du-A"Du—2Du-7+(A)~'7-7>0, VreRY,
c’est-a-dire encore
(AN (A" Du - A° Du) — 2 (A°) !

(A°
En x5 € Q fixé, on peut choisir A°(z¢) Du(xo) = 7. (Il suffit de prendre u = u(x)
sous la forme u(m) =72 avec Du(z) solution de A°(zo) Du(zo) = 7.) Alors

(At —2(AY r s+ (A) -7 >0, VreRY,

Du) -7+ (A r-7>0, VreRY,

ie. A™' > (A% "', Pour terminer, on rappelle le résultat classique suivant, vrai
pour des matrices symétriques > 0:

A>B <= (A)'<(B)"', VA, B symétriques > 0.
[
Remarque 6.9 La symétrie est une hypothése essentielle dans la démonstration du

Théoreme 6.7.

Le résultat du Théoreme 6.7 ne précise pas si les bornes obtenues sont optimales.
En effet: soit (A°) une suite de matrices vérifiant

As B0 a0, (6.22)
ae = A (6.23)
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AT A L*>*(Q) faible x (6.24)

(A5)~F S At L>®(Q) faible = (6.25)
Alors, le Théoreme 6.7 dit que: B
A< A

Or, on sait déja que
A >al B (A>T

et dans le probleme considéré, on a en outre les inégalités
AT<A (AT

On peut donc attendre des contraintes sur A° découlant du choix de la suite de
solutions (u®) dans le raisonnement servant a établir le Théoreme 6.7.

6.3 Lecasdesmatériaux isotropes.

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la résolution du probleme posé dans le cas
particulier des matériaux isotropes dont la suite des matrices associées est de la
forme A° = a®(x) 1, ou a(z) = ax®(z) + B (1 — x°(x)) et o x° est une fonction
caractéristique. On modélise ainsi le mélange de deux matériaux isotropes.

(i) LE CAS BIDIMENSIONNEL On se limite dans un premier temps a la valeur N = 2
et on cherche une caractérisation du mélange de deux matériaux isotropes. On a
déja vu que la matrice homogénéisée est symétrique: A° = tAY VN > 1, donc
diagonalisable dans une base orthonormée de R , et on note \;(z) < --- < Ay ()
ses valeurs propres. De A? > oI (resp. (A”)™!' > ~1T), on déduit que a < \(7)

<

(resp. An(z) < = =: 3). On a ainsi, avec des notations évidentes, a(r)l < A°
g

al,ot a=af+3(1—-0)si x°*>60 L®°wx. Cette derniere limite est licite car
0 < x° <1 est bornée en norme L*> ;| donc il existe une sous-suite convergente pour
la topologie faible * vers une fonction 0 t.q. 0 <60 <1.

Remarque 6.10 Si sur un ensemble Sy (resp. Si ) mesurable on a
X° 20 L>®(Sy) faible x

resp.
X° =1 L™(S))  faible

alors, au moins pour une suite extraite
x°— 0 p.p. sur Sy

resp.
x°—1 p.p. sur Si.

Par le théoreme de convergence dominée de Lebesque, on en déduit alors que la
convergence est forte L' sur SoUS; = ).
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La Remarque 6.10 suggere alors que pour

1 1
(A%) ' = —X 3 (1-x9)

on a de méme

(A2 (A= ée—l— % (1-6) L= faible x.

On note la limite ci-dessus | | I
—i=—0+—=(1-0).
1213 (1-16)
Alors A <al et (A°)"'< —1,oulonaposé: a=60a+(1—0)3, cequifait bien

| =

apparaitre des contraintes sur la matrice homogénéisée A° .

(i) LE CAS GENERAL .
Dans le cas ou N > 2, on fait apparaitre de méme des contraintes. En effet, on
introduit les quantités a =0a+ (1 —0) 3 et
1 1 1
—=—0+-(1-06
8273 (1-0)

pour lesquelles on vérifie immédiatement que 6 < a. Graphiquement, on fait ap-
paraitre deux branches d’hyperboles délimitant une lentille qui représente le domaine
d’admissibilité des valeurs propres de la matrice A° . Plus précisément, on vérifie que

fa = af _ a et que si Ay (resp. A;) désigne la plus grande (resp. plus petite)
a

valeur propre de A alors Ay < a et A\; > a. En particulier, si N =2 et si A%(x)
admet deux valeurs propres Ai(z), Ao(z) en tout x € Q associées a des vecteurs
propres normalisés Vi(z), Va(x), on note

Al(x) = M (@) Vi(z) @ Vi(@) + Ao(2) Va(z) ® Va(x) (6.26)
ou (A, A\y) décrivent une lentille définie par deux branches d’hyperboles comme

ci-dessus.

Théoréme 6.11 Soit A° décrite par (6.26). Il existe une suite de matrices (A°) de
la forme:
AT = ax (z) + 5 (1= x(x))

H-convergente vers A .

Preuve. La démonstration est compliquée et utilise un procédé de réitération. Plus
précisément, on se donne 0 < # < 1 et on note x la fonction indicatrice de I'intervalle
[0, 6] prolongée par périodicité sur tout R . On définit 6°(t) = a x(£)+ 6 (1—-x(1)),
puis x° = 0°(x-¢e) ol e € R? est un vecteur donné. Alors, les résultats obtenus pour
les matériaux stratifiés montrent que la suite (A°) ainsi définie est H-convergente

vers 0
o__ (&
A= (0 a)
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Remarque 6.12 Une variante de la construction esquissée dans la démonstration du
Théoréeme 6.11 consiste a mettre en couches paralléles de direction 1 donnée deux
matériaur de matrices resp.

()« (5 2)
0 ap, 0 ay,
On choisit ag, = ag, . On obtient ainsi toutes les matrices dont les valeurs propres

appartiennent a une lentille donnée (convexe). On conclut avec des estimations sur
les correcteurs grace a la métrisabilité de la H-convergence.

Remarque 6.13 Le Théoreme 6.11 induit la question de la H-fermeture de [’ensemble
de départ.

Remarque 6.14 Le Théoreme 6.11 se généralise au cas de la dimension N > 2.

6.4 Prototype dela compacité par compensation

On se propose de développer le Lemme Divergence-Rotationnel. On rappelle le
résultat de base.

Lemme 6.15 Soit

wt 2w LAY faible (6.27)
vt Bw LAY faible (6.28)
div (u) compact dans H (), (6.29)
rot (v°) compact dans H *(Q)NVN. (6.30)
Alors
ut vt 2u-v DI(Q) (6.31)

ot (6.31) est a entendre au sens de la topologie faible o(L'(Q), °(Q)) .

C

Remarque 6.16 On a vu que le produit scalaire est la seule fonction non linéaire
autorisant ce passage a la limite.

Remarque 6.17 Peut-on choisir mieux que 6°(Q2) dans (6.31)? La réponse est

” - )

oui”: en fait la convergence a lieu dans o(L'(2), 6°(Q)). Mais il n'y a pas de

convergence au sens de o(L'(2), L®(Q)). Un contre-exzemple est fourni par le cas

de figure suivant. On prend Q = B la boule unité de R , N = 2. Le choiz v = 1p

de la fonction-test montre que / u®v® dxr ne converge pas en général vers / uv dx .

B B
En effet: soit ¢F € HY*(0B), h* € H"Y2(dB), tels que

¢ 20 HY*OB) faible, (6.32)
he 20  H Y2OB) faible, (6.33)
(g5, hF)  —1 (6.34)
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L’ezistence de g° et h® satisfaisant (6.32)-(6.34) se vérifie directement. On résout

AP = 0, B (6.35)
p° = ¢ 0B, (6.36)
v* = Dp 20 L*(Q)*  faible. (6.37)

Par définition de v¢, on a rotv® = 0, donc compact dans H~'(Q)). Soit, d’autre
part:

. . 1
o = h°=h%®, h°=—-—-— he d 6.39
1 mes(0B) /83 ’ (6.39)

Alors
D¢ 20 L*Q)N  faible.

Pour conclure, on introduit la matrice
0 1
r=(1 o)

u®* = RDqg" = ( 82(]65) = rot (¢°). (6.40)
—0iq
On voit que div (u®) = 0, de sorte que les hypothéses du Lemme Divergence-Rotationnel
sont vérifiées par le couple (u, v°) donné en (6.35)-(6.37), (6.38)-(6.39), (6.40). Plus
précisément: on integre par parties dans

/u5~v€dx:/RDqE~DpE
B B

/ g (he —h) = 14#0.
oB

Remarque 6.18 La restriction: 7§ ouvert borné” est technique. FEn effet, si,
Q = RY, on raisonne avec des espaces de Hardy du type H'. D’autre part, la
convergence a lieu dans H' faible, i.e. pour la topologie faible o(L'(Q), VMO)
ou o(L'(Q)), BMO) ou BMO = (H') . Pour le voir, il suffit de considérer u €
L2RY), v e L2(RN) tq divu € L*(RY) et rotv € L*(RY). Alors u-v € L'(RY)
au mieuz. Mais on a aussi u-v € H'(RY) borné dans H'(RY).

et on pose

et on obtient

6.5 Casanaloguetressimple

Soit N = 2, u = u(x;) ne dépendant que de la variable z;. Soit u® = u®(zy),
v = v(x3), t.q.

ut Bu L*(Q) faible (6.41)
v* By L*Q) faible (6.42)
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Par construction 0yu® =0, 0;v° = 0. La théorie de la compacité par compensation
dit alors que

ut vt 2 uv D(Q) (6.43)
ot D'(9) signifie la topologie o(L(§2), 62°(f2)) . En effet, il suffit de remarquer que

les fonctions de la forme ¢(z1) ® p(z2) avec ¢ € 62, ¢ € 6° sont denses dans
%>°(2) . Alors, on écrit que

[ o et do= [ @) o) dor [ o) oles) de
Q 91 Q2

D’autre part, u®v® € L*(Q) (¢ L'(2)) est borné dans L?(Q) (¢ L'(Q)) et on a
I’égalité

/ ot = [ )l dey [ ot (w2)]” das
Q1%xQ2 @1 Q2
de sorte que (6.43) est vrai dans L?(2) faible.

Remarque 6.19 Les trois principaux cas d’application de la compacité par com-
pensation sont les suivants: (i) le Lemme Divergence-Rotationnel; (ii) le cas simple
évoqué ci-dessus, généralisable a la dimension N > 2 des lors que [’on considere des
suites ui = ui(x;), i=1,---, N, u®: Q— R (iii) le résultat di a J. Ball[1] que
l’on se propose de démontrer maintenant.

Lemme 6.20 [1/Dans Q C RY | soit u®: Q — RY

ut Bou WYY faible. (6.44)
Alors
det Duf = det Du  o(L'(Q2), €°(Q))

C

ce qui signifie encore que

/godetDus dx—>/<pdetDu dz, Ve e €°(Q)
Q Q

Preuve. Par hypothese (6.44),
Duf 2 Du LYY faible.

Alors det (Duf) est borné dans L'(€2), donc convergeant vers une mesure. Il reste
a montrer que cette mesure est det (Du). Or, le développement de det (Du®) par
rapport a la premiere colonne sécrit

N
det (Du®) = 9;u® my;(Du’)
i=1
ou m;;(Du®) est le mineur fondamental associé & Du® de rang (i,7) et ou J;u° €
LYRYY, my(Duf) € LYN(RYNY, i =1, ---, N. On vérifie que SV, 9;(my; (D)) =

N
0, Yo € €°(RY). De plus: [lmy; (Duf)|, v < C ot N' = N_1 On conclut par

le Lemme Divergence-Rotationnel car rot Du® =0. [ |
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Remarque 6.21 On peut donner une autre démonstration pour le Lemme 6.20. En
effet: on prend N =2 pour fixer les idées. Alors

det (Du®, Dv°) = 9, Du® 8,Dv® — 8,Du® 8,Dv° = L dans D'(Q)
avec
0y Duf 8, Dv° — 8, Duf 8, Dv° = 0, (u® 8,Dv°) — 9,(u® 9, Dv?) dans H'(Q). (6.45)

Plus précisément: cela se vérifie d’abord pour uf, v¥ € €*(2), la conclusion venant
par densité de €' dans H' . Or, le théoréme de Rellich montre que le second membre
de (6.45) converge faiblement

O (u® 0, Dv°) — 8,,(u® 9, Dv°) = 9,(ud,Dv) — 9, (ud,Dv), (6.46)
= det (Du, Dv), dans o(W ' €%), (6.47)

la derniere égalité se montrant par la méme formule algébrique que (6.45).
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6.6 LeThéoremegénéral decompacité par compensation

Soit 2 C RY |, un ouvert, régulier ou non. Soit
ut Su (L®(Q))P faible * (6.48)

et soit F: RP — R, continue. Alors (F(u°)) est bornée dans L*>(2), donc il
existe une suite extraite convergente, i.e.

Fw) 2 F L™ faiblex

On suppose en outre que
N p
ZZAijkaiuj =0, k=1,---,4¢
i=1j=1

ol les réels A;j; sont donnés.
Remarque 6.22 [l suffit de prendre N = 2p pour retrouver le cas déja traité.

On se propose de répondre aux deux questions suivantes: Quand a-t-on (i) F=
F(u), (ii) F > F(u), avec ADu=0, V(u®) satisfaisant (6.48)7

Remarque 6.23 La question (ii) ci-dessus équivaut a se demander si la fonction-
nelle F est faiblement semi-continue inférieurement (sci), ce que l'on formule par:

Vo € 6°(2), ¢ >0, liminf/ F(u®)p dx > / F(u) ¢ dx. (6.49)
v

€0 0
Le premier résultat ci-dessous est une condition nécessaire du second ordre.
Théoreme 6.24 Avec les notations du début, si F est sci au sens (6.49), alors:
Flu)AX>0, YueRP, VXeA.

Si F' est continue, alors

F=F(u) < F'(u)AA=0,Yu e R", VAeA
ot l'on a posé:

A

{AeRP; FEcRY, €40, N HeN (6.50)

N p
Vo= {(NYER xRY, Y Y A4\ =AL@N=0} (6.51)

i=1j=1

Preuve. Onregarde (4(€), &), @ = Z(u). Par hypothese, ona Y8 S0 Ay & 11;(E) =
0,ie. (a(&),&) =\ & eV, V& Si F estsci, alors F/(u)A-£ =0, V(A &) des
que F est de classe 4%, donc F(u) est affine. Plus précisément, on montre que
teR — Fu+tA) € R est convexeen t € R, Yu € R?, VA € A. On raisonne de
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méme pour F' continue, i.e. pour F' et —F sci. Au cours de la démonstration, on
utilise la fonction-test

() =ul) + o0 EeRY, €40, (L oev

avec ¢ : R — R périodique. Plus précisément, on choisit ¢ constante par morceaux,
si 0 <x<1 ) =0

partout ailleurs et on construit v affine par morceaux telle que ¥’ = ¢ . On vérifie
alors que F(u®) est constante par morceaux sur des bandes perpendiculaires a la
direction de £. [ |

1
de la forme: ¢(x) = 7 si0<x<0, o) =—

6.7 Exemples

(i) Si A;r =0 pour tous les indices 4, j, k, on ne dispose pas d’information sur
les dérivées et A = RY . On en déduit que F est convexe (resp. affine): on retrouve
ainsi un résultat classique important.

(i) Si dwj = 0, Vi, j, comme la convergence dans L faible * des fonctions
constantes équivaut a la convergence simple dans R, toutes les fonctions F' continues
conviennent et A = {0} .

(ili) CAs INTERMEDIAIRE On retrouve le Lemme Divergence-Rotationnel avec
Y o= {(0,0,8) eRY xRV xRY; ¢.a=0 et & paralltlea 0} (6.52)
A = {(a,0) € (RY)? @ perpendiculaire & o} (6.53)
Plus précisément, on montre que
Fu,v)=d0u-0+atu+pB0+y=au+ v+~ estaffinesur A.
Réciproquement: on montre que F' ainsi définie est la seule fonction affine sur A .

(iv)  Soit
PF By WhR(Q), QcRY.
Alors
ut =Dy S Dy =u L®(Q)N faiblex.

Soit F: RY — R sci (C’est la situation type en calcul des variations). Alors:

limipt | pla) FDW") do > [ pla) F(DW), Ve € (@), 920,

E—> Q
Or: rot (u®) = rot (DY) = 0. Avec les notations du début de paragraphe:
v={(a,€); @ paralldled &}

et A = RY . La semi-continuité faible de F' dans toutes les directions de RN (=
A ) entraine que F' est convexe. Soit alors le probleme de minimisation

min_ ( /Q F(Dv)).

veH1(Q)

Une condition nécessaire pour passer a la limite est que F' soit convexe.
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7 ETUDE DE LA RECI PROQUE

7.1 Reécapitulatif

Soit © un ouvert de RY et soit (u°) t.q.

ut > u (L*°)P  faible * (7.1)
N p
i=1j=1

On suppose en outre que F': RP — R vérifie I'une des trois conditions suivantes

F: RF>R continue (7.3)

lim o F(u®) do = / e F(u) Ve e () (7.4)
= Ja Q

lim inf / o F(u) do > / pF(u) Vo e@o(Q), ¢>0. (7.5)
e Q Q

On introduit la variété caractéristique et sa premiere composante:

N p

Vo= {(NeR XRY; D3 A& A =03, (7.6)
i=1j=1

A = {DeR; AN#£0, FcRY, (N &He} (7.7)

On a déja établi une condition nécessaire du second ordre sous la forme du

Théoréme 7.1 Si F: RP — RY est faiblement sci, alors
F'"(uyA-X>0, YueRP, VAeA. (7.8)
Autrement dit: 'application
R:— R, ¢t— Fu+t)\)

est convexe, Yu € RP , VA € A.

Remarque 7.2 Si l'on ne dispose pas de contrainte sur les dérivées partielles, alors
A =RP et la condition nécessaire se réduit a la convexité de F' .

Remarque 7.3 Dans le cas général ou A # RP | la condition nécessaire exprime que
F est convere dans les directions de A .
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7.2 Laréciproqgue: condition suffisante

On commence par énoncer le résultat principal:

Théoreme 7.4 Si F wvérifie la condition nécessaire (7.8) et si en outre F est
quadratique, i.e. de la forme: F(u) = Mu-wu, Yu € RP, alors la condition
nécessaire (7.8) est suffisante au sens swivant: si u* — u dans L*(Q) faible avec

N p
Z ZAijk diu5 dans un compact de HYQ), k=1,---,q, alors

i=1j=1

Vo € €°(2), ¢ >0, liminf/F(ue)apdxz/F(u)apdx
Q

e—0 Q

Remarque 7.5 On retrouve le cadre du Lemme Divergence-Rotationnel. Mais tous
les problémes se concentrent dans le noyau de l'opérateur (A;;,) qui permet de rem-
placer une condition de H=' compacité par une égalité en termes de la variable duale

EEeRN,

Remarque 7.6 Un cas particulier important du Théoreme 7.4 est celui ou u® =
Dyf, € Wh(Q)N . Alors: p° € L= (Q)N*N wérifie automatiquement rot Dip° =
0 et la variété caractéristique associée au probleme s’explicite:

Y o= {(\ O eRVNXRY FueRY, A=puxf¢} (7.9)
= {(n®¢& ¢, peRY, ¢eRY} (7.10)

La premiere composante devient alors:
A={p®¢ peRY, ¢ecRY}

Ce dernier ensemble coincide avec l’ensemble des matrices carrées N x N de rang
1. De la propriété

/ o F(Dy*®) de — / e F(Dy)de Ve e 6X(), >0, (7.11)
' " Vit B WY faible  * (7.12)
on déduit que [’application
R—-R, t—Flu+t(pef))

est convere, Yu € RV*N v, & € RN . Cette condition exprime que F est rang-1
convezxe, i.e. VErifie

Fllu)(p@&) - (p©€) >0, YueRY, Vu {eRY.

Si (7.11)-(7.12) est vrai Yo € 6°(Q2) , on obtient que F est rang-1 affine.

Remarque 7.7 Le cas ou v° est scalaire est différent, puisqu’il fournit un critere
de convexité.

61



7.3 Continuitéfaible

On peut mettre en évidence d’autres conditions nécessaires. Le Théoreme suivant
porte sur une condition nécessaire d’ordre supérieur.

Théoreme 7.8 Si la fonctionnelle F est faiblement continue, alors:
VeeN, k>2: F®@) A\ =0,

est vérifié par (A, &), -+, (Mg, &) € ¥ dés que le rang du systéme (&, « -+, &) est
<k-1.
Remarque 7.9 [l est sous-entendu que F € *° a la régularité suffisante.

Preuve. On prend

k . .
ugzu%—Zga(jlj S

i=1

JAis (N, &) e T

Si k= N+ 1, la condition de rang est automatique. On a, par définition de A:
FOD@) A - Ay =0, Y(N) €A

et F(u) est un polynome de degré < N + 1. En effet: Soit A C RP, soit L
I’espace vectoriel engendré par A. Si ¢ = dimL < p, on identifie L au sous-
espace vectoriel RY de RP et on décompose RP en somme directe orthogonale R? =
R @ RP*. Alors, F (u)‘ est un polynome de degré k > N en les variables

RY
uy, -, ug, & coefficients ¢ (u), -+, ¢®(u) dans RP~ fonctions de wugq,- -, up,
oc
¢’est-a-dire vérifiant 5 (u5)=0,i=1,---,¢, j={+1,---, p. En conclusion,
uA
F' est un polynome en 121, <o+, up de degré < N +1 avec des coefficients dépendant
de wupqy, -+, up. En particulier:

u; —u; pp.dans Q (fort dans L'(Q)), j=0+1,---,p.

Dans la suite on se limite au cas ou L = R?P .

Théoréme 7.10 Si les conditions nécessaires d’ordre supérieur sont vérifiées (c’est-
a-dire pour 2 < k < N+1 ), alors u F(u) est faiblement continue dés lors que le
rang de A = (A1, -+, A\;) est indépendant de & = (&1, -+ -, &) vérifiant (N, &) € 7,
i=1- k.

Remarque 7.11 Le Théoréme 7.10 donne une condition nécessaire et suffisante de
continuité faible.

Remarque 7.12 [l y a des cas ou la condition de rang n’est pas satisfaite. Mais
pratiguement, le résultat du Théoréeme 7.10 reste vrar de sorte que la restriction est
technique.
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Remarque 7.13 Un cas particulier important est celui ot u® = Dy, ° € W2 (Q)V
ut € L®(Q)N*N | Le résultat exprime en fait que la condition nécessaire d’ordre 2,
1.€.

F'lu)(p@€) (n@&) =0, YueRY, VEeRY, vueRVY
entraine les condition nécessaire d’ordre > 2. Ces conditions nécessaires impliquent
que F(u) est combinaison linéaire des mineurs de w. Par exemple, si N = 3 et si
Q CR?, soit P Q— R®. On suppose que P € WH®(Q)? — F(V) € L=() est

continue pour la topologie faible *. Alors, F(u) s’explicite sous la forme:

F(u)=cdetu+ Y c;mb(u) + > cijuij + co (7.13)

ij

ot les mhy(u) sont les mineurs fondamentaur de v d’ordre 2. Réciproquement, on
vérifie immédiatement que F(u) donnée par (7.13) est faiblement *continue.

Remarque 7.14 Le résultat de la Remarque 7.13 s’applique en particulier au Lemme
Divergence-Rotationnel dont on montre qu’il entraine la condition nécessaire d’ordre
2.

Remarque 7.15 Le Théoreme général ne s’applique pas si F  est une fonction
polynome de degré k et si vt = w dans L¥(Q)?. Par evemple, si F est une
fonction polynome de degré 3, il faut aussi que u® = u dans L*(Q)P.

Remarque 7.16 Les lemmes de moyenne utilisent la régularité det Dy € H'(Q) si
v e WHN(Q)N | meilleure que L'(92) .

7.4 Complémentssur le Théoreme des correcteurs

On commence par rappeler le résultat du Théoreme des correcteurs. Soit A° €
Ao, 7, Q) H-convergente vers A° € .#(a, 7y, Q) et soit u > u H'(Q) faible
solution de —div (4° Duf) = f, D'(Q) avec fe€ H ().

Théoreme 7.17 Awvec les notations de ce paragraphe, le correcteur r¢ est défini par

Du* = P*Du+r°, (7.14)
¥ — 0 LN fort (7.15)

ot la suite P* € L>(Q)N*N est définie par P e; = Dws, i=1,---, N et ou

w2, HY(Q)  faible, (7.16)
—div (4° Dwi) =¢; D'(Q), (7.17)
g: compact dans H *(Q). (7.18)

Si, en outre, u € 6>°(Q), alors

e —0 L. ()N fort (7.19)

loc
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o

N
Du® = Z oju - ij- + 7.

=1
Si
/AeDus-Dus —>/A0Du~Dudx
Q Q
alors, on peut enlever ”loc” dans (7.19).
(i) PREMIERE APPLICATION On regarde le probléme

—div (A°* Du® — ¢°) = 0, (7.20)
g° borné dans L*(Q2) (7.21)

7.5 Deuxiemeapplication

Soit & étudier la suite de terme général F(Duf) ot F: RY — R est lipschitzienne
et F(0) =0. Si F est linéaire, on sait passer a la limite. Sinon, on considere la

N

suite. F()_ \; Dw§) pour X € RY fixé indépendant de €. Son terme général est
j=1

borné dans L?(Q2) . On suppose que A décrit une partie dénombrable de RY . Alors,

il existe une suite extraite diagonale (&) telle que:

N
F(O" X\ Duf) 2 FO(x, \) faible
j=1

o F? = F%x, \) € L2(Q), VA € RY fixé. On vérifie que F° est lipschizienne, i.e.
que

M
[F(x, &) = F(z, n)| < Jan [§ =l
On conclut par densité des A € RV . Alors
F(Du®) = F(P° Du+r°) = F(P° Du) + R°
ot F(P° Du) est borné dans L'(Q) et ol le reste R° vérifie
|R°| < M |rf|
donc converge dans Lj,.(Q2) fort vers 0. Il en résulte le

Théoreme 7.18 Awvec les notations de ce paragraphe, on a le résultat de convergence
F(Du®) = F°x, Du) L*(Q) faible (7.22)
Remarque 7.19 Y-a-t-il unicité des w; et P7 ?

La réponse a la question de la Remarque 7.19 est contenue dans le
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Théoréme 7.20 Si (P9) et (P?) vérifient le Théoréme 7.18 des correcteurs, alors

P — P° — 0dans L2,(Q) fort.

loc

Remarque 7.21 A quoi ressemble P° dans le cas de matériaur en couches?

Un calcul explicite a montré que la matrice homogénéisée A° dans le cas de

matériaux en couches vérifie, par définition de A°:

1 . 1
= —  L™(I) faible x

& A )

Ag . A[.)l ' .
T L>*(I) faible * i+ 1;

A5 AY

AS A9

5 e e e
11 11

As A5 A9 A9
A?j . 118 1 * A?j _ 110 1j LOO(I) faible % i, # 1:
11 A11

Par construction de la matrice P° associée, on pose

w; =x; + 25 (1), i=1,---, N.
Alors
Dw; = e; + 2°i(z1) - e1 = Dw§ (1)
dGe
Soit g donné par g;(z1) = — d’(xl) , G5 a choisir tel que
£
d dz; dGS(z1)
Y e By gy = Y
dxl( 11 del + ll) dxl

On prend G5 = AY,. Alors:
d AY A5

dx, B A% B Aéil‘

On trouve:
A(1)1 A?z_A[i:z e .. A(l)N_AiN
Afy Afy Afy
pe 0 i 0--- ---0
0 0 1 0
0 0 0 1
Alors
1 0 0 0---0 O
01 0 0---0 0
PA10 01 0---0 0]=1
0 0 0 0---0 0
0O 0 0 0---0 1
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Remarque 7.22 Si wi = z; + 2, avec
220 HY(Q)  faible; (7.27)
—div (A® (Dzf + ¢;)) compact dans H (). (7.28)
On pose:
N
u=u+ Y duz+s, ue H?(Q).
=1
Alors:
N N
Du = Du+ )Y 0uDz + Y D(du) 25 + Ds° (7.29)
j=1 Jj=1
Y D(0u) 5 — 0 (LYY fort. (7.30)

7j=1
Mais Du se décompose dans la base (e;) :
N
Du=> 0jue,
j=1
Donc (7.29) devient
N
Du =Y 0;uDs;+ 0(1) dans (LY Q)Y fort.
j=1
Cela entraine Ds® = O(1) dans LY(Q)N fort si et seulement si

Ds* —0 LYQ) fort (7.31)
dou s —0 WH(Q) fort. (7.32)

7.6 Lecaspériodique

(cf[2, 8]) Le résultat énoncé dans la Remarque 7.22 est désormais explicite dans le
cas périodique développé dans ce paragraphe.

En effet, soit Y = [I¥,]0, [ lepavéde RN | A € (L®(RN))N*N Y -périodique.
(Par définition, une application f: RY — R est Y -périodique si

flz+ i kiy) = f(z), Vk=(k)eZ", VrecRY)

i=1
On note (= ||A||OO et on suppose que A > «al, a > 0. On considere le probleme
~div (A(g) Dw) = f, D(Q), (7.33)

uf € Hy (). (7.34)

On remarque que la théorie générale s’applique avec A° = A(%). On a le
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Théoreme 7.23 Dans le cas périodique, toute la suite converge. Plus précisément:
la suite de matrices (A®) associée au probléme (7.33)-(7.34) est H - convergnte vers
une matrice a coefficients constants donnée par une formule ”explicite”.

Dans la suite, on suppose que Y est le cube unité de R pour fixer les idées.
Définition 7.24 Onnote L;(Y) l'ensemble des fonctions f € L*RN) Y -périodiques.

Définition 7.25 On dit que z € Hﬁl(Y) si et seulement si z € H} (RY) et z est
Y -périodique.

Lemme 7.26 Soit [ € L%(Y) L Jyzdy=0, g€ Lﬁ(Y) . Alors, il existe z unique,
z € Hﬁl(Y) , Jy9dy =0, tel que:

—div(ADz) = f —div(g), D'(R™). (7.35)

Preuve. On applique le lemme de Lax-Milgram a V = Hﬁl (Y). Plus précisément:
on note

Vin ={z € H}(Y); /Yz:O}

et on munit V,, de la norme

2
iy, = [ 1D

qui est bien définie par le Théoreme de Poincaré-Wittinger. Avec ces notations, la
formulation variationnelle du probleme (7.35) s’écrit

/ADZ~D¢:/f-¢+/g-D¢, Vb € Vi, (7.36)
Y Y Y
z €V . (7.37)

D’apres le Lemme de Lax-Milgram, le probleme (7.36)-(7.37) admet une solution
unique z € V,,, des que f € L?(Y) . On veut écrire I’équation aux dérivées partielles
associée, soit formellement si f € €2°(Y):

—div(ADz) = —%/Yf—div(g), D'(R™Y) (7.38)
z e Hi(Y), /z—O. (7.39)

1
Dans la suite, on pose w:f—m/f,desorteque v eEr(Y), /¢dy:O.
Y 1%
[

On en déduit alors le résultat annoncé.

D’apres le Lemme 7.26, il existe des fonctions x; € Hﬁl(Y), /Xj =0, 5=
Y
1,---, N, telles que

—div(A(Dy; +¢;)) =0, D'(RY).
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1
Alors: A%¢; = m/ A(Dxj+e;). On a aussi, en appliquant le lemme de Lax-
1%
Milgram:
1
Aej-e; = —/ A(Dx; +e;) - (Dx; + ei) dy.
Yl Jy

De plus, les w$ sont donnés par w; = z; + EXj(g) avec Exj(g) = z; , de sorte que
Duw§ =e; + (ij)(g) et alors P°e; = Dwj; par définition de P°. Il en résulte que
PF=1+ Dx(g) .
Preuve. Soit w; défini par

w=a;+ex (), X € H(Y).
On a Duw§ =e; + DXJ(E) ou Dy; € (L?(Y))N. On utilise le

Lemme 7.27 Si f € L?(Y) et si f°= f(z) , alors

el
ey = 57 [ 147 (7.40)
pour tout cube Q C RY et:
IYI / f L. (RYN)  faible. (7.41)

Remarque 7.28 Une application connue de ce résultat est donnée par

sin (27 nz) = / sin(x
~ vl

Preuvede (7.41). Pour montrer le Lemme 7.27, on remarque

/Q<f€>2 - N@//m ISk

En comptant soigneusement le nombre N¢ de cubes élémentaires qui rencontrent
le cube @ dans le membre de droite, on trouve que N°¢&V|Y| = |Q|, i.e. que

Ne_ @

- On en déduit que

7= ([ an

T
i.e., apres le changement de variable y = —

fu |Y|/'f‘ dy

ce qui coincide avec (7.40) et montre le Lemme 7.27. On en déduit que la suite (w5)

T
est bornée dans H'(Q), pour tout cube @ C RY | ie. que ¢x;(=) est borné dans
5
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H'(Q) pour tout cube @ C RY. Mais x;(£) est borné dans L?(Q) pour tout cube
Q Cc RV, donc
exi(5) 20 HYQ) faible.
£
Finalement:

I
w;

“ox;, HY Q) faible.

Or T
A% Dus = (A(Dx; + (%)

et div(A(Dx; +e;)) =0, D'(RY). Aprés un changement de variable astucieux
1
— div (A° Dus) = = div (A (Dy; +¢;))(2) =0 D'(RY)
£ £

En conclusion:

div (A*Dw5) = 0, D'(RY); (7.42)
ws 0 HY(Q) faible VQ c RV (7.43)
convient pour le correcteur P°. Or, par définition de A°:
A Dui = A, L*(Q)N  faible (7.44)
x
A*Dw; = A(D)(D (xz( ) +é)) (7.45)
et AD(x;+e;) € L;(Y)Y, donc
A Dw; = A(D (x; + €i)) / D(xi+e)) dy = A¢;.
8 IYI
On en déduit la matrice A°. [ |
[
7.7 Lecorrecteur danslecaspériodique
Avec les notations habituelles:
Il en résulte
Du® = Z@u DXZ( )+e)+re (7.47)
=1
re — 0 L}OC(Q) fort (7.48)
ut =u+ Z Oju 25 + se, (7.49)
j=1
s.— 0, Whl(Q) fort (7.50)
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En fait: 2; = ng(g) , de sorte que (7.49)-(7.50) se réécrit sous la forme:

N

u® :u—i-Za@juxj(g) + s, (7.51)
j=1

sc— 0, WiHQ) fort (7.52)
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8 COMPLEMENT: LESDEVELOPPEMENTSASYMPTOTI QUES

8.1 Généralités

On cherche * sous la forme

u = Y vl + Ry, (8.1)
J=0
|7l < Cre, (8.2)

ou la constante C'; n’est pas controlée. On rappelle que u® est solution de

ut € Hy(Q), (8.3)
—div(A*Dv’) = f, D'(Q), (8.4)

ou A® = A(—) avec A coercive, Y -périodique, réguliere. Plus précisément, on

cherche u® sous la forme

ut = u+eul(z, g) + 2 u?(w, g) ot R b, g) + 75 (8.5)
Il < Cie™. (8.6)

La méthode consiste en une étape formelle suivie de la justification. Partant de
I’Ansatz (8.5)-(8.6), on est ramené a la résolution du probleme sur une cellule Y :

—div, (A(y) Dyz(y)) = [fly) —div, (g(y)), D'R"Y), (8.7)
/Y Sy dy = 0. (8.9)

Le probleme (8.7)-(8.8) admet une solution unique si et seulement si / fly)dy=0.
Y

8.2 Premierscalculs

On vérifie aisément que u’(x, y) = u°(x) ne dépend pas de la variable auxiliaire y .
Pour le calcul de ', on introduit y; , I'unique solution de

—div, (A(y) (Dx; +¢;)) = 0, D'(RY), (8.9)
/Y ) dy = 0. (3.10)

Alors N
u'(z, y) = ; 0;u’(z) x; (y) + u(x).
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On trouve la CNS suivante pour l'existence de u?

1 N
= 7 [ @nAD (0 o) + (o) (5.12)
=1
+div, (AD,a°) + f(x)) =0 (8.13)
ot AD,u" = i(A e;) 0;u°(z) . Les calculs permettent de transformer (8.11) en
=1
37 [ favlam e o+ ) = o (3.14)
dive g7 [ 1AW+ e) 0+ @) = 0, (5.15)

Soit

63 |Y| / Dyx; +e; ))-

div, (A° Du°) + f = 0.

Alors (8.14) s’écrit:

Finalement, la CNS d’existence du terme u* est que @° soit solution de
—div, (A° D) = f

et alors N
u(z, y) = @*(z) + > ;' x;(y) + > O’ xu(y).
j=1 k=1

2

Pour déterminer @*, on reporte les résultats obtenus dans le probleme initial, ce qui

donne a ordre 2:

div, (A Dyus) + div, (A D,x; 0;u°) + (8.16)
+ div, (AD,0;a° x; + Dyu') + (8.17)
+ div, (A D,u°) — div, (A° D,a")) =0 (8.18)
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