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Résum é. Nousmontronsqu’une1-formesuruncorpsdifférentieldecaract́eristiquenulleadmetune
intégralepremìered’un typede transcendanceparticulier(appelĺe Riccati)si et seulement
si cetteformeadmetunesuitedeGodbillon-Vey delongueur3 surcecorps. c
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Godbillon-Veysequencesandfirst integrals

Abstract. Weprovethata 1-formona zero characteristicdifferentialfieldadmitsa first integral whith
a specialtypeof transcendance(Riccati type)if only if it admitsa Godbillon-Vey sequence
of length3 onthisfield. c
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Notation. – � estuncorpsdifférentieldecaract́eristiquenulle,dedérivations�������	���
���� qui commutent
et sont linéairementindépendantes.Le dual du � -moduledesdérivationssera � �� le � -moduledes1-
formesdifférentiellesde � . Soit � uneextensiondifférentiellede � ; nousnoterons� ���� ��� � � �� .

1. Intr oduction

Une suite de Godbillon-Vey sur � pour une1-forme � estunesuitede 1-formes � � ���������	���	�������	���	�
appartenant̀a � �� telleque:� � � ��� �!�� �!� � ��� � �� � � � ��� � �#" �%$'& �(
) � *,+-,. � ( �/� �10 ( " �

Remarque1.1. – (voir [1])
– Si � admetunesuitedeGodbillon-Vey alorselleestintégrable 23��� � � �5476 .
– Réciproquementsi � estintégrablealorspour toutedérivation 8 telle que �92:8 6%�<; , la suitedéfinie

par �%� � L =9� et ��> " � � L =?��> estunesuitedeGodbillon-Vey pour �
– Si � admetunesuitedeGodbillon-Vey �%�@�	���	�
��� � �����	� alors la suite �%��$�ACBB �	������� �BED�F7G � � ���	��� estune

suitedeGodbillon-Vey pour la forme HI� .
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Nousregarderonslesformesadmettantunesuitedelongueurfinie (unesuiteestditedelongueurJ si � > �K4
pour LNMOJ ).

PROPOSITION 1.2. – Etantdonńeeuneéquationauxdérivéespartielles
�7P $RQ D�SUT �V$W���	�U$ T7X �Y4

avecT > dans � �� , si cetteéquationadmetunesolution
P

dansuneextensiondifférentiellede � et si
P

est
transcendantesur � alors les T > formentunesuitedeGodbillon-Veypour T7X .

Preuve. – L’existenced’unesolutionimpliqueque

4Z� �7�7P �W[ > P >]\^ � T >L�_a` [b "dc ) > T b � T c�" �Jd_ e1_ fg
Si cettesolutionesttranscendante,nousobtenonsunesuitedeGodbillon-Vey delongueurn+1pour T1X . h

Plusprécisement,nousnousintéresseronsau formes � admettantdessuitesde Godbillon-Vey de lon-
gueur2 ou 3. Uneintégralepremìerede � estun élémenti d’uneextensiondifférentiellede � vérifiant� i�� � �K4 .

DÉFINITION 1.3. – Uneextensiondifférentiellesera dite Liouvilliennesi elle estobtenuepar unesuite
d’extensionsdu type �kj,�l2 P 6 avec

P
algébriqueou transcendantvérifiant

�7P � P T � $ T1X avec T � etT1X dans � �� . Lesélémentsd’unetelle extensionseront dit Liouvillien.
Lesrelationsentrel’existenced’unesuitedeGodbillon-Vey delongueurfinie etl’existenced’uneintégrale

premìered’un typedetranscendanceparticulieront ét́e étudíeesparM. Singerdans[2] où il montre:

THÉORÈME 1.4. – Un forme � dans � �� admetunesuitedeGodbillon-Vey delongueur2 sur � si et
seulementsi elle admetuneintégralepremìere Liouvillienne.

Danssathèse[3], F. Touzetdonneunepreuve plus élémentairedece théor̀emedueà J.P. Rollin. Nous
nousproposonsde red́emontrerdansun premiertempsce théor̀emeen utilisant la proposition1.2 puis
d’étendrecerésultatauxsuitesdelongueur3 :

DÉFINITION 1.5. – Uneextensiondifférentiellesera ditedetypeRiccatisi elleestobtenuepar unesuite
d’extensionsdu type �mjn�l2 P 6 avec

P
algébriqueou transcendanttel que

�P � Qdo� T �!$ P T � $ T7X avecT � , T � et T1X dans � �� . Lesélémentsd’unetelle extensionseront dit detypeRiccati.

THÉORÈME 1.6. – Uneforme � dans � �� admetunesuitedeGodbillon-Vey delongueur3 sur � si et
seulementsi elle admetuneintégralepremìere detypeRiccati.

2. Unenouvellepreuvedu ThéorèmedeM. Singer

LEMME 2.1. – Soient�np�� �� , �qj'�rj'�s� telleque �s� soitalgébriquesur � . Si � admetunesuite
deGodbillon-Vey delongueur2 sur �s� alorselle enadmetunesur � .

Preuve. – Soit t�u� la cloture normalede �s� . En faisantagir un élément vwp Pyx1z 2�t�s��{#� 6 sur les
relationsdela suitedeGodbillon-Vey , nousobtenons:� � � �|�uv%2:�%� 6v%2 � � � 6}� � 2~v%23� � 6�6N�54 �
La moyennedes v%2:�%� 6 pour tous les v dans

Pyx1z 2�t�s�
{�� 6 nousfournit une suite de Godbillon-Vey de
longueur2 dans� . h

LEMME 2.2. – Soient�5p�� �� et �l2 P 6 uneextensionde �k��� par
P

vérifiant
�7P � P T � $ T7X . Si� admetunesuitedeGodbillon-Vey delongueur2 sur �l2 P 6 alorselle enadmetunesur � .
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Suites de Godbillon-V ey et int égrales premi ères

Preuve. – Nouspouvonssupposerque
P

esttranscendantesur � et écrire � � sousla forme �]� Qd�� � Q�� avec� p|� ��V� 8|� et ��p|� � 8|� . Nousallonsdistinguerdeuxcassuivantquele degréde � soitpositif ou nul.
1- le degrédeD estpositif.
Le lemme2.1 nouspermetdesupposerquele corps � contientuneracine � de � . Nousnousplaçonsen
cetteracineenfaisantle changementd’inconnuei � P ` � . Comme� i � i T � $�� T � $ T1X ` � � � i��T � $��T1X �
la transcendancede i sur � assureque �T1X , �T � formentunesuitedeGodbillon-Vey. La forme � � estune
expressionrationnelleen i et en effectuantla division suivant les puissancescroissantesnousobtenons�!� � �� D�� 0�� $5����� avec

+O� 4 et � >!p�� �� .
L’ équation

� � � ���s�%� impliqueque
� � � �O� � X et ��� � 0�� �W4 et l’ équation

� �%� �W4 impliqueque� 0�� ���T X ��4 et
� � X $ � �����T X ��4 . Si �T X estnonnulle, nousendéduisonsque � estun multiple de �T X

doncla suitedeGodbillon-Vey sur � de �T X enfournit unepour � . Si �T X estnulle, � X convient.
2- le degrédeD estnul.
Danscecas,� � � Py� � � $K�	���@$ � X . L’ équation

� � � ��� � � impliqueque ��� � ���,4 doncqu’il existe� p�� telle que � �/� � � . L’ équation
� � � ��4 implique que

� � � $5� � � ���T � ��4 . Un multiple de �
admetsunesuitedeGodbillon-Vey sur � delongueur2, il enestdoncdemêmepour � . h

Preuveduthéor̀eme1.4. – Soit i uneintégralepremìerede � dansuncorps� extensionLiouvillienne
de � . Par définition il existe

�
dans � tel que

� i � � � d’où
� � � ��� A �� , �%� � A �� estunesuite

de Godbillon-Vey de longueur2 sur � pour � . Par récurrencesur la longueurde l’extension,le lemme
2.2, nouspermetsde trouver unesuitede Godbillon-Vey de longueur2 sur � . Réciproquement,̀a partir
d’une suitede Godbillon-Vey �?��� � de longueur2 on construituneintégralepremìerede � en résolvant
successivementleséquations

� � � � � � puis
� i � � � . h

3. Suitede Godbillon-Veyde longueur 3

LEMME 3.1. – Soient�,p�� �� et � uneextensionde � . Si elle admetunesuitedeGodbillon-Vey de
longueur3 sur � alors,parmi toutessessuitesdeGodbillon-Vey, elle enadmetunedela forme � , � � , ���
avec� � p|� �� .

Preuve. – Soient¡ � et ¡U� dans� �� vérifiant:� � � ��� ¡1�� ¡7� � ��� ¡ �� ¡ � � ¡7�%�s¡ �
Prenonsunedérivation 8 sur � vérifiant �92:8 6¢�£; et posons� � � L = � . Il fautensuiteconstruire��� .
Comme 2:� � ` ¡ � 6 �|� �w4 , il existe

� pn� telle que � � � ¡ � $ � � . En prenantla différentielleon a� � � � ���O2¤¡U� ` � � $ � � � 6 . La forme ��� estdoncdela forme ¡� ` � � $ � � � $ P � pourun certain
P

dans� . Il fautdéterminerle
P

tel quela troisièmeéquationsoit satisfaite.Encalculant� � � ` �!��� � � � � 2 P � 6 $ � � 2 � � 6 $ Py� �?�
on obtient

P � ` �� � � donc ��� � ¡U� ` � � $ � � � ` � o� � convient. h
LEMME 3.2. – Soient�np�� �� , �qj'�rj'� � telleque � � soitalgébriquesur � . Si � admetunesuite

delongueur3 sur � � alorselle enadmetunesur � .

3



Guy Casale

Preuve. – Le lemme3.1nouspermetdesupposerque � � p|� �� . Maintenantla preuveestla mêmeque
celledu lemme2.1.Soit t� � la cloturenormalede � � . En faisantagir un élémentv¥p Pyx1z 2 t� � {�� 6 surles
relationsdela suite,nousobtenons:� � � ���/v%2:� � 6 � ���¦� �� � � � � v%23� � 6 � ���/v%2:��� 6� v%23��� 6q� v%23� � 6 �uv%2:��� 6q� � � �sv%2:��� 6
La moyennedes v%2:��� 6 pour tous les v dans

Pyx1z 2�t� � {�� 6 nousfournit une suite de Godbillon-Vey de
longueur3 dans� . h

LEMME 3.3. – Soient�np�� �� et �a2 P 6 uneextensionde �§��� par
P

vérifiant
�7P � Q o� T ��$ P T � $ T1X

avecT � , T � et T7X dans � �� . Si � admetunesuitedelongueur3 sur �l2 P 6 , alorselle enadmetunesur � .

Preuve. – Graceaux lemmespréćedents,nouspouvons supposerque
P

est transcendantesur � ,� � pO� �� , ��� � �]� Q��� � Qd� avec
� pO� ��V� 8|� et �¨p�� � 8|� , et quelesracinesde � setrouventdans� . Nous

distingueronslesdeuxmêmescasquepréćedement.
1-le degréde � estnonnul.
A un changementde variableprèsnouspouvonssupposerqu’apr̀esdivision suivant les puissancescrois-
santes� � � �Q D�© 0�� $,����� avec © >?pª� �� et

+n� 4 . L’ équation
� �%� � �¥��� � implique �O� © 0�� ��4 , il

existedonc
� p�� telle que © 0�� � � � .

Si T1X estnonnulle, l’ équation
� ��� � � � �¦��� implique T1X � © 0�� �K4 . La forme � estun multiplede T1X et

on obtientunesuitedeGodbillon-Vey delongueur3 pour � à partir decellede T1X .
Si T7X estnulle, l’ équation

� ��� � � � �s��� implique
� © 0�� ` + © 0��«� T � � � � � © 0�� . En remplaçant © 0��par

� � danscetteexpressionon obtient
� � � �O��¬ A �� � $ �� G�a® , c’est-̀a-direunesuitedeGodbillon-Vey

delongueur2 dans� .
2-le degréde � estnul
Danscecas ��� � Py� © � $K���	��$ © X . L’ équation

� � � � �O�u��� implique �O� © �«��4 . Si T � estnonnulle,
l’ équation

� � � � �!�!�s� � implique T � � © � ��4 . La forme � estun multiple de T � et on a ainsiunesuite
pour � . Si T � estnulle,l’ équation

� � � � �!�¯�]� � implique
� © � $s� © � � T � � �%��� © � . Enremplaçant © � par� � danscetteexpressiononobtientunesuitedeGodbillon-Vey delongueur2 :

� � � �|� ¬ A �� � ` �  G� ® ��h
Preuvedu théor̀eme1.6. – Soit i uneintégralepremìerede � dansun corps � , extensionde type

riccati de � . Il existeunesuitedeGodbillon-Vey delongueur2 pour � sur � . En utilisant le lemme3.3,
parrécurrence,nousobtenonsunesuitedeGodbillon-Vey delongueur3 sur � . Inversement,̀apartird’une
suitedeGodbillon-Vey delongueur3 sur �§�?�°� � ����� , onconstruituneintégralepremìerede � enrésolvant�7P � Q�o� � � $ P �!�%$�� puis

� � � � 23�!�%$ �Q � 6 et
� i � � � . h

Référencesbibliographiques
[1] C.Godbillonet J.Vey - Un invariant desfeuilletagesdecodimensionun,ComptesrendusAcad. Sc. Paris273pp

92-95(1971)
[2] M. Singer- Liouvillian first integral of differential equations,Trans.A. M. S.333pp673-688(1992)
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