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Résumé.  Nousmontronsgqu'unel-formesurun corpsdifférentielde caracéristiquenulle admetune
intégralepremered’un type de transcendancparticulier (appelk Riccati) si et seulement
si cetteforme admetunesuitede Godbillon-\ey delongueur3 surcecorps. (© 2002Aca-
démiedessciencesl'z'ditionsscientifiquesat médicalesElsevierSAS

Godbillon-\eysequenceand first integrals

Abstract.  Weprovethata 1-formon a zeio characteristicdifferential field admitsa firstintegral whith
a specialtypeof transcendancRiccatitype)if only if it admitsa Godbillon-\éy sequence
of length3 onthisfield. © 2002Aca(ﬁmiedessciencesf'z'ditionsscientifiqueet médicales
ElsevierSAS

Notation.— M estuncorpsdifférentieldecaracéristiquenulle,dedérivationso, . . ., 8, quicommutent
et sontlinéairemenindépendanted.e dual du M-moduledesdérivationsseraQ}, le M-moduledes1-
formesdifférentielledde M. Soit K uneextensiondifférentiellede M ; nousnoteronsl. = K ®, Q).

1. Intr oduction

Une suite de Godbillon-\ey sur K pour une 1-formew estune suite de 1-formesw;, ws, . . . , Wy, - - -
appartenana Q1. telle que:

dv = wAw
dvi = wAws
n
dwp, = WAWpt1+ 2 4y ( & > W A Wn_gt1

Remaquel.l. — (voir [1])

— Siw admetunesuitede Godbillon-\&y alors elle estintégrable (w A dw = 0).

— Reciproqguemensi w estintégrablealors pour toutedérivation X telle quew(X) = 1, la suitedéfinie
parw; = Lxw etw;11 = Lxw; estunesuitede Godbillon-\&y pour w

— Siw admetunesuitede Godbillon-\&y wy, . . ., wy, . . . alorsla suitew; + % e, ﬁwn, ...estune
suitede Godbillon-\&y pour la forme fw.

Note préseneepar
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Nousregarderongesformesadmettantinesuitedelongueurfinie (unesuiteestdite delongueump siw; = 0
pouri > p).

ProPOSITION 1.2. — Etantdonréeuneéquationaux deriveespartiellesdG + G, Yot .-+ =0
avecry; dansf},, si cetteéquationadmetunesolution@ dansuneextensmnd|fferent|elledeK etsiG est
transcendantsur K alorsles~; formentunesuitede Godbillon-\&y pour v,.

Preuve — L’existenced’unesolutionimpliqueque

[ d A
0=di =Y G | G- 3 i
% pt+q=i pq
Si cettesolutionesttranscendanteyousobtenonsinesuitede Godbillon-Vey delongueum+1 poury,. O

Plus précisementnousnousintéresseronau formesw admettantessuitesde Godbillon-\ey de lon-
gueur2 ou 3. Uneintégralepremeredew estun élementH d’'une extensiondifférentiellede M vérifiant
dH ANw = 0.

DEFINITION 1.3. — Uneextensiondifferentiellesera dite Liouvilliennesi elle estobtenugpar unesuite
d’'extensionglutype K C K(G) avecG algébriqueou transcendantérifiantdG = G, + -y avecy, et
70 dansQl.. Lesélementsi’unetelle extensionseont dit Liouvillien.

Lesrelationsentrel’existenced’unesuitede Godbillon-\Vey delongueuffinie etl’existenced’uneintégrale
premired’un type detranscendancgarticulieront &t étudieesparM. Singerdans[2] ou il montre:

THEOREME 1.4. — Un formew dansQ}, admetunesuitede Godbillon-\&y delongueur2 sur M si et
seulemensi elle admetuneintégrale premere Liouvillienne

Danssathese[3], F. Touzetdonneune preue plus élementairede ce theoemeduea J.P Rollin. Nous
nous proposongle redemontrerdansun premiertempsce theoremeen utilisant la proposition1.2 puis
d’'étendrecerésultatauxsuitesdelongueur3:

DEFINITION 1.5. — Uneextensiondifferentiellesem dite detypeRiccatisi elle estobtenugpar unesuite

d’extensiongutype K C K(G) avecG algébriqueou transcendantel quedG = %272 + G + v avec
Y2, 71 €ty dansl,. Lesélementsd’unetelle extensionseont dit detypeRiccati.

THEOREME 1.6. — Uneformew dans?}, admetunesuitede Godbillon-\&y delongueur3 sur M si et
seulemensi elle admetuneintégrale premere detypeRiccati.
2. Unenouvelle preuvedu Théoremede M. Singer

LEMME 2.1. — Soientw € Q},, M C K C K; tellequeK,; soitalgébriquesur K. Siw admetunesuite
de Godbillon-\&y delongueur2 sur K; alorselle enadmetunesur K.

Preuve — SoitI?l la cloture normalede K. En faisantagir un élements € Gal(f(]/K) surles
relationsdela suitede Godbillon-\ey , nousobtenons

dw w A o(wr)
o(dw1) = d(o(wr)) =0.

La moyennedeso(w;) pourtousles o dansGal(E/K) nous fournit une suite de Godbillon-\ey de
longueur2 dansk. O

LEMME 2.2. — Soientw € Q}, et K(G) uneextensionde K D M par G verifiantdG = Gv1 + 7. Si
w admetunesuitede Godbillon-\&y delongueur2 sur K (G) alors elle enadmetunesur K.
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Preuve — NouspouwnssupposegueG esttranscendantsur K etécrirew; souslaforme% avec
N € Q% [X] etD € K[X]. Nousallonsdistinguerdeuxcassuivantquele degré de D soit positif ou nul.
1- le degré de D estpositif.

Le lemme2.1 nouspermetde supposequele corpsK contientuneracineg de D. Nousnousplagnsen

cetteracineenfaisante changemend’inconnued = G — g. Comme
dH = Hy +gm + 7 — dg = Hy + %o,

la transcendancde H sur K assurejuesyp, 41 formentunesuitede Godbillon-\Vey. La formew; estune
expressiorrationnelleen H et en effectuantla division suivant les puissancesroissantesiousobtenons
wi = g=@_n+...avecn > 0eta; € N .

L'équationdw = w A w; impliquequedw = w A ag etw A a_, = 0 etl’ équationdw; = 0 implique que
a_n AN Y = 0etdag + a1 A = 0. Si4p estnonnulle, nousen déduisongjuew estun multiple de4g
doncla suitede Godbillon-\Vey sur K de+, enfournitunepourw. Si4g estnulle, ag corvient.

2-le degrédeD estnul.

Danscecas,w; = G"a, + ... + ag. L'équationdw = w A wy impliquequew A «,, = 0 doncqu'’il existe
F € K tellequea, = Fw. L'équationdw; = 0 impliqgue queda, + ra,- A 41 = 0. Un multiple dew
admetaunesuitede Godbillon-\ey sur K delongueur2, il enestdoncde mémepourw. O

Preuveduthéoremel.4. — Soit H uneintégralepremieredew dansun corpsK extensionLiouvillienne
de M. Par définition il existe F dansK tel quedH = Fw d'olidw = w A £, w; = 4E estunesuite
de Godbillon-\Vey de longueur2 sur K pourw. Par récurrencesur la longueurde I'extension,le lemme
2.2, nouspermetsde trouver une suite de Godbillon-\ey de longueur2 sur M. Réciproquementa partir
d’'une suite de Godbillon-\Vey w,w; delongueur2 on construituneintégralepremierede w enrésohant
successiementieséquationsiF' = Fw; puisdH = Fuw. O

3. Suite de Godbillon-Veyde longueur 3

LEMME 3.1. — Soientw € Qj, et K uneextensionde M. Sielle admetunesuitede Godbillon-\&y de
longueur3 sur K alors, parmitoutessessuitesde Godbillon-\&y, elle enadmetunedela formew, wq, wo
avecw; € QJ,.

Preuve — Soienty; etrn, dansQ}, vérifiant:

dv = wAMm
dm = wAn
dnz = mAn

Prenonsunedérivation X sur M vérifiantw(X) = 1 etposonsv; = Lxw. Il fautensuiteconstruirew,.
Comme(w; —m) Aw = 0, il existe F' € K tellequew; = m1 + Fw. En prenanta difféerentielleon a
dwi = w A (2 — dF + Fw,). Laformew- estdoncdelaformen, — dF + Fw; + Gw pourun certainG
dansK. Il fautdéterminele G tel quela troisiemeéquationsoit satishite. En calculant

dwy — w1 Awy = d(Gw) + Fd(Fw) + Gduw,
onobtientG = —1F? doncws = 7y — dF + Fw; — F;w corvient. O

LEMME 3.2. — Soientw € Ql,, M C K C K; tellequekK, soitalgébriquesur K. Siw admetunesuite
delongueur3 sur K; alorselleenadmetunesur K.
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Preuve — Lelemme3.1nouspermetdesupposequew; € },. Maintenanta preuwve estla mémeque
celledulemme2.1.Soit K; la cloturenormalede K. Enfaisantagirun élements € Gal(K,/K) surles
relationsdela suite,nousobtenons

dw = wAo(wr) = wAw
dwr = do(w) = wAo(ws)
do(w2) = o(wi)Ao(ws) = wiAo(ws)

La moyennedesao(ws) pour tousles o dansGal(E/K) nousfournit une suite de Godbillon-\ey de
longueur3 dansk. O

LEMME 3.3. — Soientv € 0}, et K (@) uneextensiorde K D M par G vérifiantdG = %272+G71+70
avecys, 11 ety dansQi.. Siw admetunesuitedelongueur3 sur K (@), alorselle enadmetunesur K.

Preuve — Graceaux lemmesprécdents,nouspouwons supposerque G esttranscendantsur K,
w1 € QY we = % avecN € QL [X] etD € K[X], etquelesracinesde D setrouventdanskK . Nous

distinguerongesdeuxmémescasqueprécdement.
1-le degréde D estnonnul.
A un changementle variableprésnouspouvonssupposequ’apresdivision suivantles puissancesrois-
santesvy = zxfB-n + ... avecp; € Nk etn > 0. L'équationdw; = w A w, impliquew A B_,, = 0, il
existedoncF € K tellequef_,, = Fw.
Si+yp estnonnulle, I’ équationdws = wy A wy impliqueyy A f—,, = 0. Laformew estun multiple de~y, et
onobtientunesuitede Godbillon-\Vey delongueur3 pourw a partir decellede~y,.
Si~ estnulle, I équationdws = w1 A wo impliquedf_,, — nf_, Ay1 = w1 A B—,. Enrempla@ant§_,
par F'w danscetteexpressioron obtientdw = w A (% + %) , c'est-a-direunesuitede Godbillon-\ey
delongueur2 dansK.
2-ledeggréde D estnul
Danscecasws = G, + ...+ By. L'équationdw; = w A ws impliquew A 8, = 0. Si vy, estnonnulle,
I'équationdws = w1 A we impliquey, A 3, = 0. La formew estun multiple dey, etonaainsiunesuite
pourw. Sivy, estnulle,l’ équationdws = w1 Aws impliquedf, +rB, Ay1 = w1 AB,.. Enrempla@nts, par
Fw danscetteexpressioron obtientunesuitede Godbillon-\Vey delongueur? : dw = w A (% — %) .0

Preuvedu theoremel.6. — Soit H uneintégralepremierede w dansun corps K, extensionde type
riccatide M. Il existeunesuitede Godbillon-\Vey delongueur2 pourw sur K. En utilisantle lemme3.3,
parrécurrencenousobtenonsinesuitede Godbillon-\ey delongueur3d sur M. Inversementapartird’'une
suitedeGodbillon-\ey delongueur3 sur M w, wy , wa, ONconstruituneintégralepremiredew enrésohant
dG = € wy + Gy + w puisdF = F(w; + 3w) etdH = Fuw.

O
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