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1. Convexité

Exercice 1.1. Donner la définition d’une fonction convexe et la caractérisation des
fonctions dérivables convexes en terme de la variation de leurs dérivées.

Exercice 1.2. Montrer que le graphe d’une fonction convexe est au-dessus de ces
tangentes.

Exercice 1.3. Montrer que le graphe d’une fonction convexe est en-dessous de ces
cordes.

Exercice 1.4. Montrer que

– ex ≥ 1 + x pour tout x ∈ R,
– ln(1 + x) ≤ x pour tout x ∈]− 1,+∞[,
– 2

π
≤ sinx ≤ x pour tout x ∈ [0, π

2
],

– (1 + x)n ≥ 1 + nx pour tout x ∈ [−1,+∞].

2. “Puissances comparées”

Exercice 2.1. Soit (un)n∈N la suite définie par un = nk

n!
. Étudier les variations de

la suite et en déduire un rang n0 tel que un+1

un
≤ 1

2
lorsque n ≥ n0. Montrer ensuite

que (un) tend vers 0 lorsque n tend vers +∞.

Exercice 2.2. Soit (un)n∈N la suite définie par un = nk

an
avec a > 1. Étudier les

variations de la suite et en déduire un rang n0 tel que un+1

un
≤ 1√

a
lorsque n ≥ n0.

Montrer ensuite que (un) tend vers 0 lorsque n tend vers +∞.

Exercice 2.3. Soit (un)n∈N∗ la suite définie par un = ln(n)
nα

avec α > 0. Étudiez les

variations de la suite et déduisez-en un rang n0 tel que un+1

un
≤ 1

2
lorsque n ≥ n0.

Montrez ensuite que un tend vers 0 lorsque n tend vers +∞.

3. Séries numériques

Exercice 3.1. Calculer les sommes des séries de terme général un :

a) un =
1

n(n+ 2)
, b) un =

1

4n2 − 1
, c) un = ln

(n+ 1)2

n(n+ 2)
, d) un =

cos nπ
3

2n
.

Exercice 3.2. Écriture décimale d’un nombre rationnel
Soit le nombre A = 3, 21212121 . . . dans le système décimal. Une écriture équivalente
de A est :

A = 3 +
21

100
+

21

1002
+

21

1003
+ . . .

a) Calculer
+∞∑
n=1

21

100n
.

b) En déduire l’écriture de A sous forme de fraction irréductible.
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Exercice 3.3. Étudier la nature des séries de terme général un :

a) un =
n2

n!
, b) un =

10n

n!
c) un =

n− 1

n4 + n+ 1
, d) un = sin

1

2n
,

e) un = e
1
n − 1, f) un =

1

n lnn
, g) un =

1

n(n+ lnn)
.

Exercice 3.4. Soit la suite de terme général

un = 1 +
1

2
+ . . .+

1

n
− lnn.

On pose dn = un − un−1. Montrer que dn ∼ −1
2n2 et en déduire que la suite (un) est

convergente.

Exercice 3.5. Étudier les séries de terme général un et préciser si elles convergent
absolument :

a) un =
(−1)n√

n
, b) un =

(−1)n

n2
lnn, c) un = sin

(
(n+

1

n
)π

)
.

Exercice 3.6. Montrer que la série de terme général un =

∫ (n+1)π

nπ

e−x sinxdx est

alternée. Exprimer un en fonction de u0 puis calculer
+∞∑
n=0

un.

4. Intégrales impropres

Exercice 4.1. Étudier la nature des intégrales impropres suivantes :

a)

∫ +∞

1

dx

lnx
, b)

∫ +∞

1

(x+ 1−
√
x2 + 2x+ 2)dx

c)

∫ +∞

−∞

cosx

2 + ex + e−x
dx, d)

∫ +∞

−∞

eax

1 + ex
dx.

Exercice 4.2. Montrer que l’intégrale Γ(x) =
∫ +∞

0
e−ttx−1dt est convergente pour

tout x ∈]0,+∞[. Est-elle convergente pour x = 0 ?
Montrer ensuite que Γ(x+ 1) = xΓ(x), en déduire la valeur Γ(n+ 1) pour n ∈ N.
Montrer que Γ est dérivable et Γ′(1) = −γ.

Exercice 4.3. Déterminer les valeurs de x et y pour que l’intégrale B(x, y) =∫ 1

0
tx−1(1 − t)y−1dt soit convergente. Montrer ensuite que B(x, y) = B(y, x) et que(

n+p
p

)
B(n+ 1, p+ 1) = 1 pour tout couple d’entiers (n, p).


