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Arithmétique 1

(QUESTIONS DE COURS
Montrez 'existence de la division euclidienne.
Montrez 'existence de 'écriture d’un nombre entier en base b € N>,.
En déduire qu'un nombre est divisible par b si et seulement si son écriture en base b se finit par 10.

1. DIVISIBILITE DANS N ET NUMERATION

Exercice 1.1. Soient a > b deur nombres entiers. Montrez que le reste r de la division de a par b
est toujours strictement inférieur a §.

Exercice 1.2. Montrez que le quotient de u par vw est le quotient par w du quotient de u par v.

Exercice 1.3. Pour quels couples d’entiers (a,b) a-t-on égalité entre le quotient et le reste de la
division de a par b et ceux de a + 52 par b+ 4 ?

Exercice 1.4. Montrez que [’écriture en base huit du carré d’un nombre impaire se finit toujours par
1.

Exercice 1.5. Montrez qu’aucun carré ne se finit par 2 en base dix.

Exercice 1.6. Montrez les criteres de divibilité par 9 et par 11 portant sur [’écriture décimale.
Généralisez les pour ’écriture en base b.

2. DIVISIBILITE ET CONGRUENCE

Exercice 2.1. Toutes les congruences de cet exercice sont modulo 6.

(1) Déterminez un polynéme f de degré deux a coefficients entier positif plus petit que 5 tel que
Ve € Z, f(z) = 0.

(2) Déterminez quatre entiers relatifs a,b,c,d deux a deux distincts et plus petits que 5 tels que
Ve€Z (x—a)(x—b) = (x—c)(z—d).

(3) Donnez un polynome f monic de degré 3 tel que Vx € Z f(x) = 0.

(4) Montrez que pour tout polynome f il existe un polynome g tel que f — (x
polynome de degré inférieur a deu.

(5) Déduisez-en qu’il n’existe pas de polynome f tel que f(x) = 1,Vz € 6Z et f(x) = 0 si
x € L — 6.

(6) Refaites cet exercice en remplacant 6 par 5 puis 7.

35— 1)g soit un

Exercice 2.2. Calculez les résidus de
~ 32 mod 7,
~ 1111111% mod 5,
~ 5% — 6" mod 17 pour n € N.

Exercice 2.3.

(1) Montrez que pour tout entier n les nombres n*>+5n+4 et n?>+3n+2 sont divisibles par n+1.
(2) Déterminez {n € N | n+ 1 divise 3n* + 15n + 19}.
(3) Déterminez {n € N | n® + 3n + 2 divise 3n* + 15n + 19}.

Exercice 2.4. On veut résoudre ['équation 3(a* + b?) + 2ab = 664 avec a et b deux entiers.
Soit (a,b) une solution.

(1) Montrez a —b et a+ b sont pairs.
(2) Montrez que a — b est divisible par 4 mais pas a + b.
(3) Décrivez l’ensemble des solutions de [’équation.



3. NOMBRES PREMIERS
Exercice 3.1. Le nombre 1999 est-il premier ¢
Exercice 3.2. Donnez deuz preuves de l’existence d’une infinité de nombres premiers.

Exercice 3.3. Factorisez x* + 4y*. Déduisez-en que le seul premier p s’écrivant p = x* + 4y* avec
x ety deux entiers est 5.

Exercice 3.4.

(1) Montrer que pour tout premier p et tout entier k vérifiant 1 <k <p—1ona (i) =0

(2) En déduire que pour tout couple d’entier (a,b) et tout premier p on a (a + b)P =
mod p.

(3) Montrer que pour tout entier a et tout premier p on a a®? = a mod p.

(4) Montrer que pour tout premier p et tout entier a non divisible par p on a a?~' =1 mod p.

mod p.
a? + bP

Exercice 3.5. Montrez le théoréme suivant.

Théoreme 3.1. Pour tout nombre entier n € N, il existe une unique suite finie de nombre premier
p1 <po < ... < py telle que n =TI p;.

Exercice 3.6 (Nombres de Mersenne). Montrez que tout premier de la forme a™ — 1 avec a > 1 et
m > 1 est de la forme 2P — 1 ou p est un nombre premier. Donnez un nombre premier p tel que
2P — 1 ne soit pas premier.

Exercice 3.7 (Nombres de Fermat). Montrez que tout premier de la forme a™ + 1 avec a > 1 et
m > 1 est de la forme a*" + 1 ou a est un nombre pair. On note F, le nombre 2°" + 1.

— Montrez que F, divise 2f»=1 — 1.

— Montrez que 117 F; = F, 411 — 2.

— Déduisez-en qu’il existe une infinité de nombre premier.

— Donnez un entier n tel que F,, se soit pas premier.
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: . . 1 .
Nous voulons étudier la somme des inverses de tous les nombres premiers : E —. Soit

p premier
1
D1, P2, P3, - - - la suite des nombres premiers rangés par ordre croissant. Supposons que la série Z —
Pi
1 1
converge et choisissons £ € N tel que Z — < R Soient N € N, N, le nombre d’entier naturel
. pi
i>k+1
inférieur a IV divisible par un p; avec j > k et Ny le nombre d’entiers naturel inférieur a /N dont tous
les diviseurs premiers sont des p; avec j < k.
(1) Montrez que N = N;, + N;.
Evaluation de NN,.

(2) Montrez qu’il y a [pﬂl] nombres inférieur a N multiple de p;.

(3) Déduisez-en que N, < Z [E] < E
ik LD 2
Evaluation de ;.

(4) Montrez que tout nombre n s’écrit sous la forme n = ab® ot a n’est divisible par aucun carré
et est appelé la partie sans carré de n.

(5) Montrez qu’il y a 2¥ nombres sans carré dont tous les diviseurs premiers sont des pj avec
j < k et moins de V/N carré inférieur a N.

(6) Déduisez-en que N, < 2Fy/N

(7) Donnez un nombre N donnant une contradiction.



