
UFR MATHÉMATIQUES UNIVERSITÉ RENNES 1
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Quelques résultats sur la fonction Γ

Sur le nombre γ

1. Montrer que la suite
�p1� 1

2 � . . .� 1
nq� lnpnq�n converge vers un nombre que nous nommerons γ.

2. En déduire que e�γ �±8
n�1

�
1� 1

n

�
e�1{n.

Sur la fonction Γ

On définit la fonction Γ par la formule

Γpzq �
» 8

0
tz�1e�tdt

3. Montrer que cette formule est bien définie dès que ℜepzq ¡ 0.

4. Montrer que pour tout n P N¥2, Γ2
npzq �

³n
1 tz�1e�tdt définit une fonction entière et que cette suite

converge uniformement sur tout compact de C. La limite sera notée Γ2.

5. Montrer que pour tout n P N¥2, Γ1
npzq �

³1
1
n

tz�1e�tdt définit une fonction entière et que cette suite

converge uniformement sur tout compact de tℜe ¡ 0u. La limite sera notée Γ1.

6. En développant e�t , montrez que Γ1pzq �°n¥0
p�1qn

n!
1

z�n .

7. En déduire que Γ se prolonge en une fonction méromorphe sur C dont on précisera les pôles, leurs
ordres et leurs résidus.

8. Vérifier que Γ satisfait l’équation fonctionnelle :

p�q Γpz�1q � zΓpzq.

Nous allons montrer la caractérisation suivante :

Proposition. (Wielandt (1939))
Soient V la bande verticale t1 ¤ ℜe   2u et D un domaine contenant V . Si f : D Ñ C est une fonction
holomorphe vérifiant :

(a) f pz�1q � z f pzq lorsque z et z�1 sont dans D,

(b) f est bornée sur V ,

(c) f p1q � 1,

alors f � Γ|D.

9. Montrer que Γ est bornée sur toute bande verticale ta ¤ ℜe   bu � tℜe ¡ 0u.
10. Montrer que pour tout entier n, z ÞÑ f pz�n�1q

zpz�1q...pz�nq prolonge f en une fonction méromorphe sur tℜe ¡
�n�1u.

11. Montrez que hpzq � Γpzq� f pzq est une fonction entière et vérifie l’équation fonctionnelle p�q.
12. En différenciant les cas |z| ¡ 1 et |z| ¤ 1, montrer que h est bornée sur t0 ¤ ℜe   1u.
13. Montrer que Hpzq � hpzqhp1� zq vérifie Hpz�1q � �Hpzq. En déduire que H est bornée.

14. Conclure.

La formule des compléments, Euler 1749

15. Montrer que pour z ¡ 0 et 1� z ¡ 0, ΓpzqΓp1� zq � ³�80
s�z

1�s ds.

16. Calculer cette intégrale en choisissant une détermination adéquat de s ÞÑ sz et en intégrant sur le contour
ci-dessous



DÉVELOPPEMENTS POUR L’AGRÉGATION EXTERNE

Formule des compléments
Leçons : 236, 245, 207, 235, 239

[AM], section 8.4.4

Théorème

On rappelle qu’on définit la fonction Gamma d’Euler par :

8z 2 {s 2 C|<(s) > 0} , G(z) =
Z +•

0
tz�1e�t dt

On a l’égalité suivante :

8z 2 {s 2 C|0 < <(s) < 1} , G(z)G(1 � z) =
p

sin pz

On commence par montrer le lemme qui suit.

Lemme

On a l’égalité suivante :

8a 2]0, 1[,
Z +•

0

dt
ta(1 + t)

=
p

sin pa

Démonstration du lemme :
8a 2]0, 1[, on définit Ia :=

Z +•

0

dt
ta(1 + t)

.

Ia est bien définie car c’est l’intégrale d’une fonction mesurable positive ; on a même Ia < +•. En effet :

– t 7! 1
ta(1 + t)

est continue sur ]0, +•[ (donc localement intégrable) ;

– En 0 :
1

ta(1 + t)
⇠

t!0

1
ta , qui est intégrable car 0 < a < 1 ;

– En +• :
1

ta(1 + t)
⇠

t!+•

1
ta+1 , qui est intégrable car a + 1 > 1.

On note W = C\R+ et f :

�����
W\{�1} ! C

z 7! 1
za(1+z)

, où l’on convient za = raeiaq quand z = reiq , où

q 2]0, 2p[.

La fonction f est holomorphe sur W\{�1} et possède un pôle
simple en �1 avec :

Res( f ,�1) = lim
z!�1

(1 + z) f (z) =
1

(�1)a = e�ipa

Pour R > 1, on définit le chemin gR = CR [ I+
R [ GR [ I�R , où :

– CR =

⇢
1
R

eiq
����q 2


p

2
,

3p

2

��
;

– I±
R =

"
± i

R
, ± i

R
+

r
R2 � 1

R2

#
;

– GR =
n

Reiq
���q 2 [qR, 2p � qR]

o
, avec qR = arcsin

1
R
R

.

i
R

� i
R

�1 RCR

I+
R

I�R
GR

Le théorème des résidus donne donc :

8R > 1,
Z

gR

f (z) dz = 2ipe�ipa
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17. En déduire la formule des compléments : pour tout z P C,

ΓpzqΓp1� zq � π

sinπz

Formule du produit d’Euler (1749) et de Gauss (1811)

18. Le produit
±8

n�1

�
1� z

n

�
converge-t-il ? et le produit

±8
n�1

�
1� z

n

�
e�z{n ?

19. Pour n P N¡0, on définit Gn par

Gnpzq � n�z

n!
zpz�1q . . .pz�nq.

Montrer que cette suite converge vers une fonction entière G dont vous donnerez les zéros et leurs
ordres.

20. En utilisant la proposition de Wielandt, montrer la représentation en produit d’Euler

Γpzq � e�γz

z

8¹
n�1

�
1� z

n

	�1
ez{n.

Les formules de duplication de Legendre et de multiplication de Gauss

21. Montre que @z P C
p��q Γ

� z
2

	
Γ

�
z�1

2



�

?
π

2z�1 Γpzq.

22. Soit p un entier supérieur à 2. Montrer que @z P C
p�1¹
i�0

Γ

�
z� i

p



� p2πq p�1

2 p
1
2�z

Γpzq.

Caracterisation de Γ par la formule de duplication.

23. Soit g une fonction entière, 1-périodique telle que pour tout z P C, gp2zq � gpzqgpz� 1
2q et pour tout

x ¡ 0, gpxq ¡ 0. Alors il existe deux constantes a et b telles que gpzq � aebz.

24. Montrer que si une fonction méromorphe vérifie p�q, p��q et est strictement positive sur s0,�8r alors
cette fonction est Γ.
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Transcendance différentielle de la fonction Γ

Le but de cette partie est de démontrer le théorème suivant :

Théorème(Holder, 1887)
Quelque soit n P N, il n’existe pas de polynôme P P CrX ,Y0,Y1, . . . ,Yns tel que @z P C :

P
�

z,Γpzq,Γ1pzq, . . . ,Γpnqpzq
	
� 0

Nous noterons CxX ,Y y l’anneau CrX ,Y0, . . .Yn, . . .s des équations différentielles algébriques et I l’en-
semble des équations s’annullant sur Γ.

25. Montrer qu’il existe une unique dérivation D de CxX ,Y y vérifiant DpXq � 1 et DpYnq � Yn�1.
(Rappel : une dérivation d’un anneau est une application C-linéaire vérifiant la règle de Leibniz :
DpPQq � DpPqQ�PDpQq.)

26. Montrer que I est un idéal différentiel i.e. idéal stable par D.

27. Montrer que si P P I alors

Q � PpX �1,XY0,XY1�Y0,XY2�2Y1, . . . ,XYn�nYn�1q P I.

Nous ordonnons les variables X   Y0   Y1   . . .   Yn   . . . et considérons l’ordre lexicographique sur
les monômes.

28. Montrer que si I n’est pas réduit à 0 alors il existe un P P I dont le plus grand monôme est minimal
parmi les plus grands monômes d’élements de I.

29. Montrer qu’il existe N P N tel que Q � XNP.

30. En déduire Pp1,0,Y1,Y2, . . . ,Ynq � 0 puis par induction que @m P N, Ppm,0,Y1,Y2, . . . ,Ynq � 0.

31. Montrer que P est divisible par Y0 et conclure.

Pour une preuve analytique de ce dernier théorème utilisant la théorie de Nevanlinna vous pouvez regarder

[1] S. Bank & R. Kaufman An extension of Holder’s theorem concerning the Gamma function Funkcialaj
Ekvacioj 19 (1976)

Pour une preuve de ce même théorème utilisant la théorie de Galois différentielle

[2] C. Hardouin & M.F. Singer Differential Galois Theory of Linear Difference Equations Math. Annalen 342
(2008)


