Exercice [Equations d’Euler]
Soient c; et ¢, deux nombres complexes. Donner une base de solutions
de I’équation suivante :

d’u N du N 0
==+ ciz—+cu=
d2 " dr 7

Vous pouvez chercher les solutions sous la forme z* et s’il en manque
une z%logz.

Pour comprendre cet méthode, je vous propose une correction (plus
difficile) utilisant les polynomes d’endomorphismes. Notre équation se
rééerit (z20) (2 )u+ (c1 — 1) (25 )u+u = 0.

Commencgons par remarquer que cette équation a deux singularités
dans C. L'une en z =0 (du moins tant que ci,c, sont non nuls) et
I’autre en co. Nous resolverons donc I’equation sur un domaine sim-
plement connexe U < C* afin de pouvoir utiliser le log (et donc les
puissancesnon enti¢res). On vérifie que c’est z* est un vecteur propre
de zdiz de valeurs propre o : zd%(zo‘) = ou(z%).

Notre équation s’écrie P(zd%)(u) =0avec P(X)=X*>+(c; — 1)X +
c; ainsi en restriction a I’espace vectoriel de dimension 2 des solutions,
P est un polynome annulateur de zd%. Si les deux racines o et o, de
P sont des valeurs propres distinctes alors zd% est diagonalisable : on a
une base de solutions z%1, z%2.

Si zd% n’est pas diagonalisable alors nous savons qu’il existe un vec-
teur propre (donc une solution de 1’équation de la forme z%) qu’on
peut compléter en une base de telle sorte que la matrice de zd% dans
cette base soit un bloc de Jordan de diagonal o : puis que zd%(lnz) =1
et zdiz(z“ Inz) = zd%(zo‘) Inz+ z“zd%(lnz), z%Inz est le second vecteur de



la base.

Remarque 1. Je profite de cet exemple pour vous monter comment

effectuer le changement de variable w = % Nous avons alors < =

dz
—w?L ceci signifie que pour si i(w) = u(1/w) alors fl—”Z‘(l/w) = —w4 ()

(j oublierai volontier le tilde). Ainsi notre équation dans la nouvelle
coordonnée est

d d d
(1/w)2(—w2%)(—wza)u + cl(l/w)(—w2%)u +cu=0
c’est-a-dire
e
de2 C1 deu cou = 0.

Cette équation est bien singuliere en w = 0 (i.e. 7 = o0) du moins tant
que ¢1 £ 2 oucr, + 0.

Exercice [Seconde solution]
Si u; est une solution (non nulle) de

d*u N du N 0
I/l —_—
dz? pdz 1

et ® une solution (non nulle) de ‘Z—Vg + pW = 0 alors up = u Su—"%dz est
1

une solution de notre équation, indépendante de u;.

Si u;(z) est une solution, on cherche la seconde sous la forme k(z)u; (z)
(variation de la constante). On injecte cette forme dans 1’équation et on
obtient

K'(2)uy + 2k (2)uy (z) + p(2)K (2)ui(z) = 0

Ceci se réecrit k" /k' = —2u/ /u; — p ce qui montre que k' est le produit
d’une solution de f'/f = —2u} /u; ¢t d’une solution de g'/g = —p.



Exercice[Changement de variable, changement d’inconnue]
Considérons 1’équation différentielle

d*u du
42 +pdz+qu=0
Montrer que
2 "
1.SiZ=g(W) etv=uoga10rs %+(pogg’—‘z—’)j—:;+
(qogg?)v=0
On a
dw d d
dzdw  dz

i.e. g'(w)4(w) = 9 (g(w)) et de méme

dwd  dwd d?
(dz dw>< dz dw)v B d_zzu
Nous composons 1’€quation avec g puis on remplace les dérivées
de u évaluées en g par les dérivées de v suivant les deux formules
bleues ci-dessus.

, W d*v dv
2.siu=hov, ennotant f = 7, alors —+(p+2f)—+(qg+
dz? dz
pf+f+f =0
Apres avoir corrigé les typos, il suffit de dériver les fonctions com-
posées.
Exercice[Différentes formes d’une équation d’ordre deux]
Considérons u; et u, une base de solution de 1’équation différentielle

d*u N du N 0
l/t —
dz? pdz 9

Vérifiez que
/
1. % est solution d’une équation de Riccati.
2.T= Z—f est solution d’une équation Schwarzienne :
1
S(5) = —p' — P>+ 24

il n’y a que du calcul



Exercice[Lamé & Weierstrass]
Soient Q(z) = 4(z—e1)(z — €2)(z— e3) un polynome de degré 3 ayant
trois racines distinctes telles que e; +e; +e3 =0, ne N et b € C.
Considérons 1’équation de Lamé
d? 10'd 1 b
_u+_g u n(n+1)z+ L= 0
dz?  2Q0dz Q
1. Donner, pour chaque singularités (dans C) de I’équation, son type
et ses exposants.

Nous n’avons pas encore vu en cours les différents types de singu-
larités. Nous nous contenterons de déterminer les singularités. Les
trois zéros de Q sont des pdles des coefficients. ce sont donc trois
singularités. Reste 2 voir si o est une singularitA©. Nous faisons

le changement de variable w = % :

& ot Dyt %%g/W)(—wz%)a(w) Ll g(ll);v/vv)v +b

Par exemple w*Q(1/w) = w[](1 — e;w) a un zéro simple, le coef-
ficient de i1, une fois 1’équation mise sous forme résolue a un pole

=

d’ordre 2, ou 1 si n = 0. oo est une singularité

2. Effectuer le changement de variable z = go(w).

On nous propose un autre changement de variable. La fonction
@(w) est solution de (‘;—‘vf)z = Q(). Nous supposerons que ce Q
est associé a une fonction de Weierstrass. C’est toujours le cas
mais la preuve n’a pas été vue en cours.

A priori le changement de variable n’€tant pas bijectif, nous allons
étre confronté au choix d’une branche inverse @~ ! ¢’est-a-dire une
zacine de Q. Placons sur un domaine simplement connexe sur le-
quel O ne s’annulle pas de sorte qu’on puisse choisir une telle

racine, on choisit telle que Z—f =4/0(p).
d d > 1 d d?
— = t -4 - =
Q0= aw & Q9ga Ve =g

4



et notre équation devient
d’u
— —(n(n+1)pw)+b)u=0
= (n(n+ 1) p(w) + b)

. Les singularités de I’équation en la variable z sont-elles images par

¢ des singularités de I’équation en la variable w?

NON

Notre nouvelle €équation a des singularités sur le réseau des périodes
de . L’image des singularités par g est donc réduit a co. il manque
les 3 autres singularités.

Le changement de variable les a désingularisé.

. Résoudre I’équation de Lamé dans la cas n = 0.
2
Lorsque n = 0 nous obtenon % — bu = 0 dont une base de solu-

tion est e=V?". Dans la variable initiale, une base de solutions est

donc
dz
(Vb | o)




