4 Transformée en 2

4.1 Définitions et notations.
Définition 1 La transformée en z d’une suite (a,)nen est la somme de la série :

—+o00

A(z) = Z anzin.

n=0

Si le rayon de convergence de la série entiere » n>0 Gn2" est B> 0;
_1
en posant r = 2,

A(z) est bien définie pour tout z € C tel que |1| < R soit |z > +.
Le fonction A(z) est aussi notée Z[ay].
On appelle (a,), Voriginal de A(z).
Exemple 1 Sia, =1 pour tout n alors le rayon de convergence de ano " est 1.

Pour z>1 on a

A(z) =

Définition 2 Soient f : R — R une fonction nulle sur Ry (signal causal) et
T, € Rog. L’échantillonnage de f de période T, est la suite

(f(nTe))n =

La transformée en z d’un échantillonage (f(nT.)), est la somme de la série :
F(z) =
lorsqu’elle existe.

On la note F(z), Z[f(nT.)] ou Z|f] siT. est explicite.
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4.2 Exemples fondamentaux.

4.2.1 Echelon unité

Le signal est
1sit>0
U(t)_{ 0sit<0

Son échantillonage a la période T, est la suite de terme général
U(nT,) =
Sa transformée en 2z :

FUnT)] =

pour z € C tel que |z| > 1
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4.2.2 Suite de Dirac

La suite est définie par

5(0) =1
d(nT.) = 0 pour tout n € Nyg.

Sa transformée en z :

Z[5(nT)] =

pour z € C.
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4.2.3 Suite exponentielle

Le signal est

f(t) =a" =exp(tina).

Son échantillonage a la période T, est la suite de terme général

f(nT,) = a"=.

Sa transformée en z :

Za™]) =

pour z € C tel que

%‘ <lie |z] >|a

Te

En particulier si T, =1 :

Zla"] =

z
zZ—a

pour |z| > |al.
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4.3 Propriétés.
4.3.1 Linéarité

Théoréme 1 Soient (uy)nen, (Un)nen deux suites et A, u deux nombres. Alors

P [ My, + vy = AL [uy] + 2 [v,].
Preuve. -

Exemples 1 Calculons 2 [cos(wn)| et Z[sin(wn)].
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4.3.2 Retard

Théoréme 2 (du retard) Soit (v,)nen une suite; notons (wy)nen la suite retardée
donnée par

Wy = Upp Stn>p>0
w, = 0 sim<p
Alors .
Zwy] = —Zv,].
2P
L’égalité du théoreme se réécrit ZU(n —p)on—p) = 277 Z[v,)].
Preuve. -

4.3.3 Avance

Théoréme 3 (de 'avance) Soit (vy,)nen une suite ; notons (wy, )nen la suite avancée
donnée par w, = U(n)v,1. Alors

Y wy] = 2(Z v, — vo).

On peut généraliser ce théoreme par récurrence : ZNUn)ntp) = 2P (ZLva] — X

Preuve. -
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4.3.4 Multiplication par n.

Proposition 1 Soit (v,)nen une suite. Alors

Znv,] = —2L Zv,,).

Preuve. -

4.3.5 Multiplication par a", a € C.

Proposition 2 Soit (v,), € N une suite. Alors

Za"v,)(z) = Zvs) (2) .

Preuve. -

46



4.4 Transformée d’un signal périodique

Théoreme 4 Soient T, € Ry et f un signal mT,.-périodique. Notons fy le signal

folt) = { g(t) sit € [0,mT,|

sinon.

Alors

Z(f(nT.)] = Z=Z1fo(nTe)],

zm—1

ou avec d’autres notations :

pour z € C tel que |z| > 1.

Preuve. -
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4.5 Valeur initiale et valeur finale

Théoreme 5 (de la valeur initiale) Soit (a,)nen une suite et A(z) sa transformée
en z. Si la limite existe on a :

lim A(z) = aop.

|z| =400

Preuve. -

OJ

Théoreme 6 (de la valeur finale) Soit (a,)nen une suite et A(z) sa transformée
en z. St les limites existent on a :

lim A(z) (1-1) = lim a,.

|z| >+o00 n—+400

Preuve. -
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4.6 Transformée en 2z et convolution

Rappels

1. Si f et g sont deux fonctions nulles sur R, on note

(f*g)( / f(7)g(x — 7)dr le produit de convolution de f et g.
2. Si (apn)nen €t (bn)nen sont deux suites, on note

k=n
(axb), Z agb,_x le produit de convolution de (a,)uen €t (bn)nen-
k=0

Compatibilité

(an)nen est 'échantillonnage de f
Soit T, une période d’échantillonnage,

(bn)nen est I'échantillonnage de g

alors ((a xb),) _. est l'échantillonnage de (f * g).

neN

Théoreme 7 Soient (ap)nen €t (bp)nen deux suites. On a

Z[(a*b)n] = Zan] - Z[ba).

Soient [ et g deuz signauz casauz et F(z) et G(2) leurs transformées en z de

période d’échantillonnage T,. On a

Z[f x gl = F(2)-G(2).

Preuve. -

Fllaxb),] =

En remplacant n — k par m :
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4.7 'Transformée inverse & Applications

Comment retrouver 'original d’une transformée en z ?
20,41+ a, = U(n)

Exemple 2 On cherche une suite (a,)nen telle que { 0
0=

La transformée en z étant linéaire on obtient

Le théoreme de ’'avance donne

et on a donc

c’est-a~dire Za,| =

Comment obtenir a,, 7
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Soit A(z) une fonction d’'une variable complexe z.
Existe-t-il (a,)nen telle que A(z) = Zlan]?

1

Premiere méthode : Développer A(z) en série entiere de = - en utilisant les

tables de séries entiéres.

Deuxieéme méthode : Si A(z) est une fraction rationnelle, on la décompose en
éléments simples puis on utilise les propriétés de la TZ et les tables de transformées
usuelles.

Exemple 3 (fin de ’exemple précédent)

Prenons

Or d’apreés ce que nous avons déja vu :

ZU(n)] = et. Z[(=1/2)"U(n)] =

Nous avons donc
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4.8 Suite définies par une récurrence double linéaire.

Q Apyo+ B Apy1 + 7 an = by

a, 3,7 étant des constantes et (b,)nen une suite donnée et (a,)nen est la suite in-
connue qu’on cherche a déterminer.

En utilisant la linéarité et le théoreme d’avance, on obtient

Yn+2 — 5yn+1 + Gyn =0

Exemple 4 Trouver une suite (Yn)nen telle que
Yo=1 1n=0

Comparer avec l’exemple de la fin du chapitre sur les suites
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