3 Séries entieres

3.1 Définitions et notations.

Définition 1 Une série entiére est une série

E anx"

ou x est un nombre réel ou complexe et a,, est le terme général d’une suite de nombres
réels ou complexes.

Ce sont des sommes infinies de puissances de x. Elles généralisent les polynomes.
Exemples 1

— Sia, =0 lorsque n > p alors > a,z" =

— Sia, =1 pour tout n alors > x™ est une série géométrique.

Remarque 1 Si|z| <1 la série Y z" est une fonction de x et on peut la calculer :
+o0o
S -
n=0

Lemme 1 Sila série Y a,X™ converge et |x| < |X| alors la série Y a,x™ converge
absolument.

Preuve. — Ceci est déja démontré dans le cours sur les séries numériques.

O

Théoreme 1 Soit > a,z™ une série entiére. Il existe un unique nombre R > 0,
cventuellement infini, tel que :

- si|z| < R, la série converge absolument,

- si|z| > R, la série diverge.
Ce nombre est appelé le rayon de convergence de la série.

Preuve. -
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Définition 2 Soit > a,x™ une série entiére de rayon de convergence R. L’ensemble
des x tels que |x| < R est le domaine de convergence de la série.

Si on travaille avec des nombres réels, c’est un intervalle | — R, R].

Si on travaille avec des nombres complezes, c¢’est un disque D(0, R).

Exemples 2
— Le rayon de convergence de la série réelle Zx” est1 car ...

Le domaine réel de convergence de cette série est | —1,1].
Elle ne converge que pour x € | —1,1].

— Le rayon de convergence de la série réelle E — estl car...
n

Le domaine réel de convergence de cette série est ] — 1,1].
Par contre elle converge pour x € [—1,1].

Ve . 7z x
— Le rayon de convergence de la série réelle E — est 1 car ...
n

Le domaine réel de convergence de cette série est ] — 1,1].
Par contre, elle converge pour x € [—1,1].
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3.2 Détermination du rayon de convergence

— Critéere de d’Alembert

Ap+1

Si lim
n—-+o00

Sy
an,

alors le rayon de convergence de la série Y a,x" est R = %

Preuve. -

O
— Critere de Cauchy
Si lir+n Yan| =€#0
alors le rayon de convergence de la série Y a,x" est R = %
Preuve. —
O

Remarques 1 - Le critere de d’Alembert ne s’applique que si a, # 0 a partir d’un
certain rang.
- 81l =0 alors R = +o00, si { =400 alors R = 0.
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Exemple 1 La série réelle Z

1
n!

n

—'ZE.
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Exemple 2 La série réelle Y (1 — %)n2 ",
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3.3 Somme d’une série entiere.

Définition 3 Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R. Notons D

son domaine de convergence. La somme de la série _ a,x™ est une fonction de x,
f:D —R (ouC), définie par

+oo
f(z) = Z apx".
n=0

Dans certain cas on peut calculer cette somme

Exemples 3

— La somme de la série E " est

+oo 1
"= e —-1,1[
;x T boure ] —1,1]

n

— La somme de Z r est

n

+oo
Zx—: pour x €] — 1, 1].
n=1 n

n

x
— La somme de g — est
n2

+oo

T
— = €] —1,1[.
23 pour z €] — 1, 1]
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3.4 Opérations sur les séries entieres

Soient > a,z™ et > b,z" deux séries entieres de rayons de convergence Ry et Ry
et de sommes fi(z) et fo(z) respectivement.

3.4.1 Combinaisons linéaires

Proposition 1 Si A\; et \y sont deux nombres, la série Y (Aa, + Aab,)z™ a un
rayon de convergence R tel que

-R= min(Rl,Rg) 81 Rl 7é RQ,
—RZRl SiRlzRQ.

La somme de Y (Ajay, + Aab,)x™ est

+oo
Z(/\lan + Aan)l‘n = )\1f1 (l’) + )\2.]02(1’)

n=0

Preuve. — - c.1. le cours sur les séries- O

3.4.2 Multiplication

Proposition 2 Le produit de deux série entiére est une série entiere :

() x () =X

avec |Cp = Y 1 _o Qkbn_k.

Le rayon de convergence R de cette série entiere vérifie R > min(Ry, Ry).

Preuve. -

Exemple 3 Le produit Y x™ x Y nx™ est la série entiére suivante :
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3.5 Propriétés de la somme
Théoreme 2 Soit Y a,x™ une série entiére de rayon de convergence R et

—+00

f(x) = Z anx".

n=0

~ f est continue sur | — R, R[ et pour tout [a,b] C|] — R, R|,

/abf(x)dx = g/ab apx"dr.

— f est dérivable sur | — R, R[ et sa dérivée est obtenue comme la somme

+o0
f(x) = Z na,z" ' pour tout v €] — R, RJ.
n=1

— f a pour primitive valant 0 en 0 la somme

F(x) = Zann m 1d$ pour tout x €] — R, R].

Preuve. -
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Exemples 4
— La somme de la série entiére Y (n + 2)z™ est la fonction suivante :

— La somme de la série entiere E —~ est la fonction suivante :
n!
n>0
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3.6 Deéveloppement en série entiere

Définition 4 Soit I un intervalle de R ou un disque de C contenant 0. Une fonction
f:1 — R (resp. C) est dite développable en série entiére en 0 s’il eziste une
série entiere Y a,x™ de rayon de convergence R > 0 telle que

—+00

f(z) = Zanx” pour tout |x| < R.

n=0

Si elle existe cette série est unique et coincide avec la série de Taylor de f en O :

fx) =

Exemples 5

—x2

— La fonction (réelle ou compleze) f(x) = e " est la somme de la série :

— La fonction réelle g(z) = > prolongée par g(0) = 0 est de classe € mais
n’est pas developpable en série entiere. En effet ...
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3.7 Deéveloppements en série entiere de fonctions usuelles

Rayon de
Fonction Série convergence
1 -
11—z nz:% .
+00 "
e’ = Z ) R = +o00
n=0
+0oo xQn
cosr = ;%(_1) 2n) R = +o00
+oo p2n+l
SN T = nz:%(—]_> m R = 400
+00 r2n
h = —1)" R =
cosh ;( ) @) +00
+00 x2n+1
Sll’lhflﬁ = ;(-1) m R = +00
e Rale—1)...(a—n+1) P
(I1+2)* = Z - x =
n=0
+o00o
( 1)n+1
In(1 = " R=1
n(l+ z) nZ:; P
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3.8 Applications

3.8.1 Quel est le développement de

1— 22
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1 _
1 _ xr
3.8.2 Calculons & 103 prés / ¢ dr.

0 T
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3.8.3 Trouvons une solution de I’équation différentielle
2z +2y —y =0

telle que y(0) = 1 sous forme de série entiére.
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