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Controle de mathématiques

— Jeudi 29 novembre ; durée 1h30 —

L’utilisation de calculatrices ainsi que de tout document autre que le formulaire est interdit.

Exercice 1 — Question de cours —
Quels sont le rayon de convergence et la somme de la série entiere
g (n+1)z".
n>0
Les séries numériques suivantes sont-elles convergentes ou divergentes :

> (n+1) (%) > (n+1)3", ) (n+1)(-1)"

n>0 n>0 n>0

Exercice 2
Soit (uy), la suite définie & partir de ug = 1 par u,41 = (1 + %)un
1°) Montrer que cette suite est croissante.

2°) Montrez que In(1 + z) < z pour tout = € R,.

1-(1/3)"*!

)
3°) En déduire que In(u,41) < =13
)

4°) Pourquoi la suite (uy,), est-elle convergente ?

Exercice 3

Considérons la série numérique

1
Z(n—kl)(n—l—S)'

n>0
1°) Montrer que cette série est convergente.

2°) Calculer ensuite sa somme.

Exercice 4

Considérons la suite donnée par w,, = In (1 + %) pour n > 2.

1°) Montrer que la série ) _,w, est alternée.
2°) Pour tout p € N, montrer wo,11 = —wap, et wapr1 > wop—1.

3°) En déduire que ) ., w, converge.

)
)

4°) Calculer les sommes partielles S 2N, et S22 w, .
)

5°) En déduire la somme de la série

)
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Formulaire de mathématiques

Condition de convergence des suites monotones :
Toute suite croissante et majorée est convergente.

Condition de convergence des séries :

Si la série > u,, converge alors u, — 0.
n—-4oo

Théoreme de comparaison :

Si pour tout n € N, 0 < u,, <w, alors :
— ¢ la série Y v, converge, la série Y u, converge ;
— si la série Y u, diverge, la série ) v, diverge.

Théoreme d’équivalence :

Si0<uy,, 0<wv,etu, ~ v, alors les séries >  u, et »_ v, sont de méme nature.
“+00

Séries de Riemann :
La série ) & converge si o > 1 et diverge si a < 1.

Théoreme des séries alternées :
Si ) u, est une série alternée et que (|uy,|), tend vers 0 en décroissant alors la série > u,, est
convergente.

Sommes de séries géométriques :

+oo
1
Si |z| < 1 alors Zx” =
n=0
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— Corrigé de I'épreuve de Ma32 du 29/11/2007 —

Exercice 1
Le rayon de convergence de cette série est R = 1 et sa somme vaut

+00 1

Z(n + 1)z" = e

n=0

On accepte aussi la réponse consistant a dérivée la série géométrique par rapport d sa raison

Comme [1/2| < R, la série >, _o(n + 1) (3)" converge. Par contre [3| > R et la série
Y nso(n 4+ 1)3™ diverge. Pour étudier la derniere série, on ne peut pas utiliser le rayon de
convergence car | — 1| = R. Mais le terme général de cette derniére série ne tend pas vers 0
lorsque n tend vers l'infini : la série est donc divergente par la condition de convergence
des séries du formulaire.

Les réponses utilisant les critéres de d’Alembert et/ou de Cauchy sont acceptées.

Exercice 2

1°) Par définition de cette suite u,; > 0 si et seulement si u,, > 0. Comme uy > 0, tous les
termes de la suite sont strictement positif. De plus uz—:l =1+ 3% > 1 c’est-a-dire u, 11 > uy,.
Cette suite est donc croissante.

2°) Par définition du logarithme on a

1+x 1
In(1+z) = / — dr.
1 7-

OrsiTe[l,1+z]ona0<2i<1donc
1+x1 1+x
/ —dTS/ 1dr =u=x.
1 T 1

3°) Le logarithme de u,, 1 est In(u, 1) = In ((1 + 3%) un) =In (1 + 3%) +1Inw,. La question
précécente appliquée a x = 3% donne donc

Ceci prouve l'inégalité.

Inu, < gin + In u,,.

En réitérant ce calcul pour Inw,,, on obtient

1 1
mu, < 55 + gimr +Inw, g

et ainsi

Uy < 55+ 5ir + ...+ 5 + 14 Inw,.

On finit le calcul en remarquant que Inug = 0 et que la somme des n+ 1 premiers termes d’une
. , L. . 1—(1/3)"+!

suite geomeétrique dg raison 1/3 vaut i ‘

Une démonstration par récurrence convenait aussi.

3/2

40) Pour tout n on a Inwu,, < 1_—11/3 donc u,, < e°/*. Par conséquent cette suite est croissante

et majorée, la condition de convergence des suites monotones assure qu’elle converge.



Exercice 3
1°) On a ’équivalence suivante
1 1
(n+1)(n+ 3) +oo n?’

La série de terme général # est une série de Riemann convergente. Le théoreme d’équivalence

/s ‘oz 1 .
montre que la série de terme général DTy converge aussi.

2°) Décomposons ( L y en éléments simples ; il existe deux nombres a et b tel que pour

n+1)(n+3
tout n € N on ait
1 a b

(n+1)(n+3) R +n+3'
En multipliant cette égalité par (n+ 1)(n+ 3) on obtient 1 = (a+b)n+ (3a+b) c’est-a-dire

a =1/2 et b = —1/2. On utilise ensuite cette décomposition pour faire apparaitre une série
téléscopique et calculer la N-ieme somme partielle :

N 1 . N 1/2 —1/2
Zn:O (n+1)(n+3) Zn =0 n+1 + Zn =0 n+3?
- 1 N1 NN 1
- 2 (Zn:O n+1 ZnZO n+3) ’
_ 1 N 1 N+2 1
= H(ELm - ),

(143~ v~ wm)-
o0 1

En faisant tendre N vers +oco on obtient Z
—~ (n+1)(n+3)

N[

= 3/4.

Exercice 4
1°) Si n est pair, 14 & ) =1+2Letln(l+2)>0. Sin est impair, 1+%:1—%et
In (1 - —) < 0. Cette série est bien alternee

2°) Calculons les deux termes
_1\2p+1
Wopt1 = In (1 + ( 21)+p1 > =In (1 — m) =In <2§%) ;
w2p=ln<1—|—( UP) :111(2’;—;1).

On a bien wgp1 = —ws,. Calculons ensuite
Wap— 1—111(1—1—( 1p)2pll> :ln(l——>

Comm62p+1>2p—1onam> 7 et

Wopt1 = In (1 + 5 +1> > In (1 + 2;—_11> = Wap_1.

3°) La suite (|wy])n vérifie |wa,| = [wopi1| et |wop—1]| > |waps1]| = |way| c’est-a-dire pour tout
n € N |w,| > |wy1]| : la suite est décroissante. Sa limite est 0. Le théoréme des séries
alternées prouve que la série 2@2 w,, converge.

N ON+1
4°) On a wyy, + wapy1 = 0 donc 0 = Zp | Wop + Wopp1 = D 7 ;r w,. Pour calculer 'autre
2N IN+1
somme on remarque de > o w, = > ;r Wy — WaNy1 = —WaN41-

5°) On en déduit que 322N, w, — 0et 32N 1w, — 0doh
N—-+4o00 N—4o00

iln(l—l—#) = 0.



