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1. Arithmétique

Exercice 1.1. Soit n ∈ N un entier avec n ≥ 2. Montrer que n est un nombre
premier si et seulement si n divise

(
n
k

)
pour tout k = 1, . . . , n− 1.

Exercice 1.2. (1) À l’aide de la décomposition en produit de facteurs premiers,
calculer le nombre de diviseurs dans N d’un entier n ≥ 2.

(2) Calculer la somme de ses diviseurs.

2. Intégrale

Exercice 2.1. Étudier la convergence de l’intégrale sur [2,+∞[ de la fonction x 7→
xα lnβ x, où α, β ∈ R.

Exercice 2.2. Montrer la convergence de l’intégrale∫ +∞

1

sinx√
x
dt

et la divergence de l’intégrale ∫ +∞

1

ln(1 +
sin x√

x
)dt.

Pourtant

ln(1 +
sin x√

x
)dt ≃+∞

sinx√
x
.

Commentaire?

Exercice 2.3. Soit f une fonction localement intégrable sur [0,+∞[.

(1) Montrer que si f admet une limite l en +∞ et si l’intégrale de f sur [0,+∞[
est convergente, alors l = 0.

(2) Construire une fonction f dont l’intégrale sur [0,+∞[ converge sans que f
ne soit bornée.

3. Séries

Exercice 3.1. Étudier la convergence des séries de Bertrand.

Exercice 3.2. Étudier la convergence des séries
∑

un suivantes:

(1) un = (−1)n,

(2) un = (−1)n

n2 ,

1



(3) un = (−1)n

n ln2 n
,

(4) un = (−1)n

2n−1
.

Exercice 3.3. Soit f une fonction positive et décroissante et telle que la série∑
f(n) diverge. Notons (Sn) la suite des sommes partielles de cette série.

(1) Montrer que la suite de terme général

Sn −
∫ n

1

f(t)dt

admet une limite.
(2) Montrer que la suite de terme général 1+ 1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn admet une limite

(appelée constante d’Euler)

Exercice 3.4. Déterminer les réels a, b et c pour lesquels la série de terme général

a lnn+ b ln(n+ 1) + c ln(n+ 2)

converge, et calculer alors sa somme.

4. Séries entières

Exercice 4.1. Déterminer le rayon de convergence et la somme des séries entières∑
anx

n suivantes:

(1) an = (−1)nn,

(2) an = (−1)k

4k
si n = 4k − 1, et an = 0 sinon,

(3) an = 1
n(n+2)

.

Exercice 4.2. Montrer que ∫ 1

0

lnx

1− x
dx = −

∑
n≥1

1

n2
.

Exercice 4.3. Soit
∑

anx
n une série entière de rayon de convergence R. Pour

n ∈ N, on pose b2n = an et b2n+1 = 0. Quel est le rayon de convergence de la série∑
bnx

n?


